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Proměnné a konstanty

Pracujeme s množinou M (nap̌ŕıklad množina č́ısel, množina prvk̊u, které
jsou reprezentovány č́ıslem, . . . )

I konstantou z množiny M chápeme pevně daný prvek této množiny (i
když jeho hodnotu p̌resně neznáme)

I konstanty obvykle znač́ıme ṕısmeny a, b, c , . . .

I proměnná z množiny M je symbol, který zastupuje r̊uzné hodnoty z
množiny M

I pokud se jedna proměnná systematicky měńı v závislosti na jiné
proměnné (nebo jiných proměnných), mluv́ıme o funkci.
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Funkce jedné proměnné

Definice: Funkce jedné proměnné

f : y = f (x)

x . . . argument funkce, nezávislá proměnná → definičńı obor funkce D(f ) ⊂ R
y . . . funkčńı hodnota, závislá proměnná → obor hodnot funkce H(f ) ⊂ R

D(f ) H(f )

x1 f (x1)

x2 f (x2)

x3

= f (x3)

x3 f (x3)

Pro každé x existuje právě jedno y .
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Funkce dvou proměnných

Definice: Funkce dvou proměnných

f : z = f (x , y)

x , y . . . argumenty funkce, nezávislá proměnná→ definičńı obor funkce D(f ) ⊂ R2

z . . . funkčńı hodnota, závislá proměnná → obor hodnot funkce H(f ) ⊂ R

D(f ) H(f )

(x1, y1) f (x1, y1)

(x2, y2) f (x2, y2)

(x3, y3)

= f (x3, y3)

Pro každé [x , y ] existuje právě jedno z .
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Způsoby zadáváńı funkćı

I výčtem funkčńıch hodnot, obvykle ve formě tabulky

x 1 2 3 4 . . .

y 1 4 9 9 . . .

I analytickým zápisem (vzorec, rovnice, několik rovnic pro r̊uzné části
definičńıho oboru + definičńı obor) pomoćı symbolických representaćı
Nap̌r.
f : y = −2x + 3

f (x) :=

{
x2 pro x ∈ (−3, 3)
9 jinak

x(t) = cos t, y(t) = sin t, t ∈
〈
0, π2

〉
NE KAŽDÁ SYMBOLICKÁ REPRESENTACE ODPOVÍDÁ
FUNKCÍM nap̌ŕıklad. y2 = x neńı funkce y = f (x), protože y = ±

√
x

I grafickým zadáńım
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Graf funkce f

Vizualizace vztahu mezi prvky definičńıho oboru (vodorovná osa) a prvky
oboru hodnot (svislá osa)
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Operace s funkcemi f1 a f2

I porovnáńı dvou funkćı (pouze pro funkce se stejným definičńım
oborem, pracuji s funkčńımi hodnotami)

I rovnost (ekvivalence). . . pro všechna x z definičńıho oboru plat́ı, že
dostanu stejné funkčńı hodnoty f1(x) = f2(x)

I
”
věťśı, menš́ı“. . . pro všechna všechna x z definičńıho oboru plat́ı

p̌ŕıslušná nerovnost, nap̌r. f1(x) ≤ f2(x)

I
”
zúžeńı definičńıho oboru funkce“, restrikce funkce . . . zamě̌ŕım se

pouze na část definičńıho oboru

I
”
rozš́ı̌reńı definičńıho oboru funkce“, p̌ridám do definičńıho oboru

daľśı hodnoty
I algebraické operace (pouze pro funkce se stejným definičńım oborem,

pracuji s funkčńımi hodnotami)
I sč́ıtáńı, odč́ıtáńı funkćı g = f1 ± f2 ⇔ ∀x ∈ M : g(x) = f1(x)± f2(x)
I násobeńı, děleńı funkćı
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Skládáńı a rozklady funkćı

Definice: Skládáńı funkćı

Funkce h je složena z vniťrńı funkce f a vněǰśı funkce g , zaṕı̌si h =
f ◦ g pokud plat́ı

h(x) = g(f (x)).

D(f ) H(f )

x f (x) g(f (x))

⊂ D(g) H(f ◦ g)
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Vlastnosti skládáńı a rozkládáńı

I u skládáńı zálež́ı na pǒrad́ı f (g(x)) 6= g(f (x))

nap̌ŕıklad
(√

x
)2 6=

√
x2

I v p̌ŕıpadě, že obor hodnot vniťrńı funkce je věťśı než definičńı obor, je
ťreba provést restrikci tak, aby platilo H(f ) ⊂ D(g)
nap̌ŕıklad h(x) =

√
x2 − 1, kde vniťrńı funkce je x2 − 1 je ťreba

provést restrikci z množiny R na množinu (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

I rozklad na jednoduš́ı funkce neńı jednoznačný
nap̌ŕıklad pro funkci h(x) = x−1

2 , kterou lze napsat též jako

h(x) = x
2 −

1
2 lze postupovat

(a) nejprve odč́ıtám f (x) = x − 1 a pak děĺım g(x) = x
2

(b) nejprve děĺım f (x) = x
2 a pak odč́ıtám g(x) = x − 1

2
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Representace reálných č́ısel pomoćı p̌ŕımky

I reálná č́ısla R = (−∞,+∞)
I grafickým vyjáďreńım reálných č́ısel je p̌ŕımka

-3 -2 -1 0 1 2 3

vlastńı body

−∞

nevlastńı bod

+∞

nevlastńı bod

I okoĺı vlastńıho bodu U(x , ε), kde ε > 0 je kladné č́ıslo je otev̌rený
interval (x − ε, x + ε)

x − ε x + εx−∞ +∞
I okoĺı nevlastńıho bodu +∞ označujeme U(+∞, ε) je otev̌rený

interval
(

1
ε ,+∞

)
1
ε

−∞ +∞
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Globálńı a lokálńı vlastnosti funkćı

Globálńı vlastnosti

I vztahuj́ı se k celému definičńımu
oboru

I vypov́ıdaj́ı o chováńı celé funkce

nap̌r.

I omezenost × neomezenost
funkce

I monotónnost funkce (rostoućı,
klesaj́ıćı, konstantńı)

I globálńı extrémy funkce
(maxima, minima)

I sudost, lichost funkce

I periodičnost funkce

Lokálńı vlastnosti

I vztahuj́ı se k okoĺı bodu

I popisuj́ı chováńı pouze v

”
bĺızkosti“ bodu

nap̌r.

I lokálńı omezenost

I lokálńı monotónnost

I lokálńı extrémy
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Sudá a lichá funkce

Definice: Sudá funkce

Funkce je sudá, pokud

(a) definičńı obor je symetrický, tj.
pro každé x ∈ D(f ) je též −x ∈ D(f )

(b) pro každé x ∈ D(f ) plat́ı f (−x) = f (x)

Definice: Lichá funkce

Funkce je sudá, pokud

(a) definičńı obor je symetrický,

(b) pro každé x ∈ D(f ) plat́ı f (−x) = −f (x)
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Sudá a lichá funkce

Graf sudé funkce je symetrický
vzhledem k ose y

x

y

Graf liché funkce je symetrický
vzhledem k počátku soǔradných os

x

y

Věťsina funkćı neńı ani lichá ani sudá . . .
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Omezená a neomezená funkce

Definice: Omezená funkce

Funkce je omezená, pokud má omezený obor hodnot.

POZOR na rozd́ıl mezi funkćı z omezeným definičńım oborem a omezenou
funkćı.

x

y

x

y
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Lokálńı a globálńı extrémy (maxima a minima)

Definice:Globálńı maximum

V bodě a ∈ D(f ) má funkce globálńı maximum, pokud pro všechna
x ∈ D(f ) plat́ı f (x) ≤ f (a)

Definice:Lokálńı maximum

V bodě a ∈ D(f ) má funkce lokálńı maximum, pokud existuje okoĺı
bodu a takové, že pro všechna x ∈ D(f ) ∩ U(a, ε) plat́ı f (x) ≤ f (a)

I Každé globálńı maximum je též lokálńım maximem.

I Existuj́ı ostrá maxima (f (x) < f (a)) a neostrá maxima (f (x) ≤ f (a)).

I Č́ıslo a označujeme a = argmax f a č́ıslo f (a) = max f
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Lokálńı a globálńı extrémy II

x

y

lokálńı maximum

globálńı maximum

globálńı minimum

argmax f

max f

x

y

lokálńı maximum

globálńı minimum
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Monotónńı funkce

Definice: Rostoućı funkce

Funkci nazýváme rostoućı, pokud plat́ı

∀x1, x2 ∈ D(f ) : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2).

čti. . . pokud pro libovolné dva body z definičńıho oboru x1, x2 splňuj́ıćı

x1 < x2 plat́ı f (x1) ≤ f (x2) . . .

Pokud plat́ı f (x1) < f (x2) jedná se o osťre rostoućı funkci.

x

y

x

y
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Vztah mezi extrémy a omezenost́ı

Věta

Pokud má funkce globálńı maximum, pak je omezená shora.
Pokud má funkce globálńı minimum, pak je omezená zdola.

I Existence lokálńıch extrémů nepostačuje k omezenosti funkce.

I Opačné tvrzeńı: Pokud je funkce omezená, pak má globálńı maximum
neplat́ı. V takovémto p̌ŕıpadě má pouze obor hodnot supremum.

I Pokud má funkce f v bodě a lokálńı maximum, pak existuje ε tak, že
v intervalu (a− ε, a) je funkce rostoućı a v intervalu (a, a + ε) je
funkce klesaj́ıćı.

I Rostoućı funkce (i osťre rostoućı) může být omezená i neomezená.
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Úlohy k zamyšleńı

I Načrtněte graf funkce, která má v bodě a = −3 lokálńı minimum,
f (a) = 5 a funkce je neomezená.

I Načrtněte graf funkce, která má v́ıce globálńıch maxim (ve v́ıce
bodech nabývá maximálńı hodnoty).

I Načrtněte graf kvadratické funkce, který má jedno lokálńı a jedno
globálńı maximum.

I Načrtněte graf kvadratické funkce, který má pouze lokálńı maximum.

I Načrtněte graf kvadratické funkce, který má pouze globálńı maximum.

I Načrtněte graf funkce, která je osťre klesaj́ıćı a je omezená zdola.

I Načrtněte graf funkce, která má pouze neostré lokálńı extrémy.

I Načrtněte graf funkce, která je sudá a má dvě lokálńı maxima a jedno
lokálńı minimum.

I Načrtněte graf funkce, která je lichá má dvě lokálńı maxima a jedno
lokálńı minimum.
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Prostá funkce

Definice:Prostá funkce

Funkce f je prostá funkce, pokud

x1, x2 ∈ D(f ) : x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2)

čti. . . pokud pro libovolné dva r̊uzné body jsou r̊uzné jejich funkčńı hodnoty

. . .

D(f ) H(f )

x1 f (x1)

x2 f (x2)

x3

= f (x3)

x3 f (x3)
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Inverzńı funkce

Definice:Inverzńı funkce

Pro prostou funkce f definujeme inverzńı funkci f −1 vztahem

y = f (x)⇔ x = f −1(y)

D(f ) = H
(
f −1

)
H(f ) = D

(
f −1

)

x1

funkce f

f (x1) = y1

inverzńı funkce f −1
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Vlastnosti inverzńı funkce

I inverzńı funkce existuje pouze pro prosté funkce
I definičńı obory a obory hodnot se

”
vyměńı“ D(f −1) = H(f ) a

H(f −1) = D(f )
I skládáńım funkce s funkćı inverzńı dostanu identitu
∀x ∈ D(f ) : f

(
f −1 (x)

)
= x a f −1 (f (x)) = 0

I grafy funkce f a funkce inverzńı f −1 jsou symetrické vzhledem k ose
1. a 3. kvadrantu

x

y

f (x) =
√
x

f −1(x) = x2
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