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Promé&nné a konstanty

Pracujeme s mnoZinou M (napfiklad mnoZina &isel, mnoZina prvka, které
jsou reprezentovany &islem, .. .)

» konstantou z mnoZiny M chdpeme pevn& dany prvek této mnoZziny (i
kdyZ jeho hodnotu pfesn& nezndme)

» konstanty obvykle zna¢ime pismeny a, b, c, ...

» proménna z mnoziny M je symbol, ktery zastupuje riizné hodnoty z
mnozZiny M

» pokud se jedna promé&nnd systematicky mé&ni v zavislosti na jiné
prom&nné (nebo jinych prom&nnych), mluvime o funkci.
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Funkce jedné proménné
Definice: Funkce jedné proménné

f:y=1f(x)
X ...argument funkce, nezdvisld promé&nnd — defini¢ni obor funkce D(f) C R

y ...funk&ni hodnota, zavisld prom&nnd — obor hodnot funkce H(f) C R

D(f
Pro kaZzdé x existuje pravé jedno y.
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Funkce dvou proménnych
Definice: Funkce dvou proménnych

f:z="Ff(x,y)

X,y ...argumenty funkce, nezdvisld prom&nna — defini¢ni obor funkce D(f) C R?

z .. .funkéni hodnota, zvisld prom&nnd — obor hodnot funkce H(f) C R

—

= 3,3)

D(f H(f
Pro kaZzdé [x, y| existuje pravé jedno z.

Blanka Sedivd (KMA) Z3aklady matematiky pro FEK zimni semestr 2014/2015 4 /22



Zplsoby zadavani funkci

» vyétem funkénich hodnot, obvykle ve formé& tabulky

x[|1]2|3]|4
y||1[4/9]9

» analytickym zdpisem (vzorec, rovnice, n&kolik rovnic pro riizné &asti
defini¢niho oboru + defini¢ni obor) pomoci symbolickych representaci

Napt¥.
fiy=-2x+3

x? pro x¢€(-3,3)
f(x) '_{ 9O jinak

x(t) =cost, y(t) =sint, t € <0, g>

NE KAZDA SYMBOLICKA REPRESENTACE ODPOVIDA

FUNKCIM napfiklad. y* = x neni funkce y = f(x), protoe y = +/x
» grafickym zadanim
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Graf funkce f

Vizualizace vztahu mezi prvky defini¢niho oboru (vodorovna osa) a prvky

oboru hodnot (svisld osa)

zavisld prgménna

obor hodnot

graf funkce y=f(x)

definiéni obor

o———

nezavisla proménna
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Operace s funkcemi f; a f,

» porovnani dvou funkci (pouze pro funkce se stejnym defini€nim
oborem, pracuji s funkénimi hodnotami)
» rovnost (ekvivalence).. . pro vdechna x z defini¢niho oboru plati, Ze
dostanu stejné funkeni hodnoty fi(x) = f(x)
> ,V&tsi, mendi”. .. pro v8echna vSechna x z defini¢niho oboru plati
prisludnd nerovnost, napt. f1(x) < f(x)
|

» .zUZeni defini¢niho oboru funkce”, restrikce funkce ...zamé&Fm se

pouze na &3st defini¢niho oboru
» rozsiteni definiéniho oboru funkce”, p¥iddm do defini¢niho oboru
dalsi hodnoty

» algebraické operace (pouze pro funkce se stejnym defini&nim oborem,
pracuji s funk&nimi hodnotami)
> stitani, odeitani funkci g =h £ Hh & Vx e M g(x) = A(x) £ H(x)
» ndsobeni, déleni funkci
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Skladani a rozklady funkci

Definice: Skladani funkci

Funkce h je sloZena z vnit¥ni funkce f a vnéjsi funkce g, zapii h =
f o g pokud platf
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Vlastnosti skladani a rozkladani

» u skladdani zalezi na porad| f(g(x)) # g(f(x))
napfiklad (f) #Vx

> v pfipadé, Ze obor hodnot vnitini funkce je v&tsi nez defini¢ni obor, je
t¥eba provést restrikci tak, aby platilo H(f) C D(g)
napfiklad h(x) = v/x2 — 1, kde vnit¥ni funkce je x> — 1 je tfeba
provést restrikci z mnoZiny R na mnoZinu (—oo, —1) U (1, +00)

» rozklad na jednodusi funkce neni jednoznaény
napfiklad pro funkci h(x) = XT_l kterou Ize napsat téZ jako
h(x) = % — % Ize postupovat
(a) nejprve odiitdm f(x) = x — 1 a pak délim g(x) =
(b) nejprve délim f(x) = 5 a pak odtitdm g(x) = x —

Nl NIX
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Representace redlnych &isel pomoci pfimky

» redlnd &isla R = (—o0, +00)

» grafickym vyjad¥enim redlnych &isel je pfimka

vlastni body

O'---- T T T T T T T ""O
—o0 3 2 -1 0 1 2 3 +oo
nevlastni bod

nevlastni bod
» okoli vlastniho bodu U(x,¢), kde ¢ > 0 je kladné &islo je otevieny
interval (x — e, x +¢)
O - — - =
—00

L e ———— e R O
X—e X X+e€ +00

» okoli nevlastniho bodu 400 oznalujeme U(+00,¢) je otevfeny
interval (%,—Foo)

O ----
—00

Css—— i 1 1 1O
+00

o =
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Globalni a lokdlni vlastnosti funkci

Globalni vlastnosti

>

vztahuji se k celému defini¢nimu
oboru

Lokalni vlastnosti

>

vztahuji se k okoli bodu

> popisuji chovani pouze v
vypovidaji o chovani celé funkce ,blizkosti" bodu
napr. napr.
omezenost X neomezenost > lokdIni omezenost
funkce > lokalni monotdnnost
monotdénnost funkce (rostouci, » lokalni extrémy
klesajici, konstantni)
globalni extrémy funkce
(maxima, minima)
sudost, lichost funkce
periodi¢nost funkce
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Suda a licha funkce

Definice: Suda funkce

Funkce je suda, pokud
(a) defini¢ni obor je symetricky, tj.
pro kazdé x € D(f) je téz —x € D(f)

(b) pro kazdé x € D(f) plati f(—x) = f(x)

Definice: Licha funkce

Funkce je sudd, pokud
(a) defini¢ni obor je symetricky,
(b) pro kazdé x € D(f) plati f(—x) = —f(x)
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Suda a licha funkce

Graf liché funkce je symetricky

Graf sudé funkce je symetricky
vzhledem k pocatku sou¥adnych os

vzhledem k ose y
y y

VétSina funkci neni ani lichd ani suda ...
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Omezend a neomezend funkce

Definice: Omezena funkce

Funkce je omezend, pokud mad omezeny obor hodnot.

POZOR na rozdil mezi funkci z omezenym defini&nim oborem a omezenou
funkci.

N—
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Lokalni a globalni extrémy (maxima a minima)

Definice:Globalni maximum

V bod& a € D(f) ma funkce globalni maximum, pokud pro viechna
x € D(f) plati f(x) < f(a)

Definice:Lokalni maximum

V bod& a € D(f) ma funkce lokdlni maximum, pokud existuje okoli
bodu a takové, Ze pro viechna x € D(f) N U(a, ¢) plati f(x) < f(a)

> KaZdé globalni maximum je téZ lokalnim maximem.
» Existuji ostrd maxima (f(x) < f(a)) a neostrd maxima (f(x) < f(a)).

» Cislo a oznatujeme a = argmax f a &islo f(a) = max f
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Lokalni a globalni extrémy I

y globalni maximum y

max f

lok3Ini maximum lokalni maximum

\ \ )
\ / aurgmam)zg \/

globaIni minimum globalni minimum
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Monoténni funkce

Definice: Rostouci funkce
Funkci nazyvame rostouci, pokud plati
Vxi,x2 € D(f) : x1 < x0 = f(x1) < f(x2).
Cti... pokud pro libovolné dva body z definicniho oboru xi,x> spliiujici

x1 < xp plati f(x1) < f(x2)
Pokud plati f(x;1) < f(x2) jedna se o ostfe rostouci funkci.

| .
/
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Vztah mezi extrémy a omezenosti

Véta

Pokud m3a funkce globalni maximum, pak je omezena shora.
Pokud ma funkce globdlni minimum, pak je omezena zdola.

Existence lokalnich extrém( nepostaluje k omezenosti funkce.

v

v

Opacné tvrzeni: Pokud je funkce omezena, pak ma globdlni maximum
neplati. V takovémto p¥ipadé ma pouze obor hodnot supremum.

» Pokud ma funkce f v bodé a lokalni maximum, pak existuje ¢ tak, Ze
v intervalu (a — ¢, a) je funkce rostouci a v intervalu (a,a + ¢) je
funkce klesajici.

Rostouci funkce (i ostfe rostouci) mize byt omezend i neomezena.

v
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Ulohy k zamysleni

vV v.v v VY

Nadrtnéte graf funkce, kterd ma v bodé a = —3 lokalni minimum,
f(a) =5 a funkce je neomezena.

Na&rtn&te graf funkce, kterd ma vice globdlnich maxim (ve vice
bodech nabyvd maximalni hodnoty).

Nadrtnéte graf kvadratické funkce, ktery ma jedno lokdlIni a jedno
globalni maximum.

Nadrtnéte graf kvadratické funkce, ktery ma pouze lokdlni maximum.
Na&rtnéte graf kvadratické funkce, ktery ma pouze globalni maximum.
Nadrtnéte graf funkce, ktera je ostfe klesajici a je omezend zdola.
Nadrtnéte graf funkce, kterd ma pouze neostré lokalni extrémy.

Naértnéte graf funkce, kterd je suda a ma dvé lokdlni maxima a jedno
lokaIni minimum.

Na&rtnéte graf funkce, kterd je lichd ma dvé lokalni maxima a jedno
lokalni minimum.
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Prosta funkce

Definice:Prosta funkce

Funkce f je prosta funkce, pokud
x1,x2 € D(f) : x1 # x0 = f(x1) # f(x2)

Cti. .. pokud pro libovolné dva riizné body jsou riizné jejich funkéni’ hodnoty

D(f
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Inverzni funkce

Definice:lnverzni funkce

Pro prostou funkce f definujeme inverzni funkci f~! vztahem

y=fl)ex=Fy)
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Vlastnosti inverzni funkce

» inverzni funkce existuje pouze pro prosté funkce

> defini¢ni obory a obory hodnot se ,vym&ni* D(f~1) = H(f) a

H(F1) = D(F)

» skladanim funkce s funkci inverzni dostanu identitu
Vx € D(f): f(F1(x)) =xaf(f(x)=0
» grafy funkce f a funkce inverzni f~1 jsou symetrické vzhledem k ose

1. a 3. kvadrantu
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