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Limita funkce

» uvaZujeme funkci f a bod xp, ktery leZi uvnit¥ nebo na hranici
defini¢niho oboru;

» zajimame se o funk&ni hodnoty v okoli bodu xp;

» zapisujeme lim f(x) = A a &ti...limita funkce f v bod& x je A .. .;
X—>X0

> limita je lokalni vlastnosti funkce;
» bod xp je bode souvisejici s defini¢nim obore, tedy na vodorovné ose;
» bod A je bode souvisejici s oborem hodnot, tedy na svislé ose;

» body xo a A mohou byt vlastni (kone¢né hodnoty) i
nevlastni (—oo, +00).
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Vlastni limita ve vlastnim bodé&

Definice: Vlastni limita ve vlastnim bodé

Funkce f ma v bodé xp € R vlastni limitu, tedy

lim f(x) = A

X—rX0

pokud existuje &islo A € R, tak, ze Ve > 039 > 0 tak, Ze

Vx:x € (xo—0,x0 +9),x # xp,plati f(x) € (A—¢e,A+¢)

Cti. . . pro libovolné € existuje § tak, Ze pro vSechny body x z d—okoli bodu xq leZi
funkéni hodnoty f(x) v e—okoli bodu A ...

.kdyZ si vyberu e—okoli bodu A najdu d—okoli bodu xg takové,ze ... "
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llustrace vlastni limity ve vlastnim bodé&

» mam dany bod xp a hodnotu A

v okol{

» chovani
Xo, ted
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Souvislost limity a funkéni hodnoty

» Funkce ma v bodé xg limitu A
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Jednostranné limity

Definice: Vlastni limita ve vlastnim bodé zprava

Funkce f ma v bod& xp vlastni limitu zprava, tedy lim f(x) = A
X—r X0+

pokud existuje &islo A € R, tak, Ze Ve > 034 > 0 tak, Ze
Vx : x € (x0,%0 + 0),x # xo, plati f(x) € (A—¢g,A+¢)

Definice: Vlastni limita ve vlastnim bodé zleva

Funkce f ma v bod& xp vlastni limitu zleva, tedy lim f(x) = A
X—rX0—

pokud existuje &islo A € R, tak, Ze Ve > 040 > 0 tak, Ze

Vx :x € (xo — 0,%0), X # Xp, plati f(x) € (A—¢,A+¢)
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Ukazka funkci, u nichz lim f(x) =A

X—Xo+
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Nevlastni limita 400 ve vlastnim bodé

Definice: Nevlastni limita ve vlastnim bodé&

Funkce f ma v bod& xp limitu +oo, tj. ILm f(x) = 4oo pokud
X—rX0
VK,36 > 0 tak, ze pro

Vx i x € (xo — 0, %0 + 9), x # xo, plati f(x) € (K, +00)

» funkéni hodnoty funkce f v okoli bodu xg ,smé&Fuji* k velkym
hodnotam;

> &im bliZze jsme k bodu xp tim vétsi je funkéni hodnota funkce f;

» funkéni hodnota miZe byt koneéné &islo nebo funkce f neni v bod& xp
definovana a funk&ni hodnota neexistuje.
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Nevlastni limita —oo ve vlastnim bodé

Definice: Nevlastni limita ve vlastnim bodé&

Funkce f ma v bod& xp limitu —oo, tj. Iiﬁ\m f(x) = —oo pokud
X—X0
VK,36 > 0 tak, ze pro

Vx :x € (xo — 0,x0 + 9), x # xp, plati f(x) € (—o0, K)

» funk&ni hodnoty funkce f v okoli bodu xg ,smé&Fuji” k malym
hodnotam;

» &im bliZze jsme k bodu xp tim mensi je funkéni hodnota funkce f;

» funkéni hodnota miZe byt koneéné &islo nebo funkce f neni v bod& xp
definovana a funk&ni hodnota neexistuje.
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llustrace nevlastni limity ve vlastnim bodé

lim f(x) =400 lim f(x) =400
X—X0 X—Xo+

20 , 20 , 20

15 15 15
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Limita v nevlastnim bodé +oco
Chovani funkce f pro ,,velké" hodnoty x nebo-li studujeme chovani funkce
f v blizkosti bodu +o0o. V tomto p¥ipadé mohou nastat &ty¥i situace
(a) Funk&ni hodnoty f(x) pro velké hodnoty x smé&Ffuji k n&jakému
konkrétnimu &islu A.
Vlastni limita A v nevlastnim bodé +oc.

(b) Funk&ni hodnoty f(x) pro velké hodnoty x sméFuji k stile v&tdim a
vétsim hodnotdm.
Nevlastni limita 400 v nevlastnim bodé +oo.

(c) Funk&ni hodnoty f(x) pro velké hodnoty x smé&Fuji k stdle mendim a
mensim hodnotdm.
Nevlastni limita —oco v nevlastnim bodé +oco.

(d) Funk&ni hodnoty f(x) pro velké hodnoty x nevykazuji Zadnou z vy3e
uvedenych vlastnosti, ale osciluji.
Limita v nevlastnim bodé 400 neexistuje.
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llustrace limity v nevlastnim bodé 400

XETOO f(X) =A
4 4 4
\
A Bt 2

lim f(x)=+o0 lim f(x)=—o0 lim f(x) neexistuje
X——400 X——400 X——400

) / 5o } Poow \/20 ) V/\V/\V/w\\]/\\/\\} Zt
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Definice limity v nevlastnim bodé

Definice:Vlastni limita v nevlastnim bodé

Funkce f ma v bod& +oo limitu A, tj.

X—+—+00

Ve > 0,3 K tak, Ze pro

lim f(x)= A pokud

Vx :x € (K,400),plati f(x) € (A—e,A+¢)

A—9 ,::é%@gcﬂibédﬁ;{::::::::}l -9 [“é-okoliboda A__--____
5 10 15 5 110 15
-2 -2 1z € (K, +00)
i okoli nekonecna
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Definice limity v nevlastnim bodé

Definice:Nevlastni limita v nevlastnim bodé

Funkce f ma v bod& +oo limitu +o0, tj. lim f(x) = +oo pokud
X—r—+00
VM, 3 K tak, ze pro

Vx : x € (K, 400), plati f(x) € (M, +o0)

-2 —2 x € (K, 400)

okoli nekonecna
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[lustrace nevlastnich limit v nevlastnich bodech

» lim f(x) =400

X—+—+00

lim f(x)=—o0

X—-+00

5 |5 N 15
2
T FX) = —00
5
i
-20 15 M 5 | =
! 2

—4 -4
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Kdy limita neexistuje?

» Pokud funkce ma jinou limitu zleva a jinou zprava.

—10

20

» Pokud funkce ma oscilujici charakter v okoli sledovaného bodu.

4

o

—0.4 —0.2 0.2 0.4
— -2
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P¥iklady vybranych limit |

» lima=a limita konstanty v libovolném bod€ je konstanta
X—>X0
neexistuje  pokud x € (—oo, —1)
v lim 2% — 0 x e (-1,1)
x—4-00 1 x=1
+0o0 x € (1,4+00)
/] . _l _ § _ X _
nap¥iklad xﬂToo( 3) = ’kaoo (5) =0, xﬂr—poo e)* = +o0,
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P¥iklady vybranych limit I

» uvazujme dva polynomy, P(x) = apx" + a,_1x"" 1+ ...+ a;x+ ap a

Q(x) = byx™ 4 bpm_1x™ "1 4+ ...+ byx + by, pak plati

+oo pokud st(P) > st(Q) a a,>0
im PO _ ) st(P) >st(Q) a a,<0
Jm e =9 st(P) = st(Q)
0 st(P) < st(Q)
napfiklad
R x24x—1 __ i 1—x+x3 _
kaoo D45 — TP XHTOO wis =0
3x4x—1 _ 3 : 1—x—2x3
XETOO 2245 2 Xl{TOO X218 0,
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Vlastnosti limit

Véta: o jednoznaénosti limit

Funkce f ma v bod& xp nejvyse jednu limitu.

Véta: o vztahu dvoustranné a jednostrannych limit

Funkce f ma v bodé& limitu pravé tehdy, kdyz limita zleva se rovna
limité zprava.

lim f(x)= lim f(x)=Ax lim f(x)=A
A, 0= A, Fe) = Ae lin, 7R)

Véta: o sevieni

JestliZe, v okoli bodu xg plati d(x) < f(x) < h(x) a plati lim d(x) =

X—>X0

XILQO h(x) = A, pak xhj)lo f(x) = A
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llustrace véty o sevreni
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Algebra limit pro kone&né (vlastni) limity

Véta: o algebre limit

Jestlize funkce f, g maji vlastni limity lim f(x) =Aa lim g(x)
X—>X0 X—>X0

B v bod& xp (bod miiZe byt vlastni i nevlastni), pak plati
(1) ILm (f(x)+g(x))=A+B
X—rXQ

(2) lim (F(x) - g(x)) = A-B

(3) lenlo (%) = g pro B#0

&ti. . . konecné limity miZeme s¢itat a od¢itat, ndsobit a délit (pokud nedélime
nulou) . ..
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Séitani, od&itani, nasobeni a déleni s nekoneénem |

Oznatime A libovolné kladné redlné &islo, pak

> pri¢itdnim a od&itanim se nekone¢no neméni

+oo+A=+00—A=4+00+00 =400

» ndasobenim nenulovym &islem se nekone¢no neméni
(+00) - A= (+00) - (+00) = +00

(~00) - A = (+00) - (—A) = (~0) - (+00) = —o0
(~50) - (~A) = (~00) - (~o0) = +o0
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Séitani, od&itani, nasobeni a déleni s nekoneénem Il

> déleni nekonecnem je vzdy nula

A A A A _ 0
+00 400 —00 —00
» ALE o =77777 ,mize byt cokoliv"
+00

» pti déleni nulou zaleZi na znaménkach
A —A n
_—_— = xXO
0+ 00—
A  —-A
0— 0+

kde 0+ znamenaji mald kladna &isla a 0— mala zdporna &isla

0
» ALE 0 =77777 , mize byt cokoliv"
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