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Limita funkce

I uvažujeme funkci f a bod x0, který lež́ı uvniťr nebo na hranici
definičńıho oboru;

I zaj́ımáme se o funkčńı hodnoty v okoĺı bodu x0;

I zapisujeme lim
x→x0

f (x) = A a čti. . . limita funkce f v bodě x0 je A . . . ;

I limita je lokálńı vlastnost́ı funkce;

I bod x0 je bode souvisej́ıćı s definičńım obore, tedy na vodorovné ose;

I bod A je bode souvisej́ıćı s oborem hodnot, tedy na svislé ose;

I body x0 a A mohou být vlastńı (konečné hodnoty) i
nevlastńı (−∞, +∞).
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Vlastńı limita ve vlastńım bodě

Definice: Vlastńı limita ve vlastńım bodě

Funkce f má v bodě x0 ∈ R vlastńı limitu, tedy

lim
x→x0

f (x) = A

pokud existuje č́ıslo A ∈ R, tak, že ∀ε > 0∃ δ > 0 tak, že

∀x : x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, plat́ı f (x) ∈ (A− ε,A + ε)

čti. . . pro libovolné ε existuje δ tak, že pro všechny body x z δ−okoĺı bodu x0 lež́ı

funkčńı hodnoty f (x) v ε−okoĺı bodu A . . .

”
když si vyberu ε−okoĺı bodu A najdu δ−okoĺı bodu x0 takové,že . . .“
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Ilustrace vlastńı limity ve vlastńım bodě
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I mám daný bod x0 a hodnotu A

I zvoĺım ε−okoĺı bodu A

I najdu δ− okoĺı bodu x0

I pro všechny x z okoĺı x0 je f (x)
v okoĺı A

I chováńı funkce p̌resně v bodě
x0, tedy funkčńı hodnota f (x0)

”
nás nezaj́ımá“
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Souvislost limity a funkčńı hodnoty

I Funkce má v bodě x0 limitu A
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Jednostranné limity

Definice: Vlastńı limita ve vlastńım bodě zprava

Funkce f má v bodě x0 vlastńı limitu zprava, tedy lim
x→x0+

f (x) = A

pokud existuje č́ıslo A ∈ R, tak, že ∀ε > 0∃ δ > 0 tak, že

∀x : x ∈ (x0, x0 + δ), x 6= x0, plat́ı f (x) ∈ (A− ε,A + ε)

Definice: Vlastńı limita ve vlastńım bodě zleva

Funkce f má v bodě x0 vlastńı limitu zleva, tedy lim
x→x0−

f (x) = A

pokud existuje č́ıslo A ∈ R, tak, že ∀ε > 0∃ δ > 0 tak, že

∀x : x ∈ (x0 − δ, x0), x 6= x0, plat́ı f (x) ∈ (A− ε,A + ε)
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Ukázka funkćı, u nichž lim
x→x0+

f (x) = A
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Nevlastńı limita +∞ ve vlastńım bodě

Definice: Nevlastńı limita ve vlastńım bodě

Funkce f má v bodě x0 limitu +∞, tj. lim
x→x0

f (x) = +∞ pokud

∀K , ∃ δ > 0 tak, že pro

∀x : x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, plat́ı f (x) ∈ (K ,+∞)

I funkčńı hodnoty funkce f v okoĺı bodu x0 ”
smě̌ruj́ı“ k velkým

hodnotám;

I č́ım bĺıže jsme k bodu x0 t́ım věťśı je funkčńı hodnota funkce f ;

I funkčńı hodnota může být konečné č́ıslo nebo funkce f neńı v bodě x0

definována a funkčńı hodnota neexistuje.
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Nevlastńı limita −∞ ve vlastńım bodě

Definice: Nevlastńı limita ve vlastńım bodě

Funkce f má v bodě x0 limitu −∞, tj. lim
x→x0

f (x) = −∞ pokud

∀K , ∃ δ > 0 tak, že pro

∀x : x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, plat́ı f (x) ∈ (−∞,K )

I funkčńı hodnoty funkce f v okoĺı bodu x0 ”
smě̌ruj́ı“ k malým

hodnotám;

I č́ım bĺıže jsme k bodu x0 t́ım menš́ı je funkčńı hodnota funkce f ;

I funkčńı hodnota může být konečné č́ıslo nebo funkce f neńı v bodě x0

definována a funkčńı hodnota neexistuje.
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Ilustrace nevlastńı limity ve vlastńım bodě

lim
x→x0

f (x) = +∞ lim
x→x0+

f (x) = +∞
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Limita v nevlastńım bodě +∞

Chováńı funkce f pro
”
velké“ hodnoty x nebo-li studujeme chováńı funkce

f v bĺızkosti bodu +∞. V tomto p̌ŕıpadě mohou nastat čty̌ri situace

(a) Funkčńı hodnoty f (x) pro velké hodnoty x smě̌ruj́ı k nějakému
konkrétńımu č́ıslu A.
Vlastńı limita A v nevlastńım bodě +∞.

(b) Funkčńı hodnoty f (x) pro velké hodnoty x smě̌ruj́ı k stále věťśım a
věťśım hodnotám.
Nevlastńı limita +∞ v nevlastńım bodě +∞.

(c) Funkčńı hodnoty f (x) pro velké hodnoty x smě̌ruj́ı k stále menš́ım a
menš́ım hodnotám.
Nevlastńı limita −∞ v nevlastńım bodě +∞.

(d) Funkčńı hodnoty f (x) pro velké hodnoty x nevykazuj́ı žádnou z výše
uvedených vlastnost́ı, ale osciluj́ı.
Limita v nevlastńım bodě +∞ neexistuje.
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Ilustrace limity v nevlastńım bodě +∞
lim

x→+∞
f (x) = A
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Definice limity v nevlastńım bodě

Definice:Vlastńı limita v nevlastńım bodě

Funkce f má v bodě +∞ limitu A, tj. lim
x→+∞

f (x) = A pokud

∀ε > 0, ∃K tak, že pro

∀x : x ∈ (K ,+∞), plat́ı f (x) ∈ (A− ε,A + ε)
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A = ε−okoĺı bodu A

5 10 15 20

−2

2

4

A = ε−okoĺı bodu A
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Definice limity v nevlastńım bodě

Definice:Nevlastńı limita v nevlastńım bodě

Funkce f má v bodě +∞ limitu +∞, tj. lim
x→+∞

f (x) = +∞ pokud

∀M,∃K tak, že pro

∀x : x ∈ (K ,+∞), plat́ı f (x) ∈ (M,+∞)
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Ilustrace nevlastńıch limit v nevlastńıch bodech
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Kdy limita neexistuje?

I Pokud funkce má jinou limitu zleva a jinou zprava.
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I Pokud funkce má osciluj́ıćı charakter v okoĺı sledovaného bodu.
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Př́ıklady vybraných limit I

I lim
x→x0

a = a limita konstanty v libovolném bodě je konstanta

I lim
x→+∞

ax =


neexistuje pokud x ∈ (−∞,−1〉
0 x ∈ (−1, 1)
1 x = 1
+∞ x ∈ (1,+∞)

nap̌ŕıklad lim
x→+∞

(
−1

3

)x
= 0, lim

x→+∞

(
3
5

)x
= 0, lim

x→+∞
(e)x = +∞, . . .
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Př́ıklady vybraných limit II

I uvažujme dva polynomy, P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x + a0 a
Q(x) = bmx

m + bm−1x
m−1 + . . .+ b1x + b0, pak plat́ı

lim
x→+∞

P(x)
Q(x) =


+∞ pokud st(P) > st(Q) a an > 0
−∞ st(P) > st(Q) a an < 0
an
bn

st(P) = st(Q)

0 st(P) < st(Q)

nap̌ŕıklad

lim
x→+∞

x2+x−1
2x+5 = +∞ lim

x→+∞
1−x+x3

x9+8
= 0

lim
x→+∞

3x2+x−1
2x2+5

= 3
2 lim

x→+∞
1−x−2x3

x2+8
= −∞,

I lim
x→+∞

(
1 + a

x

)x
= ea, lim

x→0

sin x
x = 1
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Vlastnosti limit

Věta: o jednoznačnosti limit

Funkce f má v bodě x0 nejvýše jednu limitu.

Věta: o vztahu dvoustranné a jednostranných limit

Funkce f má v bodě limitu právě tehdy, když limita zleva se rovná
limitě zprava.

lim
x→+x0

f (x) = lim
x→−x0

f (x) = A⇔ lim
x→x0

f (x) = A

Věta: o sev̌reńı

Jestliže, v okoĺı bodu x0 plat́ı d(x) ≤ f (x) ≤ h(x) a plat́ı lim
x→x0

d(x) =

lim
x→x0

h(x) = A, pak lim
x→x0

f (x) = A.
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Ilustrace věty o sev̌reńı
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Algebra limit pro konečné (vlastńı) limity

Věta: o algeb̌re limit

Jestliže funkce f , g maj́ı vlastńı limity lim
x→x0

f (x) = A a lim
x→x0

g(x) =

B v bodě x0 (bod může být vlastńı i nevlastńı), pak plat́ı

(1) lim
x→x0

(f (x)± g(x)) = A± B

(2) lim
x→x0

(f (x) · g(x)) = A · B

(3) lim
x→x0

(
f (x)
g(x)

)
= A

B pro B 6= 0

čti. . . konečné limity můžeme sč́ıtat a odč́ıtat, násobit a dělit (pokud neděĺıme

nulou) . . .
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Sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı s nekonečnem I

Označ́ıme A libovolné kladné reálné č́ıslo, pak

I p̌rič́ıtáńım a odč́ıtáńım se nekonečno neměńı

+∞+ A = +∞− A = +∞+∞ = +∞

I ALE +∞−∞ =?????
”
může být cokoliv“

I násobeńım nenulovým č́ıslem se nekonečno neměńı

(+∞) · A = (+∞) · (+∞) = +∞

(−∞) · A = (+∞) · (−A) = (−∞) · (+∞) = −∞
(−∞) · (−A) = (−∞) · (−∞) = +∞

I ALE (+∞) · 0 =?????
”
může být cokoliv“
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Sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı s nekonečnem II

I děleńı nekonečnem je vždy nula

A

+∞ =
−A
+∞ =

A

−∞ =
−A
−∞ = 0

I ALE
+∞
+∞ =?????

”
může být cokoliv“

I p̌ri děleńı nulou zálež́ı na znaménkách

A

0+
=
−A
0− = +∞

A

0− =
−A
0+

= −∞

kde 0+ znamenaj́ı malá kladná č́ısla a 0− malá záporná č́ısla

I ALE
0

0
=?????

”
může být cokoliv“
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