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Derivace funkce

» U linedrnich funkci ve tvaru f : y = a- x 4+ b jsme schopni podle
smérnice a rozpoznat, zda funkce bude klesajici nebo rostouci.

» U linedrnich funkci je ,rychlost rlistu” nebo poklesu pro vechna x
shodna a je vyjadfena pravé &islem a. Hodnota &isla a ndm pak
vyjadfuje, o kolik vzroste f, pokud x vzroste Ax. Matematicky
miZeme tuto zdvislost zapsat jako

Af = a- Ax.

» U nelinearnich funkci miZe byt ,rychlost rlstu” nebo poklesu v
riiznych bodech riiznd, proto &islo vyjadfujici tento riist nebo pokles
musi byt vZdy vztaZeno ke konkrétnimu bodu xp, ze kterého
vychdzime.

Blanka Sedivd (KMA) Zsklady matematiky pro FEK (derivace funkc zimni semestr 2014/2015 2/13



Diferenéni podil a derivace a jejich geometricka
Interpretace

Definice: Diferen¢ni podil

Diferen¢ni podil funkce f v bod& xp je pomé&r ptiristka (diferenci)
Af funkce f a pfirastku (diference) Ax argumentu x.

Af  f(x) —f(x0) f(xo+ Ax)—f(x0)

Ax  x—xp X — Xp

» Diferen&ni podil uddva smérnici se¢ny PyP, kde bod Py = [xo, f(x0)]
a bod P =[x, f(x)].
» Kladné hodnoty diferenéniho podilu odpovidaji rostouci funkci.

» Zaporné hodnoty diferen¢niho podilu odpovidaji klesajici funkci.
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llustrace diferenéniho podilu Af/Ax
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Derivace funkce v bodé& xg

Definice: derivace funkce v bodé
Existuje-li vlastni limita

lim A—f = lim fo + &) — f(x) = lim M
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax X% X — Xo

Fikdme, Ze funkce f ma v bodé x; derivaci.

Tuto limitu oznatujeme f'(xp) nebo (xo) nebo df ! xo nebo 2 o f(x0)
nebo %‘ xo nebo f(xp).

» derivaci funkce v bodé ziskdme limitnim p¥echodem diferen¢niho
podilu pro Ax — 0,

> derivace odpovidd smérnici tecny.
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llustrace derivace funkce f'(x)
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Derivace funkce na intervalu

Stejné& jako u spojitosti roz&i¥ime pojem derivace v bod& xg na uzav¥eny
interval. Pak mluvime o funkci, kterda ma derivace ve vSech bodech
intervalu nebo zkracené o diferencovatelné funkci.

Definice: derivace funkce na intervalu - diferencovatelna funkce

Funkce f je diferencovatelna na intervalu (a; b) pravé tehdy, kdyz
ma derivaci v kazdém vnitfnim bodé& intervalu a v krajnich bodech ma
derivaci zleva resp. zprava. Funkce, jejiz funkéni hodnota v kaZzdém
bod& x € (a,b) je f'(x) se nazyvad derivace funkce f na intervalu

(a, b).

Blanka Sedivd (KMA) Zsklady matematiky pro FEK (derivace funkc zimni semestr 2014/2015

7/13



Vztah diferencovatelnosti a spojitosti

Véta: o vztahu diferencovatelnosti a spojitosti

Jestlize funkce f ma derivaci v xp, pak je funkce v bodé& xqy spojita.

» Obracena implikace neplati. Funkce spojitd v bod& xg % funkce ma v
bodé& xg vlastni derivaci.
» Naptiklad funkce f(x) = |x| je spojitd v bod& xop = 0, ale nema v

tomto bodé& derivaci.

» Vlastnost diferencovatelnosti je silnéjsi neZ spojitost.

v

Spojité funkce, které nemaji v bod& xp derivaci, maji v tomto bodé&
»hrot", ve kterém nejde nakreslit te¢na.
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» Funkce, které maji v bod& xy derivaci

4 4
3 3
2 2 f
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» Funkce, které nemaji v bodé xp derivaci
4 4 4
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Derivace vyssich radi

Stejnym postupem jako prvni derivaci miizeme zavést téZ derivace vy$sich
¥adl. Pokud prvni derivace odpovida p¥irGstku (diferenci) funkce, pak
druha derivace popisuje ptirlistek ptirlistku a tak dale.

Definice: derivace druhého ¥adu
Existuje-li vlastni limita

o P )

X—>X0 X — XO

— f-//(XO)

Fikdme, Ze funkce f ma v bod& xp druhou derivaci.
.. . . 2
Tuto limitu oznatujeme f”(xp) nebo d? f(xo) nebo 95| xp nebo

dx? dx2
%(xo) nebo % Xo nebo (xp).
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P¥ehled derivaci elementarnich funkci |

> (x") = nx"1 pron e N
> (x™M) = —npx "1 prone N x #0
> (x7) = axa! proac R x>0
» (a¥) =a"lna pro a > 0
> specidlng (eX) = e*

> (Iogax)’:xlﬁa prox>0,a>0,a#1
> specialng (Inx)' = 1
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P¥ehled derivaci elementarnich funkci |l

» (sin x)" = cos x

» (cosx) = —sinx

> (tgx) = o pro x # (2k+1)5, k€ Z
> (cotgx)' = —Sinl2x pro x # km; k € Z
» (arcsinx) = 11_X2 pro |x| <1
» (arccosx) = — 11_X2 pro |x| <1
» (arctgx) = 1+1X2

» (arccotgx)’ = H%
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Pravidla pro derivovani

Véta: pravidla pro derivovani

Necht u, v, f, g, ui, U, ... jsou diferencovatelné funkce proménné x.
Pak plati
1. (konst)' =0
2. (u1+u2—|—...)’—ui—|—ué+
3 (u-v)=v-v+u-v
4. (y) = 7UIV\,_2UV/ pro v(x) # 0
5. (f(g(x))) = f'(g(x))g'(x) (derivace sloZené fce)
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