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Derivace funkce

Definice:Derivace funkce

Funkce f má v bodě x0 derivaci, pokud existuje limita

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

I derivace
”
dostaneme“ limitńım p̌rechodem poměru diferenćı;

I geometricky limitńı p̌rechod koresponduje s p̌rechodem od sečny k
tečně;
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Použit́ı derivace pro určováńı tečny a normály

Věta: Vztah pro tečnu a normálu funkce

Pro funkci f , která má v bodě x0 derivaci, lze určit rovnice tečny a
normály procházej́ıćı t́ımto bodem podle vztahů

tečna τ : y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0)

normála η : y = f (x0)− 1

f ′(x0)
(x − x0)

I x0, f (x0) a f ′(x0) jsou pevně dané hodnoty; y a x jsou proměnné;

I rovnici tečny v obecném tvaru y = a · x + b lze napsat

τ : y = f ′(x0)︸ ︷︷ ︸
a

·x + f (x0)− f ′(x0) · x0︸ ︷︷ ︸
b
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Výpočet rovnice tečny a normály

I Najděte rovnici tečny a normály pro funkci

f (x) = −(x − 2)2 + 3 v bodě x0 = 2.5.

I načrtneme graf funkce;

I funkčńı hodnota v bodě x0 = 2.5 je
f (x0 = 2.5) = −(2.5− 2)2 + 3 = 2.75;

I derivace funkce f ′(x) = −2(x − 2);

I derivace funkce v bodě x0 = 2.5 je f ′(x0 = 2.5) = −2(2.5− 2) = −1;

I rovnice tečny: τ : y = 2.75 + (−1) · (x − 2.5) ⇒ τ : y = −x + 5.25;

I rovnice normály: η : y = 2.75− 1
−1 · (x − 2.5) ⇒ η : y = x + 0.25.
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Znázorněńı tečny a normály pro f (x) = −(x − 2)2 + 3 v bodě x0 = 2.5.
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Použit́ı derivace pro aproximaci funkce polynomy

I Znalost rovnice tečny nám umožńı nahradit v okoĺı bodů x0 funkčńı
hodnoty f (x) hodnotami odpov́ıdaj́ıćımi lineárńı funkci neboli pro
body x , které lež́ı

”
bĺızko “ bodu x0 plat́ı

f (x)
.

= f (x0) + f ′(x0) · (x − x0).

I Jestliže chceme určit funkčńı hodnoty f (x) p̌resněji, můžeme využ́ıt
znalosti vyš̌śıch derivaćı a rozvoje funkce f v polynom.

I Taylor̊uv rozvoj (Taylor̊uv polynom) funkce v bodě x0.

Tn(x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x − x0)n
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Znázorněńı Taylorových polynomů pro funkci f (x) = sin(x)

T1(x) = x
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Některé často použ́ıvané rozvoje

I ex = 1 + x
1! + x2

2! + . . ., pro |x | < +∞
I ax = 1 + x ln a

1! + (x ln a)2

2! + . . ., pro |x | <∞, a > 0

I ln x = x−1
1! −

(x−1)2

2! + (x−1)3

3! − . . ., pro 0 < x ≤ 2

I ln (1 + x) = x − x2

2! + x3

3! − . . ., pro −1 < x ≤ 1

I sin x = x − x3

3! + x5

5! − . . ., pro |x | < +∞
I cos x = 1− x2

2! + x4

4! − . . ., pro |x | < +∞
I arcsin x = x + 1

2
x3

3 + 1
2

3
4
x5

5 + . . ., pro |x | < 1

I arccos x = π
2 − x − 1

2
x3

3 − 1
2

3
4
x5

5 − . . ., pro |x | < 1

I arctgx = x − x3

3 + x5

5 − . . ., pro |x | ≤ 1

I arccotgx = π
2 − x + x3

3 − x5

5 + . . ., pro |x | ≤ 1
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Použit́ı derivace pro výpočty limit typu
0

0
a
∞
∞

Věta:l’Hospitalovo pravidlo

Jestliže

bud’ lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x) = 0

nebo lim
x→x0

|g(x)| = +∞ (o funkci f nemuśım nic p̌redpokládat)

a jestliže existuje lim
x→x0

f ′(x)/g ′(x) (vlastńı i nevlastńı), pak existuje

lim
x→x0

f (x)/g(x) a plat́ı

lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
= lim

x→x0

f (x)

g(x)

lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

cos x

1
= 1 nebo lim

x→+∞

ex
2

x2 − x − 5
= lim

x→+∞

ex
2

2 x

2 x − 1
= +∞
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Použit́ı derivace pro vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce

I Nejčastěji však použ́ıváme derivace k vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce.

I Využ́ıváme základńı vlastnost derivaćı, které vycháźı z toho, že
derivace odpov́ıdá p̌ŕır̊ustku.

I Kladná derivace tedy odpov́ıdá rostoućı funkci a naopak záporná
derivace je typická pro klesaj́ıćı funkce.

I Druhá derivace vyjaďruje p̌ŕır̊ustek p̌ŕır̊ustku.

I Kladná druhá derivace odpov́ıdá situaci, kdy p̌ŕır̊ustek (nebo úbytek)
zrychluje a záporná odpov́ıdá situaci, kdy p̌ŕır̊ustek (nebo úbytek)
zpomaluje.
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Tvary funkćı podle znaménka derivaćı

f ′′ > 0 f ′′ < 0

f ′ > 0

f ′ < 0
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Lokálńı a globálńı extrémy funkce

I Lokálńı minimum a lokálńı maximum jsou takové situace, kdy
studujeme chováńı funkce f pouze na

”
bĺızkém“ okoĺı bodu x0 a

naopak u globálńıch extrémů nás zaj́ımá nejvěťśı, resp. nejmenš́ı
funkčńı hodnota na vybraném množině.

I Protože derivace je lokálńı vlastnost, lze pomoćı derivace naj́ıt lokálńı
extrémy.

I Globálńı extrémy mohou nastat
I v bodech lokálńıch extrémů a/nebo
I v krajńıch (hraničńıch) bodech studované množiny.
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Př́ıklady funkćı, které maj́ı v bodě x0 lokálńı minimum

Spojitá a diferencovatelná fce
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Př́ıklady funkćı, které nemaj́ı v bodě x0 lokálńı minimum
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Př́ıklady funkćı s lokálńımi a globálńımi extrémy
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Monotónie funkce

I Monotónii funkce definujeme na množině nebo můžeme definovat též
monotónii v bodě.

I Při monotónii na množině M porovnáváme funkčńı hodnoty v bodech
x1, x2 ∈ M, x1 < x2.

I Při monotónii v bodě x0 porovnáváme funkčńı hodnoty v bodech z
okoĺı bodu.

I Monotónie zahrnuje dvě varianty: rostoućı funkce a klesaj́ıćı funkce.
I Dále rozlǐsujeme osťre rostoućı a rostoućı funkci, resp. osťre klesaj́ıćı a

klesaj́ıćı funkci.

Definice:Funkce f je rostoućı na množině M

pokud
∀x1, x2 ∈ M, x1 < x2 : f (x1) ≤ f (x2)

čti. . . pro každé dva body z množiny M takové, že x1 je menš́ı než x2 plat́ı,

že funkčńı hodnota v bodě x1 je menš́ı nebo rovna funkčńı hodnotě v bodě

x2 . . .
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Stacionárńı body a vztah k lokálńım extrémům

Pro zjǐst’ováńı monotónie funkce a hledáńı extrémů funkce se využ́ıvá
znalost znaménka prvńı derivace.

Definice: Stacionárńı bod

Bod x0 je stacionárńım bodem funkce f pokud f ′(x0) = 0.

Věta: Nutná podḿınka lokálńıho extrému

Necht’ bod x0 je bodem lokálńıho extrému (minimum nebo maximum)
funkce f a necht’ existuje f ′(x0), pak f ′(x0) = 0.

Funkce f má lokálńı extrém pouze ve stacionárńıch bodech nebo v
bodech, kde prvńı derivace neexistuje.
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Stacionárńı body a vztah k lokálńım extrémům - p̌ŕıklady

(a) Funkce, která má v bodě x0 stacionárńı bod a v tomto bodě je
extrém, nap̌r.f (x) = x2.

(b) Funkce, která má v bodě x0 stacionárńı bod a v tomto bodě neńı
extrém, nap̌r.f (x) = x3.

(c) Funkce, která má v bodě x0 extrém a neńı to stacionárńı bod,
nap̌r.f (x) = |x |.

(a) (b) (c)
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Vztah prvńı derivace a monotónie

Věta: o vztahu prvńı derivace a monotónie

Pro funkci spojitou a diferencovatelnou na intervalu (a, b) plat́ı

(a) pokud pro ∀x ∈ (a, b) je f (x)′ > 0 , pak funkce je na intervalu
(a, b) osťre rostoućı;

(a) pokud pro ∀x ∈ (a, b) je f (x)′ < 0 , pak funkce je na intervalu
(a, b) osťre klesaj́ıćı.

I důsledkem je postačuj́ıćı podḿınka pro lokálńı extrém, kdy spojitá a
diferencovatelná funkce v bodě x0 má v tomto bodě lokálńı
maximum, pokud existuje okoĺı bodu tak, že v intervalu (x0 − δ, x0) je
f ′ > 0 a v intervalu (x0, x0 + δ) je f ′ < 0;

I pomoćı derivaćı lze definovat funkćı monotónńı v bodě:
Funkce je rostoućı v bodě x0, pokud existuje okoĺı bodu, kde f ′ > 0.
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Konvexnost a konkávnost funkce

Definice:Konvexńı (konkávńı) funkce na intervalu I

Řekneme, že funkce f je konvexńı (konkávńı) na intervalu I , pokud
pro každé x1, x2, x3 ∈ I , x1 < x2 < x3 plat́ı, že

bod [x2, f (x2)] lež́ı pod (nad) spojnićı bodů [x1, f (x1)] a [x3, f (x3)]

Konvexńı funkce Konkávńı funkce
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Inflexńı body

Definice:Inflexńı bod

Body, ve kterých funkce f měńı sv̊uj charakter z konvexńı na konkávńı
nebo z konkávńı na konvexńı nazýváme inflexńı body.
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Vztah druhé derivace a konvexnosti a konkávnosti funkce

Definice:Vztah druhé derivace a konvexnosti a konkávnosti

Jestliže v bodě x0 plat́ı
f ′′(x0) > 0 pak existuje okoĺı bodu x0, ve kterém je funkce f

konvexńı
graf funkce je nad tečnou v bodě x0

f ′′(x) > 0 pro x ∈ (a, b) funkce f je osťre konvexńı v intervalu (a, b)
graf funkce je pod sečnami

f ′′(x0) < 0 existuje okoĺı bodu x0, ve kterém je funkce f
konkávńı
graf funkce je pod tečnou v bodě x0

f ′′(x) < 0 pro x ∈ (a, b) funkce f je konkávńı v intervalu (a, b)
graf funkce je nad sečnami
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Př́ıklady pro funkce x2, x3, x4, x5, . . . v okoĺı bodu x0 = 0

f f ′ f ′′ f (3) f (4) f (5) f (6) f (7)

x2 2x 2 0 0 0 0 0
x3 3x2 6x 6 0 0 0 0
x4 4x3 12x2 24x 24 0 0 0
x5 5x4 20x3 60x2 129x 120 0 0

x2 x3 x4 x5

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4
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Věty o sťredńı hodnotě I.

Rollova věta

Jestliže funkce f je spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a; b〉 a má v
každém bodě otev̌reného intervalu (a; b) prvńı derivaci a plat́ı f (a) =
f (b), pak existuje bod c ∈ (a; b) takový, že plat́ı f ′(c) = 0.

čti. . . existuje alespoň jeden bod, ve kterém je tečna vodorovná . . .

a bc

c
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Věty o sťredńı hodnotě II.

Lagrandeova věta

Jestliže funkce f je spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a; b〉 a má v
každém bodě otev̌reného intervalu (a; b) prvńı derivaci, pak existuje

bod c ∈ (a; b) takový, že plat́ı f ′(c) = f (b)−f (a)
b−a .

a

b

c

c
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