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Derivace funkce

Definice:Derivace funkce

Funkce f ma v bodé xp derivaci, pokud existuje limita

— lim f(Xg + h) = f(Xo).
h—0

f'(x0)

» derivace ,dostaneme” limitnim pfechodem poméru diferenct;
» geometricky limitni pfechod koresponduje s pfechodem od se¢ny k
teéné;
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Pouziti derivace pro uréovani te¢ny a normaly

Véta: Vztah pro te¢nu a normalu funkce

Pro funkci f, kterd ma v bodé xp derivaci, Ize urdit rovnice te¢ny a
normaly prochdzejici timto bodem podle vztahi

te¢na Ty ="f(x0)+ f'(x)(x — x0)

1
o)~

normala n:y="f(x)—

> x0, f(x0) a f'(xp) jsou pevn& dané hodnoty; y a x jsou proménné;
> rovnici te¢ny v obecném tvaru y = a- x + b Ize napsat
Ty =f(x)x+ f(x)— f(x)x
——
a b
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Vypocet rovnice te¢ny a normaly

v

Najdé&te rovnici te€ny a normaly pro funkci
f(x) = —(x —2)2 + 3 v bod& xp = 2.5.

» nalrtneme graf funkce;

v

funk&ni hodnota v bodé xp = 2.5 je

f(xo =2.5) = —(2.5—-2)2+3=2.75;

derivace funkce f'(x) = —2(x — 2);

derivace funkce v bod& xp = 2.5 je f'(xp = 2.5) = —2(2.5 — 2) = —1;
> rovnice te¢ny: 7:y =275+ (—1)-(x —2.5) = 7:y = —x + 5.25;
» rovnice normaly: n:y =2.75 — }1 (x—=25)=n:y=x+0.25.

v

v
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Zndazornéni te¢ny a normaly pro f(x) = —(x — 2)2 + 3 v bod& xo = 2.5.
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Pouziti derivace pro aproximaci funkce polynomy

» Znalost rovnice te€ny ndm umoZni nahradit v okoli bodl xg funkéni
hodnoty f(x) hodnotami odpovidajicimi linedrni funkci neboli pro
body x, které lezi ,blizko “ bodu xp plati

f(x) = f(x0) + f'(x0) - (x — x0)-

> Jestlize chceme ur&it funkeni hodnoty f(x) pfesng&ji, miZzeme vyuZit
znalosti vy$8ich derivaci a rozvoje funkce f v polynom.

» Taylorlv rozvoj (Taylortiv polynom) funkce v bod& xg.

"( x "( x (n)(x

Ta(x) = f(x0)+ .

(x—x0)+
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Znazornéni Taylorovych polynomi pro funkci f(x) = sin(x)

Ti(x) = x

sin(z) s Ty(z)
0.5
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Nékteré ¢asto pouzivané rozvoje

2
> =1+ + 5+ pro |x| < +o0
2
»ale+%+(ﬂgla) +..., pro |x| < oo,a >0
12 133
>Inx=—xﬂ1—7(x2!1) +7(X3!1) -y pro0 < x <2
2 3
> In(1+x)=x—5+% —... pro -1 <x<1
. x3 x>
> sinx=Xx— 3+ —... pro |x| < +o0
2 4
»cosx=1—-5+7%—..., pro |x| < +oo
. 3
>arcsmx:x+%%+%%%5+..., pro |x| <1
3
>arccosx:g—x—%%—%%)§— pro |x| <1
3 5
> arctgx = x — % +% — ..., pro |x| <1
3 5
> arccotgx = 7 —x+ %5 — % +..., pro |x| <1
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8

o , . 0
Pouziti derivace pro vypocty limit typu 0 a —
00

Véta:I'Hospitalovo pravidlo

Jestlize
bud XI|_>rr)'|<0 f(x) = XI|_>r’r)1(0 g(x)=0

nebo ILm lg(x)| = 400 (o funkci f nemusim nic predpokladat)
X—rXQ

a jestlize existuje lim f/(x)/g’(x) (vlastni i nevlastni), pak existuje
X—>X0

Iim0 f(x)/g(x) a plati

X—>X(

lim 75 = lim @
0 gl(x)  xo g(x)

H X2 X2
. sinx . COSX ) e ) e 2x
lim — = lim =1nebo Im — = Ilim = 400
x—0 X x—0 x—400 X2 — x — 5 x—+o0 2x — 1
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PouZiti derivace pro vySetfovani prib&hu funkce

» Nejcastéji viak pouzivame derivace k vySetfovani priib&hu funkce.
» VyuZivdme zdkladni vlastnost derivaci, které vychazi z toho, ze

derivace odpovida pfiristku.

v

Kladna derivace tedy odpovida rostouci funkci a naopak zdporna
derivace je typicka pro klesajici funkce.

v

Druha derivace vyjadtuje ptiriistek ptirdstku.

Kladna druhd derivace odpovida situaci, kdy pfiriistek (nebo dbytek)
zrychluje a zaporna odpovid3 situaci, kdy pfiriistek (nebo dbytek)
zpomaluje.

v
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Tvary funkci podle znaménka derivaci

>0 <0

f'>0

f'<0
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LokalIni a globalni extrémy funkce

» Lokalni minimum a lokalni maximum jsou takové situace, kdy
studujeme chovani funkce f pouze na ,blizkém" okoli bodu xp a
naopak u globdlnich extrém(i nds zajima nejvétsi, resp. nejmensi
funkéni hodnota na vybraném mnoZziné.

» ProtoZe derivace je lokalni vlastnost, Ize pomoci derivace najit lokalni
extrémy.

» Globdlni extrémy mohou nastat

» v bodech lokdlnich extrémi a/nebo
» v krajnich (hrani&nich) bodech studované mnoZiny.
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Pt¥iklady funkci, které maji v bodé xp lokadlni minimum

Spojitd a diferencovatelna fce Spojita, ale nem3 derivaci

min(f)

Odstranitelna nespojitost
4

min(f

min(f)

xo 1 2 —2 —1
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Ptiklady funkci, které nemaji v bodé xq lokalni minimum
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Ptiklady funkci s lokdlnimi a globalnimi extrémy
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Monotdnie funkce

» Monoténii funkce definujeme na mnoZin& nebo miZeme definovat téz
monotdnii v bodé.

» P¥i monoténii na mnoZingé M porovnavame funkéni hodnoty v bodech
x1,X0 € M, x1 < xo.

» P¥i monotdnii v bod& xp porovndvame funkéni hodnoty v bodech z
okoli bodu.

» Monotdnie zahrnuje dvé& varianty: rostouci funkce a klesajici funkce.

» Didle rozlisujeme ost¥e rostouci a rostouci funkci, resp. ost¥e klesajici a
klesajici funkci.

Definice:Funkce f je rostouci na mnoziné M

pokud
Vx1,x2 € M, x1 < x2: f(x1) < f(x)

Cti. . . pro kaZdé dva body z mnoZiny M takové, Ze x; je mensi neZ x, plati,
Ze funkéni hodnota v bodé x; je mensi nebo rovna funkéni” hodnoté v bodé

X2
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Stacionarni body a vztah k lokdlnim extrémdm

Pro zjistovani monoténie funkce a hledani extrémii funkce se vyuZiva
znalost znaménka prvni derivace.

Definice: Stacionarni bod

Bod xp je stacionarnim bodem funkce 7 pokud f/(xp) = 0.

Véta: Nutna podminka lokalniho extrému

Necht bod xg je bodem lok&Iniho extrému (minimum nebo maximum)
funkce f a necht existuje '(x0), pak f'(xp) = 0.

Funkce f ma lokalni extrém pouze ve stacionarnich bodech nebo v
bodech, kde prvni derivace neexistuje.
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Stacionarni body a vztah k lokdlnim extrémim - ptiklady

(a) Funkce, kterd md v bod& xg stacionarni bod a v tomto bodé je
extrém, napt.f(x) = x2.

(b) Funkce, ktera ma v bod& xq staciondrni bod a v tomto bodé& nenfi
extrém, napt.f(x) = x>.

(c) Funkce, kterd ma v bod& xp extrém a neni to stacionarni bod,

napt.f(x) = |x|.

() (b) (c)

\ / NS
N NS
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Vztah prvni derivace a monotdnie

Véta: o vztahu prvni derivace a monotoénie

Pro funkci spojitou a diferencovatelnou na intervalu (a, b) plati

(a) pokud pro Vx € (a, b) je f(x)' > 0, pak funkce je na intervalu
(a, b) ost¥e rostouci;

(a) pokud pro Vx € (a, b) je f(x)' <0, pak funkce je na intervalu
(a, b) ostie klesajici.

» disledkem je postalujici podminka pro lokdlni extrém, kdy spojitd a
diferencovatelnd funkce v bod& xg ma v tomto bodé& lokalni
maximum, pokud existuje okoli bodu tak, Ze v intervalu (xo — d, xp) je
f" >0 a v intervalu (xo,x0 + ) je f' < 0;

» pomoci derivaci Ize definovat funkci monoténni v bodé:

Funkce je rostouci v bod& xg, pokud existuje okoli bodu, kde f’ > 0.
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Konvexnost a konkavnost funkce
Definice:Konvexni (konkavni) funkce na intervalu /

Rekneme, e funkce f je konvexni (konkavni) na intervalu /, pokud
pro kazdé x1,x0,x3 € I, x1 < xp < x3 plati, Ze

bod [x2,f(x2)] lezi pod (nad) spojnici bodli [x1, f(x1)] a [x3,7(x3)]

Konvexni funkce Konkavni funkce
4

oy f(2)]

(21, f(21)] X -7
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Inflexni body

Definice:Inflexni bod

Body, ve kterych funkce f méni svilj charakter z konvexni na konkavni
nebo z konkavni na konvexni nazyvame inflexni body.

4 4
3 31
1 1]

) -1 1 2 2 -1 1 2
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Vztah druhé derivace a konvexnosti a konkavnosti funkce

Definice:Vztah druhé derivace a konvexnosti a konkavnosti

Jestlize v bodé xq plati
f"(x0) > 0 pak existuje okoli bodu xg, ve kterém je funkce f
konvexnf{
graf funkce je nad teZnou v bodé& xp

f”(x) >0 pro x € (a,b) funkce f je ostfe konvexni v intervalu (a, b)
graf funkce je pod se¢nami

f"(x0) <0 existuje okoli bodu xp, ve kterém je funkce f
konkavni
graf funkce je pod te€nou v bodg& xp

f”(x) <0 prox € (a,b) funkece f je konkdvni v intervalu (a, b)
graf funkce je nad se¢nami
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P¥iklady pro funkce x?, x

3,4 5
XX

v okoli bodu xp =0

1 f £ B f@  f0B)  f6)  £(7)
X2 2x 2 0 0 0 0 0
x3 | 3x2 6x 6 0 0 0 0
x4 | 4x3 12x2 24x 24 0 0 0
x® | 5x* 20x3 60x%2 129x 120 O 0
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Véty o stfedni hodnoté |.

Rollova véta

Jestlize funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a;b) a ma v
kazdém bodg otevieného intervalu (a; b) prvni derivaci a plati f(a) =
f(b), pak existuje bod ¢ € (a; b) takovy, Ze plati f'(c) = 0.

Cti. . . existuje alespori jeden bod, ve kterém je te¢na vodorovnd . ..

€mm g2

c
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

| -l
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Véty o stfedni hodnoté II.

Lagrandeova véta

Jestlize funkce f je spojitd na uzavfeném intervalu (a;b) a ma v
kazdém bod& otev¥eného intervalu (a; b) prvni derivaci, pak existuje

bod ¢ € (a; b) takovy, Ze plati f'(c) = %'
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