Kapitola 7
Uvod

7.1 Zacatky teorie mnozin

Pfedstava mnoZziny nebo souboru prvki neninijak nové a v historii matematiky
se béZné objevuje. Objektem matematického zdjmu se vSak samotné mnoziny
staly aZz ve druhé poloviné 19. stoleti a vznik teorie mnoZin se neobesel bez
ostrych sport.

Hlavnim impulsem pro vznik teorie mnoZin (ale také hlavnim spornym
bodem) byla snaha o diikladnou a korektni préci s pojmem nekonecna. Stan-
dardni a obecné pfijimanou pfedstavou byly ‘potencidlné nekonecné’ velic¢iny
— tedy takové, které v kaZdém bodé maji kone¢nou hodnotu, ale ta mtZe rast
nade vSechny meze. Mnohem méné akceptovanda byla pfedstava ‘aktualniho
nekonecna’, tedy napiiklad veli¢iny s nekone¢nou hodnotou, nebo souboru
tvofeného nekone¢nym mnozZstvim prvka. Podle prevladajictho ndzoru ne-
mély aktudlné nekonecné objekty Zddnou redlnou existenci a daly se pouzit
pfinejlepsim jen jako voditko intuitivnich mys$lenkovych postupti (napfiklad u
vypocti pracujicich s pojmem nekonecné malé velic¢iny).

Prvnim pokusem o systematické zpracovdni matematickych vlastnosti ak-
tudlniho nekonecna a obtiZi, které se s nim poji, byl vizionafsky spis Paradoxy
nekonecna (1851) ceského teologa a matematika Bernarda Bolzana (1781-1848).

Zaklady teorie mnozin jako samostatného oboru polozil o 20 let pozdéji
némecky matematik a profesor univerzity v Halle Georg Cantor (1845-1918).
Motivaci pro néj bylo jeho studium konvergence Fourierovych fad a nutnost
jemné rozlisit mezi riznymi nekoneénymi mnoZzinami singularit. Jeho novétor-
sky a diisledny pohled na nekonecno ale rychle nasel uplatnéni u fady dalsich
otazek, naptiklad u problému existence transcendentnich cisel (¢isel, kterd nejsou
kofenem Zadného polynomu s celociselnymi koeficienty). Prvni takova ¢isla na-
lezl aZ v roce 1844 Joseph Liouville. Cantor ve svém ¢lanku z roku 1874 velmi
prekvapivé pouZzil ‘mnoZinové’ uvazovani a ukézal, Ze dokonce skoro vSechna
redlnd ¢isla jsou transcendentni.
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V posledni ¢tvrting 19. stoleti si teorie mnoZin postupné ziskavala popu-
laritu, jednak diky podobnym tspésnym aplikacim, jednak diky své roli uni-
verzalniho zdkladu pro rtiznd odvétvi matematiky. V této roli ji dopliiovala
predikatova logika, kterd se vyvinula pfibliZzné v téZe dobé pfedevsim v dile
Gottloba Fregeho (1848-1925).

Kolem roku 1900 jiz byla popularita Cantorovy teorie mnozin dosti zna¢na.
Pravé v této dobé se v ni vSak zacaly objevovat zprvu nenapadné, pozdéji
povézlivé trhliny v podobé takzvanych paradoxii, které ukazovaly na nejisty

Ve s

Russelliiv paradox (1901):

Uvazme mnozinu m, jejimZ prvkem je kaZda mnozina, ktera
neni svym vlastnim prvkem (a Zadn4 jind). Je mnoZina m
svym vlastnim prvkem?

Snadno se pfesvédcime, Ze obé moznosti vedou ke sporu: pokud neni svym
vlastnim prvkem, pak by jim podle definice méla byt a naopak.

Nezbytnou reakcina objev Russellova a dalsich mnoZinovych paradoxti byla
snaha omezit pravidla pro praci s mnozinami tak, aby jejich formulace nebyla
moZnd. Vzniklo tak hned nékolik rtiznych ‘teorif mnozin’; v této pfedndasce se

budeme vénovat nejrozsifenéjsi z nich, Zermelo—Fraenkelové teorii mnoZin, kterou
v roce 1908 navrhl Ernst Zermelo a v roce 1921 doplnil Abraham Fraenkel.

7.2 Jazyk teorie mnozZin

Zermelo-Fraenkelova (zkracené ZF) teorie mnozin je formulovédna v jazyce pre-
dikatové logiky prvniho fddu s jedinym mimologickym symbolem, predikéto-
vym symbolem € pro néleZeni (x € y ¢temejako “xje prvkem y’). Pfipomerime,
jak jsou definovany formule tohoto jazyka (v ¢asti o predikatové logice jsme jej
oznacovali Lzr):

e atomické formule jsou formule tvaru x € y nebo x = y, kde x a y jsou
promeénné pro mnoziny,

junkce, ‘a zdroverl’), V (disjunkce, ‘nebo’), — (implikace), < (ekviva-
lence),

e na libovolnou formuli 1ze také aplikovat obecny (V) nebo existen¢ni ()
kvantifikator.

Radu ptikladii takovych formuli najdeme v oddilu 7.4.



