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1. Metodologie a optimalizace

‘ >

1.1 Metodologie moderni ekonomie

Z pohledu metodologie obsahuje ekonomie fadu rdznych smérli, mezi kterymi existuji
vyznamné rozdily. Tyto rozdily jsou pak jednim z hlavnim divodi, pro¢ se rtizné
ekonomické teorie 1isi svymi teoretickymi 1 praktickymi implikacemi.

1.1.1 Metodologicky pozitivismus

Ekonomie hlavniho proudu (n€kdy oznacovand ptivodnim anglickym vyrazem main-
stream) je dnes zaloZena predevsim na pouzivani modeld, ¢asto zalozenych na pokrocilych
matematickych metodach.

Pouzivani modeld je ekonomy z jinych smért Casto kritizovano. Jednotlivé modely jsou
pak nejcastéji kritizovany z diivodu jejich predpokladii, které nejsou v souladu s realitou
a jsou (dle ndzoru kritik(l) znaéné€ zjednodusujici. Odpovédi na tuto kritiku byl ¢lanek
Miltona Friedmana z roku 1953 Metodologie pozitivni ekonomie. V ném Friedman
vysvétluje, Ze neexistuje objektivni méfitko toho, jak moc jsou predpoklady v souladu s
realitou. Naopak samotnou podstatou modelu je urcité zjednoduSeni reality. Zisadni
objevy ve védé by mély spocivat v tom, Ze vysvétluji mnoho pomoci mdla, nikoli mnoho
pomoci mnoha.

Friedman navrhuje jiné méfitko kvality modelu, a to schopnost modelu poskytovat
kvantitativni predikce. Modely 1ze mezi sebou objektivné porovndvat pomoci jejich
schopnosti predikovat ekonomické jevy. Dopliujicim méfitkem je pak sloZitost modelu
a predevsim ndkladnost ziskdni potfebnych dat. Z alternativnich modeli mutze byt
zvolen ten s méné presnymi predikcemi, pokud dodatecné naklady na pouzivani druhého
modelu nevyvazuji zpresnéni predikei.

Friedman ve svém c¢lanku uvadi dnes jiZ legendarni piiklad s hra¢em bilidru. Podle
Friedmana by bylo mozné na zakladé matematického modelu pouZzivajiciho fyzikalni
a mechanické zakony urcit optimélni tah a na jeho zdkladé predikovat pristi tah pro-
fesiondlniho bilidrového hrice. Tento pfistup by generoval dostate¢né dobré predikce,
ackoli profesiondlni hra¢ se rozhoduje Cisté na zakladé svoji intuice.
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Cviceni 1.1 Vyhledejte ve Friedmanové stati dalsi ptiklady, které pouziva k ilustraci
svého pojeti ekonomie. .

I Cviceni 1.2 Vyhledejte dal$i autory, ktefi obhajovali pouziti modeld v ekonomii. =

p) Friedmaniv metodologicky pozitivismus je rozpracovanim déleni ekonomie na
pozitivni, normativni a aplikovanou (political economy as an art), které roku 1891
publikoval John Neville Keynes, otec slavného Johna Maynarda Keynese. Podle
Friedmana je hlavnim cilem pozitivni ekonomie konstrukce modelt, které davaji
predikce co nejvice v souladu s realitou. Tato ekonomie tedy zcela rezignuje na
explanaci ekonomickych jeva (napriklad obecného vysvétleni toho, jak funguji
trhy).

Axiomaticko-deduktivni metoda
Star$i z ekonomickych sméri, rakouska Skola, vyuzivé axiomaticko-deduktivni metodolog-
icky pfistup. K objasnéni tohoto pojmu si nejprve definujme pojem axiom.
Definice 1.1.1 — Axiom. Axiom je takové tvrzeni, které je povaZzovéno za platné,
aniZ by bylo potfeba jeho platnost dokazovat.

Rakouskd Skola je postavend na axiomu existence a ucelovosti lidského jednéni. Z
tohoto axiomu jsou pak logicky odvozovany (dedukovény) dalsi poznatky.

p Nazev rakouskd Skola je dan faktem, Ze ve 2. polovin€ 19. stoleti jeji zakladatel€ a
pocatecni generace jejich autor pochéazeli z Rakouska. Ve 20. stoleti (mimo jiné v
disledku obsazeni Rakouska nacistickym Némeckem) se tento myslenkovy smér
presunul do ostatnich zemi, pfedev§im do Spojenych stiti americkych.

Ekonomové rakouské skoly obhajuji axiom lidského jednani tim, Ze diisledkem jakéhokoli
pokusu o jeho popreni je jeho potvrzeni, protoZe je nutné ucelovym lidskym jednani.
Tento axiom je platny vzdy za veSkerych myslitelnych podminek. Z axiomu lidského
jednani 1ze odvodit napt. existenci preferencnich $kal, na kterych jsou potieby kazdého
jednotlivce sefazeny od nejakutnéjsi po nejméné akutni. Logicky vSak nelze odvodit
Zadny mechanismus, ktery by umoZznoval porovnani preferenénich skal dvou jedinct,
diky cemuz rakouskd Skola odmita jakékoli utilitaristické teorie.

Z existence preferenCnich $kal 1ze pak odvodit dalsSi poznatky, jako tfeba fungovani
smény na trhu. Ekonomové rakouské Skoly pracuji s faktem, Ze pokud je tvrzeni logicky
bezchybné odvozeno z axiomu lidského jedndni, pak je nutné platné vzdy a za kazdych
okolnosti.

Rakouska Skola odmitd pouZivani matematickych modeld, proti nimZ pouziva celou
fadu rtiznych argumentid. Vytrvale upozornuje na fakt, Ze mainstreamova ekonomie je
uzaviend ve svém svété modell a je zcela odtrZena od reality, pricemZ fada ekonomd si
toho faktu bud’ neni védoma, nebo (v hor$im pfipad¢€) si toho védoma je, ale nepovazuje
to za problém. Rakouskd Skola rovnéZ tvrde kritizuje statni zdsahy do ekonomiky, které
povazuje jak za mordlné€ neobhajitelné, tak za kontraproduktivni.
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ndstupci (napf. Rothbard) poukazuji na problém jeho neudrZitelnosti a nemoZnosti
jeho definice. Neni mozné objektivné definovat minimdlni stét, protoZe kazdy
jedinec ma jinou predstavu o tom, jaké funkce by takovy stat mél vykonavat a s
jakymi prostfedky by mél hospodafit. Neni tedy moZné dojit ke spoleCenskému
konsenzu. NeudrZitelnost minimdlniho statu spo¢ivd v tom, Ze kazdy stat ma
tendenci neustéle rozsifovat svoji pasobnost a své kompetence. Podle Rothbarda
neexistuji Zddné ic¢inné meze, které by statu branily v takovémto rozpinani.

Ekonomové rakouské skoly dlouhodobé odmitaji i existenci centrdlni banky a vyzyvaji k
navratu ke svobodnému bankovnictvi (tj. systému, kde mohou komer¢ni banky emitovat
vlastni bankovky a mince). Monetarni intervence, které provadéji centrdlni banky,

Vv

povaZzuji za hlavni pfic¢inu hospodarskych cykla.

p) Autofi rakouské Skoly obecné volaji po ndvratu k penéziim, které by byly kryty
néjakou komoditou (v minulosti se pouZivalo pfedevsim zlato a stfibro). Divéjsi
autori prosazovali systém Castecné krytych penéz, v soucasné dobé se vétSina
ekonomu rakouské skoly priklani k systému stoprocentnich rezerv.

Cviceni 1.3 Vyhledejte v literatufe nejvyznamnéjsi predstavitele této Skoly a jejich
stézejni dila. n

Cviceni 1.4 Metodologii rakouské Skoly déle definuje piisny metodologicky indi-
vidualismus a metodologicky subjektivismus. Vyhledejte v literatufe vyznam téchto
pojmu. .

1.1.3 Metodologicky realismus
Dal$im vyznamnym metodologickym piistupem je metodologicky realismus, ktery
prosazuje predevsim postkeynesianskd ekonomie. Metodologicky realismus je protikla-
dem k metodologickému pozitivismu v tom smyslu, Ze se soustfed’ uje pfedevsim na pred-
poklady modeld, které se snazi davat do co nejvétsiho souladu s realitou. Ekonomové
nélezici k tomuto sméru napf. rozesilali podnikiim dotazniky, aby ziskali informace o
jejich chovani, a vysledky tohoto prizkumu pak zapracovavali do svych praci.

p) Ackolise jednd o dotaznikové priizkumy, vyrazné se li8{ od riznych marketingovych
¢i manaZzerskych vyzkumu.

Postkenesidnska ekonomie, podobné jako ta mainstreamovd, pouziva komplikované
matematické modely. Vzdy vSak zddrazinuje vztah modelu (analytické drovné mysleni)
a reality, coZ byva nazyvano retrodukci. Pro nedostatecCny akcent na tento vztah kritizuji
postkeynesidnci mainstream.

I Cviceni 1.5 Vyhledejte v literatufe dal$i metodologické pfistupy v ekonomii. ]

V této cvicebnici se budeme zabyvat neoklasickou mikroekonomifi, kterd je soucasti
mainstreamové ekonomie. VSechny priklady proto feSte v kontextu tohoto ekonomick-
ého sméru.
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Optimalizace v ekonomiii

Klicovym pojmem pro neoklasickou ekonomii je optimalizace.

Definice 1.2.1 — Optimalizace. Optimalizaci v ekonomii rozumime vybérem
nejlepsiho prvku z mnoziny dostupnych prvkl vzhledem k uréenému (a zpravidla
objektivnimu) optimalizacnimu kritériu.

Objektivnost optimalizacniho kritéria zarucuje moznost porovndani libovolnych dvou
dostupnych alternativ a rozhodnuti, kterd z téchto alternativ je preferovana (pfipadné
zda jsou obé varianty povazovany za stejn¢ hodnotné). Zasadnim metodologickym
rozdilem je, zda je moZné pouze sefazeni variant od nejvice preferované po nejméné
preferovanou ¢i zda 1ze hodnoty optimalizacniho kritéria vzdjemné poméfovat (napft. zda
lze konstatovat, Ze varianta x je dvakrat lepSi neZ varianta y). V prfipadé spotiebitele se
pak tento rozdil odrdZi v existenci kardinalistické a ordinalistické teorie uZitku (probirané
v zakladnim kurzu ekonomie).

V neoklasické mikroekonomii se jako optimalizacni kritérium vyuZivd matematickd
funkce jedné nebo vice proménnych. Nezavisle proménné funkce popisuji jednotlivé
prvky z mnoziny dostupnych prvkid (napf. mnozstvi spotfebovavanych statkl z urcitého
spotrebniho koSe) a hodnota zavislé proménné je mirou preference pro kazdou konkrétni
variantu. Pro veSkeré dal$i ulohy budeme uvazovat tento typ optimalizace.

V mikroekonomii nej€astéji uvazujeme, Ze optimalizace provadi spotrebitel nebo firma.
Typickou optimaliza¢ni tlohou v mainstreamové ekonomii je pak maximalizace uZitku
spotiebitele nebo maximalizace zisku firmy. Typickou dlohou v mikroekonomii je pak
feSeni optimaliza¢niho problému — tj. urceni nejlepsi dostupné varianty.

V piipadé optimalizace miZeme obecné uvaZovat vybér z konecné mnoha prvkda,
spocetné mnoha prvkd nebo nespotiebné mnoha prvka.

Cviceni 1.6 Vymyslete piiklad optimalizacni tlohy pro vybér z konecné mnoha
prvki a pro vybér z nespocetné mnoha prvkda. n

Mohutnost mnoZiny dostupnych variant neni jedinou mozZnosti, jak rozdélovat optimal-
izaCni dlohy. V ekonomii ddle rozezndvame optimalizacni dlohy:

e volnd optimalizace,

e vizana optimalizace,

e optimalizace se interakci okoli.

Volnd optimalizace

V piipadé volné optimalizace neni mnoZina volnych prvkii omezena zadnou dalsi funkci.
MiiZe byt omezena definicnim oborem (kladna spotfeba, kladnd vyroba atd.). Tento
typ optimalizacnich dloh se nevyuziva prili§ Casto, protoZe mnozstvi dostupnych zdroja
zpravidla byva omezené a tim paddem byva omezené i mnozstvi existujicich cennych
statk.
Podle poctu nezavisle proménnych optimalizacni funkce pak volime metodu pro feSeni
optimaliza¢ni dlohy.

e V piipadé funkce jedné proménné se vyuziva derivace prvniho a druhého fadu.

e V pripadé funkci vice proménnych se vyuzivaji parcidlni derivace a ndsledné

determinant Hessovy matice.
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Definice 1.2.2 — Derivace funkce. Prvni derivace funkce f(x) podle proménné x
je definovana jako

af(X) — f/(X) — hm

ox h—0

(1.1)

flxth) = f(x)
h

Derivace funkce f(x) podle jakékoli jiné proménné je 0. Druhou derivaci funkce
funkce f(x) pak rozumime derivaci prvni derivace a znacime ji f”(x).

Reseni optimalizaéni dlohy je pak moZné na zakladé jedné ze zékladnich vét matematické
analyzy.

Véta 1.2.1 Mé-li funkce v bod€ a lokalni extrém, pak f’(a) = 0. Jestlize f”(a) > 0,
mé funkce v bod€ a lokdlni minimum. Jestlize f”(a) < 0, mé funkce v bodé a lokalni
maximum.

p Podminku f'(a) = 0 oznacujeme jako podminku prvniho fadu (Casto oznacovano
jako first order conditions — FOC). Jeji splnéni je nutnou (nikoli vSak postacujici)
podminkou k existenci extrému v bodé a. V pfipadé druhé derivace (a obecné
u podminek, které nam zarucuji existenci pozadovaného extrému v bodé a) pak
hovotime o podminkdch druhého fddu. V pfipad€ maximalizacni Glohy pak vyZadu-
jeme, aby dany extrém byl maximem, v pfipadé¢ minimaliza¢ni dlohy pak hleddme
minimum.

V pripadé problému spotiebitele, ktery se snazi maximalizovat sviij uZitek ze spotfeby
statku X, pak rozliSujeme mezi dvéma typy uzitkovych funkci — funkci celkového a
mezniho uzitku.
Definice 1.2.3 — UzZitkova funkce. Funkce celkového uZitku spotiebitele ze spotieby
statku X je funkci spotfebovaného mnozstvi statku a pro kazdé uvazované spotrebova-
vané mnoZzstvi udava velikost subjektivniho uZitku spottebitele ze spotieby. Funkci
budeme znacit TU (x).
Funkce mezniho uzitku MU (x) uddva zvySeni uZzitku pfi spotfebé dodate¢né jednotky
spotfebniho statku. Jinak feceno, mezni uzitek se rovna diferenci celkového uZzitku
pfi spotiebé x + 1 a x kust daného statku, tj.

MU (x) =ATU(x) =TU(x+1)—TU(x) (1.2)

Predpokladejme nyni, Ze spotiebitel je schopen vnimat i takové zmény ve spotie-

bovavaném mnozstvi, které se limitné blizi nule. Pro takto malé zmény pak miZeme

aproximovat funkci mezniho uZitku pomoci derivace funkce celkového uZitku, tj.

dTU ((x
MU (x) =~ TU'(x) = ITU(¥) : (1.3)
dx

= Piiklad 1.1 Spotiebitel md moZnost neomezené spotieby volného statku (cena statku
P je rovna 0). Ozna¢me si mnozstvi spotfebovaného statku jako x (logicky plati, Ze
x > 0). Uzitkova funkce spotfebitele je

TU(x) = —x* + 15x. (1.4)
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Urcete optimdlni mnoZstvi spotiebovaného statku.
Hleddme takovou hodnotu x, pro kterou funkce 7U (x) dosahuje maxima. Uréime si
derivaci uzitkové funkce, tj. funkci mezniho uzitku MU (x) jako:

w =TU'(x) = MU (x) = —2x+15. (1.5)
Protoze

2

% — TU"(x) = MU'(x) = —2 < 0, (1.6)

jednd se o lokdlni maximum. Optimdlni mnoZstvi spotfebovaného statku ur¢ime z
rovnice

MU(x) = —2x+15=0 (1.7)

Optimdlni mnoZstvi spotiebovanych statk je tedy x = 7,5. .

V piikladé 1.1 jsme uvazovali, Ze celkovy uzitek zacne od urcitého objemu spotieby
klesat, coz je dano parabolickou uzitkovou funkci. V drtivé vétsSiné ekonomickych tuloh
se predpokladd, ze celkovy uZitek s rostoucim objemem spotfeby neustéle roste, ackoli
tempo jeho rastu klesd. Mezni uzitek tedy stdle klesd, ale nikdy nedosdhne zdpornych
hodnot. Tento predpoklad v fadé ptipadd znacné€ zjednodusuje feseni slozitéjsich uloh,
protoze zarucuje, ze kombinace hodnot proménnych spliiujici podminky prvniho fadu
skutecné jsou extrémem zZadaného typu. Neni tedy nutné kontrolovat splnéni podminek
druhého fadu. Toto bude platit pro vSechny nésledujici priklady v této sbirce.

Vdazanad optimalizace

V pripadé vazané optimalizace uvaZzujeme, Ze subjekt mize provadét optimalizaci pouze
pii splnéni urcité podminky (nebo sady podminek). V typickém ptipadée spotiebitele
uvazujeme, ze celkovy objem finan¢nich prostiedk, které jsou vynaloZeny na nakup
spotiebnich statki, nesmi prekrocit disponibilni mnoZstvi finan¢nich prostiedki.

R Prozjednoduseni budeme uvazovat, Ze maximalizaCni iloha ma pravé dv€ nezavisle
proménné. VyS$s§i mnoZstvi nezdvisle proménnych by vyrazné zvysilo vypocetni
narocnost. Navic by jiZ nebylo moZné dlohu graficky zobrazit (napfiklad pomoci
indiferenc¢nich kiivek).

Obecné si mizeme maximalizovanou funkci oznacit jako f(x,y). Déle uvazujme funkci
g(x,y), kterd reprezentuje podminku dlohy. Pfi hledan{ feSeni dlohy uvaZzujeme jenom
takové kombinace x a y, pro které plati, Ze

glx,y)=c. (1.8)

Matematicky miZzeme maximalizacni ulohy s vdzanou optimalizac{ zapsat jako

max f(x.y)
Y (1.9)
za podminky g(x,y) =c¢
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a minimaliza¢ni tlohu jako

min f(x,y)
xy (1.10)
za podminky g(x,y) =c.

K feSeni tohoto typu tloh se pouzivd metoda Lagrangeovych multiplikatoru. Pro
pochopenti jejiho principu je nejprve potieba si pfipomenout pojem gradient.

Definice 1.2.4 — Gradient. Gradient funkce f v bodé (xo,yo) je definovan jako
vektor prvnich parcidlnich derivaci funkce podle vSech jejich proménnych, tj.

J 0
Vx,yf(X(),yo) — < f(;(;y())7 f(g(;;y()))

(1.11)

Piinos gradientu pro feSeni optimalizacni tlohy je patrny z ndsledujici véty. V nf se jiZ
vyskytuje Lagrangetiv multiplikator, ktery budeme znacit jako A.

Véta 1.2.2 V bodé€ lokédlniho extrému funkce f(x,y) je gradient maximalizované
funkce f(x,y) rovnobézny s gradientem podminky g(x,y) (ale obecné mohou byt
ruzn€ dlouhé).

Uvazujme konstantu A, kterou pouZijeme ke zméné velikosti gradientu funkce g(x,y).
Pak v bodé€ optima (xg,yo) plati rovnost

Viyf(x0,y0) = A - Vy y8(x0,Y0) (1.12)

p Véta je pouze nutnou (a nikoli postaCujici) podminkou k existenci extrému. Dale
nam nefik4, jakym zplsobem rozhodnout o tom, zda se jednd o minimum ¢i maxi-
mum. Jak jiZ bylo feceno, v naSich tlohach budou body spliiujici tuto podminku
vzdy extrémy poZadovaného typu, od hledani podminek druhého fadu tedy mizeme
abstrahovat.

Lagrangetv multiplikdtor A tedy slouZi ke zméné velikosti (v piipadé opaéného zaminka
pak v prevriaceni sméru) gradientu podminky g(x,y) tak, aby v bodé€ extrému byl totozny
s gradientem maximalizované (resp. minimalizované) funkce f(x,y).
Ve vétsiné soucasnych ucebnic ekonomie se pouziva tzv. Lagrangeova funkce. Optimélni
feSeni ziskdme jednoduSe tak, Ze poloZime parcidlni derivace Lagrangeovy funkce
podle vSech proménnych (vCetné A1) rovny 0. Ziskdme tak soustavu tfech rovnic o ti{
neznamych, kterou je potieba vyfesit.
Definice 1.2.5 — Lagrangeova funkce. Lagrangeova funkce je zdpis podminek
pro optimdlni feSeni do jedné funkce ve tvaru

g(xv)@l):f(x>y)+l[g(x7y)_c] (1.13)

Ulohu pak jednoduse prevedeme na feseni problému ViyaZ(x,y,A) =0, tj. feSime
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soustavu rovnic

L (x,y, L) _o
ox

L (x,y,A) _0
dy

L (x,y,A) _0
oA

Pro sestaveni Lagrangeovy funkce prepiSeme rovnici podminky do tzv. implicitniho
tvaru:

g(x,y)—c=0. (1.14)

Lagrangeovu funkci jednoduse ziskdme tak, Ze k optimalizované funkci f(x,y) pfi¢teme
(nebo od ni odecteme) rovnici podminky v implicitnim tvaru ndsobenou Lagrangeovym
multiplikdtorem A.

Metoda Lagrangeovych multiplikatorti je zalozena na hledani bodd, kde je splnéna
prave tato rovnost. Postup metody si ilustrujeme na prikladé (prozatim bez ekonomické
interpretace).

= Priklad 1.2 Vyfeste nasledujici dlohu

min flx,y) =x>+)
Y (1.15)
za podminky x-y=3.

Uloha m4 nésledujici velice jednoduchou geometrickou interpretaci: Pohybujeme se po
hyperbole y = % a hleddme bod (nebo body), které jsou nejbliZze k pocatku soufadnicové
0sy.

Sestavime si Lagrangeovu rovnici pro dany ptipad.

L(xyA) =22 +y* +A(x-y—3) (1.16)
a jeji parcidlni derivace poloZeny rovno 0 jsou

ILOIA) _pesay=0

—8.,2”(;),))/,&) =2y+A-x=0

—aggciy,x) —x-y=3=0

Nyni jiZ feSime soustavu rovnic, tj. s metodou Lagrangeovych multiplikatorti jsme v
podstaté hotovi.
Prvni dvé rovnice si zapiSeme maticové

LZL ﬂx{ﬂ:{g] (1.17)

Trividlni feSeni soustavy x = 0, y = 0 nespliiuje tfeti rovnost x-y —3 = 0. Vime, Ze
soustava md jedno fesSeni, praveé kdyZ je determinant roven nule, tj. musi platit

4—Q*=0A>=2o1=+2. (1.18)
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Nejprve dosadime do puvodni soustavy rovnic A = 2. Z prvni rovnice ziskdme x =y a
substituci do treti

P =3sx=4+V3 (1.19)

Mame tedy dva body obsahujici optimum: (—\/_ , —\/§) a (\/g, \/§) Pfi dosazeni
A = —2 neexistuje feSeni v oboru redlnych Cisel. .

V dalgsich kapitolach si pak vyfesime radu piikladi se standardni ekonomickou interpre-
taci. Nejprve se ale podivejme na posledni typ optimalizace.

Optimalizace s interakci okoli

Okolim rozumime né&jaky jiny subjekt nebo mnoZinu subjekti, které mohou reagovat
na potenciondlni nebo skutecné provedend rozhodnuti. Jednd se o nejslozitéjsi skupinu
optimalizacnich tloh, které se ale v praxi vyskytuji velmi Casto. Témito skupinami tloh
se zabyva teorie her.

Teorie her je disciplina aplikované matematiky, kterd se zabyva modelovanim situaci
(her), ve kterych dochazi ke konfliktu nebo naopak spolupréaci mezi inteligentnimi a
raciondlnimi dcastniky. V soucasné dobé existuje nepreberné mnozstvi knih a védeckych
praci, které se zabyvaji teorii her, vyvojem novych typi her a popisem jejich zdkonitosti.
Asi nejznamé;jSim (a soucasné nejdilezitéj$Sim) pojmem v teorii her je Nashova rovnovéha.

Definice 1.2.6 — Nashova rovnovdha. Nashova rovnovéha je takova kombinace
strategif, pri které Zadny z hraci nemtize samostatnou zménou své strategie zlepsit
sVoji pozici.

Zajimavé byva srovnani Nashovy a Hicksovy rovnovahy. Nashova rovnovaha rik4, jakou
strategii subjekty skutecné zvoli. Hicksova rovnovédha pak udava takovou strategii, kterd

je pro mnozinu hract jako celek nejvyhodnéjsi (ale samoziejmé z pohledu jednoho hrace
nejvyhodnéjsi byt nemusi).

Definice 1.2.7 — Hicksova rovnovdha. Hicksova rovnovéha je takovd kombinace
strategif, pfi které je soucet uzitkti v§ech hra¢t maximalni.

V definici Nashovy rovnovahy je dilezité, Ze subjekt nemuize zvysit sviij uzitek samostat-
nou zménou strategie. Hra ale miize mit obecné vice Nashovych rovnovéh a je mozné,
Ze pokud svou strategii zméni vice hracii a presunou se do jiné Nashovy rovnovahy,
jejich uzitek se zvysi.

p) Hned v pfikladu 1.3 ale uvidime, Ze Hicksova rovnovaha se mize liSit od Nashovy.
V tomto piipadé (a obecné v fad¢ dalsich pripadt) je mozné, Ze by hraci mohli
urcitou volbou strategii maximalizovat celkovy uZitek, ale minimdlné jeden z
hracd bude mit tendenci zvolenou strategii zménit. Tato zména pak miZe vyvolat
naslednou zménu strategie jiného hrace atd.

Pro tplnost jesté dodejme, Ze v ekonomii Casto pouZivany termin Paretova rovnovaha
ma i vlastni definici v rdmci teorie her.



14 Chapter 1. Metodologie a optimalizace

Definice 1.2.8 — Paretova rovnovdha. Paretova rovnovaha je takova kombinace
strategii, pti které nelze zvysit uzitek jednoho hrace, anizZ by byl sniZen uZitek jiného
hrace.

Teorie her se nejcastéji v ekonomii pouziva k modelovani rozhodovani oligopoli.

= Piiklad 1.3 Dva oligopoly uzaviou kartelovou dohodu, podle které budou oba drzet
vysoké ceny. Oligopoly se nyni rozhoduji, zda dohodu dodrzet (D) nebo nedodrzet (N).
Pokud obé firmy dohodu dodrzi, dosdhnou ob¢ zisku 30 mil. K¢. Pokud pravé jedna z
firem dohodu porusi a sniZi ceny, ovladne vétSinu trhu a ziska zisk 60 mil. K¢, druha
bude ve ztraté 5 mil. K¢. Pokud obé firmy dohodu porusi, bude zisk obou firem 10 mil.
K¢.

p) Jednd se o variantu jednoho z nejzndméjsich typt her, ktery se oznaCuje jako
véziovo dilema. Pivodni interpretace popisuje situaci dvou osob ve vySetiovaci
vazbe, které se rozhoduji, zda se maji priznat ze spachaného zlo¢inu nebo ne.

Nas pripad lze zobrazit na nasledujici tabulce.

Nedodrzet | DodrZet
Nedodrzet 10, 10 60, —5
Dodrzet -5, 60 30, 30

Uvazujme nyni situaci oligopolu 1.
e Pokud se druhy oligopol dohodu dodrZi, je pro hrace 1 vyhodnéjsi dohodu porusit,
protoZe dosdhne dvojndsobného zisku.
e Pokud oligopol 2 dohodu porusi, bude pro oligopol 1 opét vyhodnéj$i dohodu
porusit, protoZe namisto ztraty 5 mil. K¢ dosahne zisku 10 mil. K¢&.
Vzhledem k symetrii plati pro hrace 2 analogicka tvaha.
Zavér: Pro oba oligopoly je vZdy vyhodnéjsi dohodu porusit. Kombinace strategii, kdy
oba hraci dohodu porusi, je Nashovou rovnovahou. Paradoxni je, Ze takto oba hraci
dosahnou o 20 mld. K¢ nizsiho zisku, nez pfi dodrzeni dohody. Kombinace, oba hraci
dohodu dodrzi, je Hicksovou rovnovahou. n

I Cviceni 1.7 Vyhledejte v tisku redlné piiklady poruseni kartelovych dohod. ]

Cviceni 1.8 Zamyslete se nad tim, proc¢ se v realité kartelové dohody vyskytuji. Své
soucasné uvahy pak porovnejte s dal§imi priklady v této kapitole. .

= Piiklad 1.4 Letecka spoleCnost ztratila dva naprosto stejné kufry dvou cestujicich
Adama a Bohouse, ktefi se neznaji. Spole¢nost hradi Skodu od 2000 K¢ do 50000 K¢.
Kazdy z cestujicich m4 napsat, na kolik si ztraceného kufru ceni (v tisicich K¢). Letecka
spolecnost obéma nahradi nizsi ze sdélenych castek.

1. Naleznéte uzitkovou matici.

2. Naleznéte uzitkovou matici v ptipadé, Ze leteckd spolecnost odméni cestujiciho,
ktery nabidne niZsi ¢astku, tim, Ze k domluvené ¢astce 2000 K¢ prida a naopak
cestujiciho s vySsi Castkou potrestd tim, Ze mu od vySe uvedené castky 2000 K¢
odecte. Nabidnou-li stejné, nepficitd ani neodecita se nic.
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V obou pripadech naleznéte Nashovu rovnovahu.
Uzitkova matice v pfipadé bez penalizace ma nasledujici tvar (hodnoty jsou zaddvany v
tisicich K¢):

Table 1.1: UzZitkova funkce
2 3 4 ... 48 49 50

222 22 22 ... 22 22 22
3 22 33 33 ... 33 33 33
4 22 33 44 ... 44 44 44
48 22 33 44 ... 4848 4848 4848
49 22 33 44 ... 4848 4949 49,49
50 22 33 44 ... 4848 4949 50,50

Nashovy rovnovahy jsou zvyraznény tucné. Hra tedy ma Nashovu rovnovahu vzdy na
diagondle. Jedinou ostrou Nashovou rovnovahou je strategie (50, 50). Pokud cestujici
¢islo 1 fekne urc€itou ¢astku, pak druhy cestujici maximalizuje svij uzitek tak, Ze fekne
stejnou nebo libovolnou vyssi ¢4stku neZ prvni cestujici. V opaéném piipadé plati stejnd
uvaha. Celkovy uZitek obou hraci lze postupné zvysovat tak, Ze oba feknou ¢astku o 1
tisic K¢ vétsi, az se dostanou na hranici 50 tis. K&, kterou urcila letecka spolecnost jako
maximalni ndhradu. Pro hrace by byla vyhodna pfipadnd oboustranna spoluprace.
Pokud by jeden z cestujicich nahldsil naptf. 10 tis. K¢, druhy dosdhne maximalniho
uzitku pfi nahlaSeni ¢astky 10 tis. K&, ale i libovolné vyssi (aZ do ¢éstky 50 tis. K¢).

Table 1.2: Uzitkova funkce s Nashovymi rovnovdhami
2 3 4 .. 48 49 50

2 22 22 22 ... 22 22 22
3 22 33 33 ... 33 33 33
4 22 33 44 ... 44 44 44
48 22 33 44 ... 48,48 4848 4848
49 22 33 44 ... 4848 4949 4949
50 22 33 44 ... 4848 4949 50,50

Uzitkové funkce v pripad€ druhé varianty:

V tomto pripadé ma hra pravé jednu Nashovu rovnovidhu. Pokud hra¢ jedna fekne
urcitou ¢astku, druhy hra¢ dosdhne nejvyssiho uzitku tak, zZe fekne ¢astku o jeden tisic
mensi neZz prvni hra¢. Napf. pokud fddkovy hrac fekne Castku 3 tis. K¢, sloupcovy hrac
dosdhne maximélniho uZzitku pfi nahlaSeni Castky 2. tis. K¢. Sloupcovy hrac ziska 4 tis.
K¢ a tadkovy neziskd nic. Pokud by sloupcovy hra¢ nahlasil rovnéz 3 tis. K¢, ziskali by
oba tuto castku, sloupcovy hra¢ by tedy ziskal o jeden tisic méné. V tomto pripadé by
ale byl maximalizovan celkovy uZitek obou hraci, protoZze by oba dohromady obdrzeli
6 tis. K&, coz je o 2 tisice vice neZ pfi sobeckém tahu sloupcového hrace. Nashova

rovnovéha je strategie (2,2). Ani jeden z hract v tomto piipadé nemd moznost jit s
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Table 1.3: Uzitkova funkce
2 3 4 ... 48 49 50

2 22 40 40 ... 40 4,0 4,0

3 04 33 15 ... 15 1,5 1,5

4 04 15 44 ... 6.2 6,2 6,2
48 04 1,5 26 ... 4848 5046 50,46
49 04 1,5 26 ... 4650 4949 5147
50 04 15 26 ... 4650 47,51 50,50

nahlasenou ¢astkou dolt a privlastnit si tak prémii, protoze 2 tis. K¢ je minimaln{ ¢astka,
kterou je mozno nahlasit.

Table 1.4: UzZitkova funkce s Nashovymi rovnovdhami
2 3 4 .. 48 49 50

2 22 40 40 ... 40 4,0 4,0

3 04 33 15 ... 15 1,5 1,5

4 04 15 44 ... 6.2 6,2 6,2
48 04 1,5 26 ... 4848 5046 50,46
49 04 1,5 26 ... 4650 4949 5147
50 04 1,5 26 ... 4650 47,51 50,50

Priklad 1.4 ukazuje, jak 1ze jednoduchou zménou pravidel kompletné zménit zvolenou
strategii.
V teorii her existuji dvé varianty volby jednoho hréace:
1. volba jedné moznosti (Cistd strategie),
2. ndhodné volba z nékolika moZnosti, pficemz kazdé moZnosti je apriori pfifazena
pravdépodobnost, se kterou bude vybrdna (smiSend strategie).

R Cist4 strategie je jen specidlnim piipadem smiSené strategie, kdy je jedné strategii
apriori pfifazena pravdépodobnost 1 a v§em ostatnim strategiim pravdépodobnost
0.

= Piiklad 1.5 Jednoduchym ilustraénim piikladem pro smiSené strategie je zndma hra
kdmen-nizky-papir se dvéma hraci. Jedna se o tzv. hru s nulovym souctem.
NaS pripad lze zobrazit na nédsledujici tabulce.

Kamen | Nuzky | Papir
Kéamen 0,0 1, -1 | —-1,1
Nizky | —1,1 0,0 1, —1
Papir 1, -1 —-1,1 0,0
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Jednoduchou tvahou se pokusme nalézt feSeni formou cCisté strategie.
Proved’me napfiiklad nésledujici posloupnost tvah (pro hrace 1):
1. Pokud hra¢ 1 bude hrat vzdy kdmen, hra¢ 2 miize hrat vZdy papir a vzdy zvitézi.
2. Pokud hrac 1 bude hrat vzdy nazky, hra¢ 2 miize hrat vzdy kdmen a vzdy zvitézi.
3. Pokud hrac¢ 1 bude hrat vZdy papir, hra¢ 2 muze hrat vzdy nizky a vzdy zvitézi.
Je tedy hra neteSitelna?
V oblasti Cistych strategii ano, ale uvazujme nasledujici kombinaci strategii: Oba hraci
budou hrat nizky s pravdépodobnosti %, kdmen s pravdépodobnosti % a papir s %
Pravdépodobnost vitézstvi kazdého hrace je v takovém piipadé % pravdépodobnost
prohry je % a pravdépodobnost remizy %
Jednd se ale o Nashovu rovnovahu?
Predpokladejme, Ze hra¢ 1 chce zlepsit svoji pozici jednou z néasledujicich moznosti
1. Pokud hra¢ 1 bude hréat kdmen s vyssi pravdépodobnosti nez %, hra¢ 2 muze hrat
vzdy papir a pravdépodobnost jeho vitézstvi je vySsi nez %
2. Pokud hra¢ 1 bude hrat ntizky s vyssi pravdépodobnosti nez % hra¢ 2 mize hrat
vzdy kdmen a pravdépodobnost jeho vitézstvi je vyssi nez %
3. Pokud hrac¢ 1 bude hrat papir s vySsi pravdépodobnosti nez %, hra¢ 2 muze hrat
vzdy nizky a pravdépodobnost jeho vitézstvi je vyssi nez %
Samostatnd zména strategie hrace 1 vede ke zméné strategie hrace 2, pricemz hrac 1 si
diky zméné pohorsi.
Kombinace smiSenych strategii, kdy oba hrici voli kaZdou moZnost s pravdépodobnosti
%, je Nashova rovnovéha. "

Pro vSechny naSe hry tedy existuje Nashova rovnovaha. Nabizi se otdzka, jestli existuje
i hra, pro kterou Nashova rovnovaha neexistuje? V jednoduchych pfipadech ne, protoze
plati nasledujici dvé véty.

Véta 1.2.3 — von Neumann, 1928. Kazd4d hra s kone¢nym poctem opakovani,
dvéma hraci a nulovym souctem uzitkd ma alespon jednu Nashovu rovnovahu.

p) Jednd se o znatn€ pozménénou interpretaci plivodni véty, protoZe pojem Nashovy
rovnovahy byl definovdn Johnem Nashem az o 20 let pozdéji.

Predchdzejici véta pokryvd pomérné izkou skupinu her (nepokryva dokonce ani véziiovou
dilema), plati ovSem i obecnéjsi véta.

Veéta 1.2.4 — Nashova, 1950. Kazda hra s koneénym poctem opakovani ma alespoi
jednu Nashovu rovnovédhu.

Cviceni 1.9 Vymyslete hru s ekonomickou interpretaci, kde je Hicksova, Nashova i
Paretova rovnovéaha odpovida stejné kombinaci Cistych strategii. .

s v 2

Cviceni 1.10 Vymyslete hru s ekonomickou interpretaci, kterd nema Zadnou cistou
rovnovahu. m
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Obé¢ predchazejici hry byly rovné€z zvlastni tim, Ze se oba hraci rozhodovali najednou a
neznali rozhodnuti pfedchazejicich hract. Hry tohoto typu oznacujeme jako statické
hry. Teorie her ale umi fesit i dynamické hry, ve kterych se jednotlivi hraci rozhoduji
postupné a maji moZnost reagovat na rozhodnuti vSech predchézejicich hract. Pred

popisem tohoto typu her si ale vyzkousejme jednoduchou logickou tvahu.

Cviceni 1.11 UvaZujme problém oligopoli jako dynamickou hru, tj. druhy oligopol
ma k dipozici informaci o tom, zda prvni oligopol dohodu porusi nebo ne. Jaky to
bude mit vliv na chovani prvniho a druhého oligopolu? .

= Piiklad 1.6 Dva obchodni fetézce uvazuji o vystavbé supermarketu v mens$im mésté.
Z marketingové studie vyplyvd, Ze vzhledem k poCtu obyvatel je projekt stavby vyhodny
pouze v pripadé, Ze ve mésté nebude postaven Zadny dalsi supermarket.

Pro ptrehlednost si miiZeme nejprve hru rozepsat jako statickou, t;.

Postavit | Nepostavit
Postavit —10, —10 20,0
Nepostavit 0,20 0,0

V tomto pripadé ma hra dvé Nashovy rovnovahy, pfi kterych vzdy jedna z firem super-
market postavi a druhd ne. Pokud se totiZ jedna z firem rozhodne supermarket postavit,
pak druhad preferuje nulovou ztratu pred ztratou 10 miliont, které by Celila pfi stavbé
supermarketu. Naopak pokud se jedna z firem rozhodne supermarket nepostavit, druha
jej urcité postavi a vydéla na tom 20 miliont. V tomto pfipadé ale v podstaté nevime,
ktera ze dvou firem supermarket postavi.

Nyni predpokladejme, Ze ve mésté existuje vhodny pozemek pro tuto stavbu, ktery je v
rukou mistniho obyvatele, jedna ze dvou firem vSak ma na tento pozemek predkupni
pravo. V takovém piipadé je tato firma schopna realizovat sviij projekt rychleji a je tedy
tou, kterd se rozhoduje jako prvni. Soucasné se informace o rozhodnuti prvni firmy
dostane ke druhé firmé a ta na néj miiZe reagovat.

Vv s

Tento problém je nejpiehlednéj$i zaznamenat ve formé rozhodovactho stromu. V
rozhodovacim stromu vidime, Ze nejprve se rozhoduje prvni hra¢ o tom, zda supermarket
postavit (P) nebo nepostavit (N). Pro kazdou z variant pak analyzujeme rozhodovani
druhého hrace. V dolni ¢4sti stromu jsou rozepsdny jejich potencidlni uZzitky.
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—10, =10 |20,0| |0,20 0,0

Tento typ tloh Ize fesit metodou zpétné indukce. UvaZujeme-li, Ze hra ma n hracu, pak
pti zpétné indukci ur¢ime optimdlni volbu n-tého hrace pro kazdé z moznych rozhodnuti
hrace n — 1. Pokud vime, jak se rozhodne hrac n, pak pro kazdé mozné rozhodnuti hrace
n— 1 miZzeme piimo do rozhodovaciho stromu zapsat jeho uzitky. Na zakladé toho pak
muZeme urCit jeho optimalni volbu pro v§echna mozna rozhodnuti pfedchoziho hrace
atd. Postup konci, jakmile dosdhneme prvniho hréce.

P N

0, 0,20

A

—10, 10| |20,0| |0,20 0,0

Nyni se v pozici prvniho hrice rozhodujeme, zda supermarket postavit. Vime, Ze pokud
jej postavi, druhy hrac jej jiz stavét nebude. Prvni hra¢ ma tedy moznost ziskat zisk 20
miliont a této moznosti nepochybné vyuzije.

Pokud prvni hra¢ supermarket postavi, pro druhého hrace je vyhodnéjsi ho nepostavit.
Naopak pokud prvni hrad¢ supermarket nepostavi, druhy hrac jej stavét urCité¢ bude. =
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V této hie je vyhodné&jsi hrat jako prvni, naopak pii hfe kimen-nizky-papir je vyhodné;si
hrét jako posledni. Pfi hie typu véziovo dilema je jedno, zda se hraci rozhoduji najednou
¢i postupné.

Cviceni 1.12 Navrhnéte hru s ekonomickou interpretaci, kdy je vzdy vyhodné&;jsi
hrét jako posledni. u

Cviceni 1.13 Navrhnéte dynamickou hru s ekonomickou interpretaci pro tfi hrace,
kdy je vZdy vyhodnéjsi hrét jako prostfedni. Porovnejte vysledek se situaci, kdyby se
vSichni hraci rozhodovali najednou. n

Staticka a dynamicka optimalizace

Velmi Casto také rozliSujeme mezi statickymi a dynamickymi optimalizacnimi dlohami.
V pripadé dynamické optimalizace vstupuje do ulohy Cas a chovani subjektu v minu-
losti mé vliv na jeho situaci a moznosti volby v budoucnosti. Subjekt je tedy, kromé
omezujicich podminek ¢i okoli, ovliviiovédn i svymi vlastnimi pfedchozimi rozhodnutimi.

p Rozdgleni uloh na statické a dynamické se velice Casto pouzivd v dalSich disci-
plindch, jako napf. teorie z4sob, kybernetika atd.

V ptipadé dynamickych her uvazujeme nékolik (pfipadné i nekone¢né mnoho) opaku-
jicich se hernich kol. Hraci opét voli strategie jako u statickych her, mohou ale navic
reagovat na strategii ostatnich hra¢i v minulych kolech. V pripadé dynamickych her je
ale obrovské mnozstvi moznych strategii v zdvislosti na tom, jak a na kolik pfedchozich
rozhodnuti soupetli kazdy hra¢ reaguje. Postup si ukdZeme opét na piikladu duopolu.

= Piiklad 1.7 Uvazujme nyni, Ze dva oligopolni vyrobci se rozhoduji o stanoveni ceny
kazdy mésic. Pfed prvnim kolem hraci uzaviou dohodu a kazdy mésic pak stanovi cenu
podle toho, jestli dohodu dodrzi nebo ne. Pokud by hraci nereagovali na chovani soupett
v minulych kolech, mohly by existovat strategie VZdy dodrzet dohodu a VZdy nedodrZet
dohodu. Obecné je mozné, aby hrac v kole ¢ reagoval na libovolné rozhodnuti v kolech
0 az ¢t — 1. Pro zjednoduseni povolime hra¢tim pouze strategii Jednou a dost, kdy hrac
bude dodrZovat dohodu az do prvni zrady svého soupete. Po prvni zradé soupere jiz
smlouvu nikdy dodrZovat nebude.
Pro kazdy mésic plati nasledujici pravidla:

e pokud dohodu dodrzi oba hraci, zisk kazdého hrace za dany mésic je 10,

e pokud dohodu porusi oba hréci, zisk kazdého hrace za dany mésic je 5,

e pokud dohodu porusi pravé jeden hrac, jeho zisk je 18 a zisk hrace, ktery dohodu

dodrzel, ziska 2.

UkaZeme si nejprve pripad s 10 opakujicimi se koly.

VN VD I
5-10 =50, 18-10 =180, 9.5—=63
VN 5-10=50 2-10=20 24+9.5=47
2-10=20, 10-10=100, | 10-10 =100,
VD | 18-10=180 | 10-10=100 | 10-10= 100
2+9.-5=47, | 10-10 =100, | 10- 10 = 100,
J! 1 18+9-5=63| 10-10=100 | 10-10= 100
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Z tabulky vidime, Ze pokud jeden z hraca bude hrat podle strategie Jednou a dost, pak
je pro druhého vyhodné hrat bud’ stejnou strategii nebo strategii VZdy dodrZet dohodu.
Obé strategie vedou k tomu, Ze oba hraci budou ve vSech kolech dodrzovat dohodu.
Kartelové dohoda tedy bude stabilni.

Problém je v tom, Ze hra¢im jsme povolili pouze omezenou mnoZinu strategii. Pokud
bychom pfipustili vice strategii, pak v poslednim kole by pro hrace nebylo vyhodné
dohodu dodrZovat, protoZe soupef by jim to v dal§im kole jizZ nemohl oplatit. Pokud
je vsak jasné, Ze hraci v poslednim kole tak jako tak dohodu porusi, neexistuje divod
dohodu dodrzovat v predposlednim kole a tak dale.

Je mozné uvazovat i nekonecné (ale spocetné¢) mnoho hernich kol. ProtoZe by vSak byl
celkovy zisk pro vSechny strategie nekonecny, neslo by je vzdjemné porovnat. Proto
uvazujme diskontni faktor 6 (6 € (0, 1)), kterym je diskontovén uzitek ze vSech kol.
Uzitek a; v kole t ma pak diskontovanou hodnotu & - a;. Pokud kombinace strategif

zaruCuje uzitek a, prot = 1,2,3. .., pak celkovy uZitek ze strategie je Y, 0’ - a;.
t=0

Uvazujme nyni, Ze néjakd kombinace strategii zajisti konstantni uzitek a. V pfedchozim
ptipad¢ to byla napfiklad kombinace strategii Jednou a dost. Je zfejmé, Ze se jedna o

geometrickou fadu a protoZe |§| < 1, je tato fada konvergentni. Jeji soulet je Y 6" a =
t=0

145 Pokud je uZitek v né€kolika kolech jiny, 1ze rovnéz vyuZit pfedchozi vzorec.

UvaZujme, Ze se uZzitek 1isi v nultém kole od a o Ao, tj. Ag = ag — a. Pak je soucet uzitkd

dan vzorcem Y &' -a, = ﬁ+50-Ao = 195+ Ao,
t=0

R Obecné pokud by se uZitek liSil v n kolech (n € N), pak Ize urcit rozdily Ag, A1, Az, ..., Ay
a souet uZitkii je dan vzorcem ¥, 6" a, = %5 + 6 - Ao+ &' - A+ 82 Ao+ +
=0
0" - A,

Uvazujme nyni model chovani oligopolti v nekone¢ném Casovém horizontu. Uvazujme
stejné strategie jako v predchozim pripadé.

VN VD I

5 5 I8 2 5 5
AT ER R0 A o 18 e AL e
Wi =35t 1515 1515

Vybér strategie zaleZi na velikosti diskontniho faktoru 6. Pokud budou hréaci dostate¢né
trpélivi, pak se Nashovou rovnovahou stanou strategie Jednou a dost a VZdy dodrZet
dohodu. Kartelova dohoda tedy bude stabilni. .

V predchozich hrich jsme uvazovali omezenou mnoZinu strategii. Firma vSak miZe
rozhodovat pfimo o objemu vyrobené produkce. V takovém piipadé existuje velké
mnoZstvi existujicich strategii. ProtoZe feSeni takové hry pfedchozimi postupy by bylo
velmi komplikované, pouziva se spojitd aproximace. Budeme tedy predpokladat, Ze
objem vyrobené produkce ¢; i-tou firmou je z mnoziny redlnych Cisel. Pak miiZzeme
odvodit rovnovahy firem pomoci derivaci.
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a Piiklad 1.8 V Cournotové modelu uvazujeme dvé firmy. Produkci firem oznaéime g;
(i € {1,2})). Celkova produkce odvétvi je Q = q| + ¢». TrZzni cena zavisi na mnoZstv{
nabizeného zbozi. Pokud je produkce firem pfili§ vysokd a prekro¢i ur€itou maximdlni
troven Qp, je cena zbozi nulova. Uvazujme linedrni vztah P(Q) = Py(1 — %), ktery
plati pro 0 < Q < Qp. Uvazujme linedrni nakladovou funkci C(g;) = c¢- g;, fixni ndklady
jsou nulové. Zisk i-té firmy je dan rovnici

mi(q1,92) = qi- P(Q) —c-g;.

Tuto funkci chceme maximalizovat, polozime tedy prvni parcidlni derivaci rovnu 0. V
pripadé prvni firmy

om .
dq
Parcidlni derivace ma tvar
J [611 i) (1—%> —0'41}
dq
P P
J (ql Po—qi+ gt -qz'Q—%—cm) B
dq1
Py b
P0—2-q1-——q2-——c:0. (120)
Qo Qo
Z rovnosti si vyjadiime ¢1:
R

P
—2:q1 - =—Ry+qr -t

Qo Qo

Snadno bychom pomoci druhé parcidlni derivace podle g ovérili, Ze zisk je v pro
vypocitané g; maximalni.
Obdobnym zptisobem lze urcit nabizené mnozstvi druhou firmou:

Soustavu Ize reSit napriklad substituci - do prvni rovnice si dosadime za g, ze druhé
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rovnice a upravime

0
‘I1:@<1—70(1_%_%) C)

2 Qo R
1 2.
q1:@<1 L C c)

2\ 2"2.00 2P 2P
Qo (1 ¢ c
%_7(5 2.0 2 Po)
g=204 0
4 "4 4.p
41 _a %(1_1)
4 Py

Je ziejmé, Ze plati g1 = g2 atedy g1 = o = L (1 - £).

Lze dokazat, Ze funkce zisku obou firem by byla 7; = %(1 - ]%0)2.
Dvojice firem bude vyrdbét vice zboZi a nabizet ho za niZ8{ cenu, neZ by provadél
monopolni vyrobce. .

Cviceni 1.14 Vyhledejte v literatufe Stackelbergiv model a porovnejte ho s Cour-
notovym. V ¢em se lisi? .
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V ramci teorie spotfebitele budeme analyzovat chovéni spotiebitele na trzich vyrobniho
zbozi. Budeme tedy feSit problém parcidlni rovnovahy, tj. budeme hledat rovnovazny

stav na jednom z trhii. Komplexnéjsimu pohledu na ekonomickou realitu se budeme
vénovat v rdmci kapitoly 4 (viz strana 63).

2.1 Marshallova Gloha

Zéakladnim problémem, ktery budeme v ramci teorie spotiebitele fesit, je Marshallova
uloha. Pti této tloze uvazujeme spotiebitele, ktery ma urcité (konstantni a exogenné
dané) mnoZstvi penéZnich prostfedki a ty chce utratit za zboZzi a sluzby.

Pro zjednoduSeni budeme pracovat s predpokladem, Ze spotfebitel se rozhoduje mezi
dvéma druhy zboZzi — zbozim X a zboZim Y.

Definice 2.1.1 Marshallovou dlohou myslime maximalizaci uZitku pfi konstantnim
a pevné daném dichodu (jehoZ vysi oznacujeme jako 7), tj.

max U(X,Y)
XY 2.1
zapodminky Px-X+FP-Y =1.

K Marshallové tloze se vaZe pojem Marshallovy poptavky.

Definice 2.1.2 — Marshallova poptavka. Marshallova poptavka spotiebitele po
statku X je mnozstvi penéZnich prostiedki spotiebitele a cen Py a Py a udava mnoZstvi
statku X, které spotiebitel poptava, jestlize minimalizuje své penéZni vydaje.

Nejprve si uré¢ime obecné optimum spotiebitele, tj. nebudeme uvazovat Zadnou konkrétni
uzitkovou funkci.

= Piiklad 2.1 Urcete podminku, kterd zarucuje maximalizaci uzitku spotiebitele pro
Marshallovu tlohu.
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Nejprve sestavime Lagrangeovu funkci. Lagrangeova funkce ma tvar
L=UX,Y)+A(Px - X+PF-Y—I). (2.2)

Urcime si jeji parcidlni derivace a poloZime je rovny nule:

w — MUY(X,Y)+ APy =0,
ILOTR) _ Muy(x.¥) 44 B =0,
GLOLR) _pex Ay -1=0.

MUy (X,Y) je funkce mezniho uzitku ze spotieby (viz definice 1.2.3 na strané 9).
Pokud si z prvnich dvou rovnic vyjadiime A:

MUx (X,Y MUy (X,Y
4o MUx(X.Y) = MUy(X, )7 2.3)
Px Py
upravou této rovnice ziskdme podminku maximalizace uZzitku:
MUx(X,Y) P
x(X.¥) Py (2.4)

MUy(X)Y) P’

tedy pomér meznich uZzitkli se rovna poméru cen zboZi.
Spottebitel tedy maximalizuje sviij uZitek, pokud se pomér meznich uZitkl rovnd poméru
cen zboZi a pokud se objem vydaji na spotiebni zbozi rovna jeho dichodu. .

Definice 2.1.3 — Stinova cena. Stinovi cena je hodnota, o kterou se zméni hodnota
maximalizované funkce pfi zvySeni hodnoty omezeni o 1.

Zjistili jsme, Ze Lagrangetv multiplikdtor A je ddn vyrazem

 MUx(X.Y)  MUy(X.Y)

A= ,
Px Py

(2.5)

tedy pomér mezniho piinosu a mezniho nékladu z jednotky dalSiho statku. Jinak feceno,
je to prirtstek uzitku pii zvySeni dichodu spotfebitele. Jednd se tedy o stinovou cenu
dichodu.

Nyni budeme optimalizovat uZzitek spottebitele s konkrétni uzitkovou funkei.

= Piiklad 2.2 UvaZujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uZitkovou funkci ve tvaru
U=x°Y? (2.6)

s parametry c a d. UrCete Marshallovy poptdvky spotiebitele po statcich X a Y.
Priklad lze zjednodusit zlogaritmovanim uZitkové funkce (pozitivné monoténni transfor-
mace):

InU(X,Y)=c-InX+d-InY 2.7)
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p ) Pozitivné-monotdnni transformaci mdme na mysli fakt, Ze potadi funk¢nich hodnot
uzitkové funkce pro vSechny varianty spotfebnich kot zistane stejné. Zméni se
sice absolutni hodnota jednotlivych uzitkd, ale v tomto piipadé pouze pozZadujeme,
aby tato hodnota byla maximalni, nezajimame se o jeji konkrétni vysi.
Resime nasledujici problém
max c-InX+d-InY
Xy (2.8)
zapodminky Py -X+P-Y =1I.
Lagrangeova funkce ma tvar
ZL=cInX+d-nY+A(Px-X+F-Y—I). (2.9)
Urcime si jeji parcidlni derivace

0L(X.Y,A) ¢

=—4A-Px=0

0X x T
0Z(X,Y,A) d
I\ Y P =0

oY y T
0Z(X,Y,A)
T Py X+ P Y —1=0

ar

Z prvnich dvou rovnic si vyjadiime proménné c a d:

CZ—A,-Px-X,
d=—-A-P-Y.

Rovnice miiZzeme secist a upravit:

ct+d=—A-Px-X+A-P-Y,
c+d=—-A(Px - X+F-Y).

Protoze vime, Ze Py - X + Py - Y = I, muzeme si proménnou A vyjadfit jako

d
a=_F (2.10)
1
a dosadit ji do ptivodnich rovnic
d
=% pex
1
d
i="% p.y
1
Nyni si vyjadiime X a Y, ¢imzZ jiz ziskdme Marshallovy poptavky.
My(IPg Py =X =< .1
X\4, X, — A = c+d PX’
My(1,P ) =Y = . ]
Yy\t,rx, — 14 = c+d Py .

Vyrazy -+ a Cj_id urcuji podily vydaji na statky X a Y. .
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p) Pokud do funkei poptdvek dosadime konkrétni ceny a diichod, ziskdme jeji funkni
hodnotu, kterd se nazyva poptdvané mnoZstvi. Jediny rozdil mezi poptavkou a
poptavanym mnozstvim je tedy dosazeni konkrétnich hodnot. V dalS$im textu
nebudeme proto tyto pojmy rozliSovat a budeme pouZivat pouze pojem poptavka,
pfi¢emZ z kontextu vZdy vyplyne zda se jednd o funkci nebo jeji funkéni hodnotu.

» Piiklad 2.3 UvaZujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uzitkovou funkci
UX,Y)=X-Y, (2.11)

déle plati Py =4, Pr = 10, I = 160. Urcete poptavky po statcich X a Y.
Pro zjednodusSeni provedeme monoténni transformaci

UX,Y)=X2.Y2 (2.12)
a poté druhou transformaci
1 1
an(X,Y):E-lnX—f—E-lnY (2.13)
Lagrangeova funkce ma tvar
1 1
.2:5-lnX+§-1nY+),(4X—|—10Y—160). (2.14)
Urcime si jeji parcidlni derivace
0% (X,Y,A) 1
IL\ ) L L4 =0
X X
0% (X,Y,A) 1
T oA =0
ay oy
—BX(X,Y,QL) =4X+10Y -160=0
ar
Z prvnich dvou rovnic si vyjadiime A:
11
20y 8X
Dosadime zpét a upravime
5Y
X=—
2
y— 2X
5

Vidime, Ze spottebitel bude vZdy nakupovat oba statky v konstantnim poméru. Dosadime
druhou rovnici do rozpo¢tového omezent:

20X
4)(+T =160. (2.15)
Po tpravé
X =20. (2.16)

Spotrebitel tedy nakupuje 20 kust statku X a 8 kust statku Y. .
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Nepiimd funkce uzitku

Zatimco uZitkova funkce je nim dobfe zndma ze zdkladniho kurzu mikroekonomie, pfi
feSeni Marshallovy dlohy miZeme odvodit i nepifimou funkci uZitku. Ta ndm rovnéz
udava velikost uzitku spotiebitele, ale v zdvislosti na jinych proménnych.

Definice 2.1.4 — Nepiima funkce uzitku. Nepiim4 funkce uzitku je funkci da-
chodu spotiebitele a cen zbozi Py a Py a udava velikost uzitku spotiebitele ze spotieby.

V nésledujicim piikladé vyuZijeme Marshallovy poptavky, které jsme si odvodili v
prikladu 2.2.

= Piiklad 2.4 Uvazujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uzitkovou funkci
U=X2.Y2. 2.17)

Urcete nepfimou funkci uzitku.
Uzitkova funkce je analogicka k prikladu 2.2. Jediny rozdil je v tom, Ze uvazujeme
konkrétni hodnoty parametrii ¢ = % ad= % Marshallovy poptavky tedy maji tvar

MX(17PX7PY):X:

= o) —
~2°|~>?|~

MY(IaPXaPY> =Y =

Nepiimou funkci uzitku ziskdme dosazenim Marshallovych poptavek do uzitkové funkce:

1 I\Z /1 I\?
() Ga) .

Provedeme upravu predchozi rovnice

D=

UKX,Y,[)=X2-Y

r I
4Py -Py  2-/Px Py

Funkce V (Px, Py,I) udava velikost uzitku spotfebitele a je funkci ceny statkii a dichodu
spotiebitele, jednd se tedy o nepfimou funkci uZitku. .

= V(Py.Py.I). (2.19)

Elasticita poptavky a dané

Dal$im zndmym pojmem ze zdkladniho kurzu mikroekonomie je elasticita poptavky.
Kromé cenové elasticity ale miZzeme urcovat i dichodovou a kiiZovou elasticitu. Nejprve
si tyto elasticity definujme. Je ziejmé, Ze struktura vzorce je vZdy stejnd, meéni se pouze
proménné, ke kterym se elasticita vztahuje.

Definice 2.1.5 — Cenovd elasticita poptavky. Bodova cenovi elasticita poptavky

YV 2

zbozi X je méfitkem citlivosti poptavky po zboZi X na zménu Py

90  IMx

9P _ dPy
CPeX T T My
Py Px

(2.20)
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Definice 2.1.6 — Duchodova elasticita poptavky. Bodova diichodova elasticita
poptavky zboZi X je méfitkem citlivosti poptavky po zboZi X na zménu diichodu

erx =5 = 4. (2.21)
T 1

Vv

Definice 2.1.7 — Kfizova elasticita poptavky. Bodovi kiiZova elasticita poptavky

zboZzi X je méftitkem citlivosti poptavky po zboZi X na zménu Py

a0 IMx
d
erx = 5 = i (2.22)
"

Nyni si tyto definice procvi¢me na nédsledujicim piikladé.

= Piiklad 2.5 Marshallova poptévka po statku X ma4 tvar
My (Px,Py,I) =25+0,51—0,2Px + 1,5Py . (2.23)

Pro I =15, Py =75 a Py = 5 urCete cenovou, kiiZzovou a diichodovou elasticitu poptavky.
Dale rozhodnéte, zda se jedna o statek normdlni, podfadny ¢i Gifennlv a zda statky X a
Y jsou substituty a komplementy.

Urcime soucasnou poptavku spotiebitele:

Mx(Px,Py, 1) =25+75—15+7,5=25 (2.24)
Nejprve uréime cenovou elasticitu poptavky.
Dosadime do vzorce:
-0,2 20 6
e X =% = —To0 = —1n (2.25)
75 3

Poptavka je neelastickd a nejednd se o Giffenuv statek.
Dosadime do vzorce:

0,5 5 3
€rx = a5 = 50 = — (226)
15 3 10
Jedna se o normalni statek.
Dosadime do vzorce:
1,5 15 3
5
Statky jsou substituty. .

Na mikroekonomické analyze miZzeme demonstrovat i $ir$i makroekonomické souvis-
losti. V nasledujicim prikladé€ si ukdZeme, jak se zméni Zivotni situace spotiebitele pri
zavedeni dvou riznych druhti zdanéni.
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» Piiklad 2.6 Vlida planuje zdanit spotiebitele a rozhoduje se, zda pouZit pfimou
(dichodovou) nebo nepfimou (spotiebni) dai. Danové sazby vlada stanovi tak, aby v
pripadech obou dani byl daflovy vynos stejny. Rozhodnéte, kterd z dani bude mit vice
negativni dopad na spotfebitele.

Plivodni rozpoctové omezeni spotiebitele je

Px-X+P-Y=I. (2.28)

UvaZujme zavedeni spotfebni dané se sazbou ¢ > 0 na statek X. Rozpoctové omezeni
ma nyni tvar

(t+Px)-X+P-Y=1I. (2.29)
Oznacme si nova optimalni mnoZstvi zboZzi jako X* a Y* a danovy vybér jako

R =t-Px-X*. (2.30)
Rozpoctové omezeni pro piimou dan je

(t+Px) X+P-Y=I-R" =1—t-Px-X". (2.31)

Je zfejmé, Ze linie rozpoctu obou dani se protinaji v bod¢ optima pfi nepifimé dani
(X*,Y*). Mezni mira substituce v bodé (X*,Y™*) je —w. Pfi diichodové dani je
smérnice linie rozpoctu —%, mezni mira substituce bude tedy v optimu —%. Indifer-
encni kfivka oznacujici uZitek pfi nepifimém zdanéni musi protinat linii rozpoctu pfi
primém zdanéni. Existuje tedy indiferencni kfivka s vys$sim uzitkem, ktera tecuje linii
rozpoctu pii piimém zdanéni.

Zavér: Spotiebitel dosahuje vyssi urovné uZzitku pii pfimé dani neZ pfi nepiimé dani.
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Engelovy kiivky a dalsi typy poptavek

V této subkapitole se budeme vénovat dvéma dilezitym pojmim — Engelové kiivce a
homogennosti poptavky.

Definujme si nejprve pojem homogenosti funkce. Definice tohoto pojmu je velmi obecna,
protoZe se jednd o jednu ze standardnich vlastnosti funkci v matematické analyze. V této
casti si rozebereme vyznam homogenosti funkce v teorii spotiebitele. Tento pojem vSak
nabyva jesté vétSiho vyznamu v teorii firmy, proto se k nému v budoucnosti vratime.

Definice 2.1.8 — Homogennost funkce. Rikime, Ze funkce je homogenni stupné
a v proménnych xy,x2, -, x,, jestlize pro vSechna c € R

fle-xi,¢-x0,00 0,0 X0, 91,¥2, - 9n) = - f(X1,X2, . X0, Y150 00) - (2.32)

Tento pojem si v piikladu ilustrujeme na Marshallovych poptdvkéch.

Nyni si definujme pojem Engelovych kfivek.
Definice 2.1.9 — Engelova kfivka. Engelova kfivka vyjadifuje mnoZstvi nakupo-
vaného zbozi v zavislosti na vysi diichodu spotrebitele.

Konkrétni tvar Engelovych kiivek pro daného spotfebitele mizeme odvodit z jeho
Marshallovych poptavek.

= Piiklad 2.7 Uvazujme spotiebitele s uzitkovou funkci
U=X-Y+X+7Y. (2.33)

1. Urcete Marshallovy poptavky po statcich X a Y.
2. Rozhodnéte, zda je Marshallova poptavka po zboZi X homogenni ve vSech tfech
proménnych. Pokud ano, urete stupei homogennosti.
3. Urcete rovnici Engelovy kiivky pro statek X.
Uvazujte, ze [ = 100, Px =5 a Py = 10.
Marshallovy poptavky jsou dany funkcemi

I—Px+
My(Py. Py D) = T (2.34)
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I1+Py—Py
My (Px,Py,I) :;T

Pro naSi Marshallovu poptavku plati rovnost

c-Il—c-Px+c Py
C-2-PX

(2.35)

Mx(c-Px,c-Py,c-I)=

(P +P)
N C'2-PX
_I+Px—F
Y

= 'Mx(Px,Py,I)
v pripadé, Ze a = 0. Marshallova poptavka je tedy homogenni funkei stupné O ve vSech
proménnych.
Do rovnice Marshallovy poptavky dosadime Py a Py:
I—Px+P I-5+10 I 1

X = = 4.
2Px 10 1012

(2.36)

Engelova kfivka
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

- - -
EN o © =) N N
T T
EN o © - -
=) ~ IS

X (nakupované mnozstvi statku X)
N
N

o

-20 0 20 40 60 80 100 120 140
I (dichod spotrebitele)

p Poznatek o homogennosti Marshallovych poptavek méa obrovsky vyznam pro
samotnou podstatu neoklasické mikroekonomie. UvaZujme nésledujici situaci: V
ekonomice dojde v extrémné kratkém Case ke zdvojnasobeni vSech cen i pfijma
vSech subjekti. Na zdkladé homogennosti pak miiZeme porovnat Marshallovy
poptavky po této zméné a pred touto zménu a plati, Ze:

Mx(2-Px,2-Py,2-1) = Mx(Px,Py,I). (2.37)
Tj. ekonomické subjekty nebudou na tuto zménu nijak reagovat a budou se drZet
soucasného vzorce chovdni.

Vzpomeiime si nyni na kvantitativni rovnici smény. Jestlize by v ekonomice doslo
ke zméné cen bez zmény objemu penéZni zasoby, bude dochézet k tendencim k
navratu k ptivodni cenové hlading.

Dilezitym zavérem tedy je, Ze v neoklasické ekonomii neuvaZzujeme penize ve
smyslu kvantitativni rovnice smény. UvaZujeme pouze pomerové ceny.

Tento problém je obecné nazyvan jako klasicka dichotomie a formuloval ho izrael-
sky ekonom Don Patinkin v roce 1954.
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Na zavér této Casti si definujeme dalsi dva typy poptavek.
Cournotova poptavka je ve skutecnosti dobie zndmou poptavkou ze zakladniho kurzu
mikroekonomie, tedy funkce vyjadiujici nakupované mnozstvi statku v zavislosti na
cené tohoto konkrétniho statku.

Definice 2.1.10 — Cournotova poptdvka. Cournotova poptdvka vyjadiuje mnoZstvi
I nakupovaného zboZi v zavislosti na jeho cené.

p Cournotova poptdvka nema Zadnou souvislost s vySe analyzovanym Cournotovym
modelem.

Vyznam kiiZové poptavky je intuitivné zfejmy.

Definice 2.1.11 — KfiZzova poptdavka. KiiZzova poptiavka po statku X vyjadiuje
mnozstvi nakupovaného zboZi statku X v zavislosti na cené statku Y.

= Piiklad 2.8 UvaZujme spotiebitele s uzitkovou funkci
U=X-Y+X+Y. (2.38)

1. Urcete Marshallovy poptavky po statcich X a Y.
2. Rozhodnéte, zda je Marshallova poptavka po zboZi X homogenni ve vSech tiech
proménnych. Pokud ano, urCete stuperi homogennosti.
3. Urcete rovnici Cournotovy poptavky pro statek X.
4. Urcete rovnici kiizové poptdvky pro statek X.
Uvazujte, ze [ = 100, Py =5 a Py = 10.
Marshallovy poptavky jsou dany funkcemi

I—Py+P
My (Px,Py,I) = ;‘T (2.39)
a
I+ Py — B
My (Py,Py,I) = %YY. (2.40)

Pro odvozeni Cournotovy poptavky si do rovnice Marshallovy poptdvky dosadime za /

aPFy:

I—P 100—Py+10 55 1
s St x+t0_H_ 2 (2.41)
2Px 2Py P 2

KfiZovou poptavku ziskdme tim, Ze si do rovnice Marshallovy poptavky dosadime za /
a Px.
I—Px+Fy 100—5+PY 95 P Py

X = _ o951 2.42
2Px 0 10 10 2710 (2.42)
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Cournotova poptavka

60— 60
50 k50
40 Fao

30 30

201 r20

2.2 Hicksova uloha

Alternativou k Marshallové dloze je Hicksova dloha. Pfesnéji feceno, Hicksova dloha
je dudlni ulohou k Marshallové tdloze (viz pojem dualita dloh v teorii optimalizace).
Zatimco v pripadé Marshallovy ulohy jsme maximalizovali uzZitek spotfebitele pfi daném
fixnim pfijmu, u Hicksovy dlohy minimalizujeme vydaje spotiebitele na dosaZeni urcité
pozadované (a fixni) hodnoty uZzitku.
Definice 2.2.1 Hicksovou tlohou myslime minimalizaci vydaji na nakup zboZi pii
dané poZadované drovni uZitku, tj.

min Py - X+F-Y
XY (2.43)
za podminky U(X,Y)=C.

V pripadé Hicksovy tlohy tedy hraje dilezitou roli pozadovana vyse uzitkové funkce ze
spotieby, kterd musi dosdhnout hodnoty C, aby bylo feSeni tlohy platné.

= Piiklad 2.9 Urcete podminku, kterd v Hicksové tloze zarucuje minimalizaci vydaju.
Lagrangeova funkce m4 tvar

L =P X+P - Y+AUX,Y)-C). (2.44)

Urcime si jeji parcidlni derivace a poloZime je rovny nule:

0Z(X,Y,A
% =Px+A-MUx(X,Y)=0,
07 (X,Y,A
% =P +A-MUy(X,Y)=0,
0Z(X,Y,A)
——=UX,Y)—-C=0.
o (X.7)
Pokud si z obou rovnic vyjadiime A:
P
S S — (2.45)
MUx(X,Y) MUy (X,Y)
Upravou této rovnice ziskdme podminku maximalizace uZitku:
MUx(X,Y) P
MUX(X,Y) _ Px (2.46)

MUy(X)Y) P’
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tedy pomér meznich uzitkd se rovna poméru cen zbozi. Druhou podminkou optima je
pak dodrZeni rozpoctového omezeni. .

Definice 2.2.2 — Hicksova poptavka. Hicksova poptavka spotiebitele po statku
X je funkci pozadované trovné uZzitku spotiebitele a cen Py a Py a uddva mnoZzstvi
statku X, které spotiebitel poptava, jestlize minimalizuje své penéZni vydaje.

= Piiklad 2.10 UvaZujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uzitkovou funkci
U=X-Y. (2.47)

Urcete Hicksovy poptavky spotiebitele po statcich X a Y.
Resime nésledujici problém
min Py - X+P-Y

XY (2.48)
zapodminky XY =C.

p ) V tomto piipad€ nelze provést pozitivné-monotonni transformaci uZitkové funkce,
protoZe vystupuje v omezujici podmince.

Vyjadienim proménnych X a Y z dlohy ziskdme Hicksovy poptavky po statcich X a Y.
Lagrangeova funkce m4 tvar

L =Pe-X+P-Y+AX-Y—C). (2.49)

Urcime si jeji parcidlni derivace a poloZime je rovny nule:

0L (X, Y,A) B
a—X —PX‘}'A«Y—O,
0L (X, Y,A) B
OLXYA)

Z prvnich dvou rovnic si vyjadiime proménnou A:

P P
A= _X__ 7T
Y X
Do prvni rovnice dosadime A = —%:
Py
Py — YY =0 (2.50)
Provedeme dpravu:
Px = Yi (2.51)

X
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a podle tfeti rovnice dosadime ¥ = %:

_C
Pe="L0 (2.52)

Protoze Py >0, Py > 0,X >0aY > 0, je Hicksova poptdvka ve tvaru

_ Py
¥ /Cg (2.53)

Do druhé rovnice dosadime X = ,/C P—l X" al= ——[;i( :
Px Py
p— X cX =0 254
Y Px ( )

Provedeme upravu:
1 P
— - r (2.55)
Y Py C%

Tim ziskdme Hicksovu poptdvku po Y:

Px
Y=,/C— 2.56
\/ B (2.56)

Hicksova poptéavka spotiebitele po statku X je

_ ot
Hy = CPX (2.57)

a poptavka po Y je

Hy =4/C—=. (2.58)

Vydajova funkce a nepiimd funkce uzitku

K Hicksové uloze se vaze vydajova funkce, kterd poskytuje informaci o vydajich
spottebitele na zdkladé pozadované dosazené urovné uzitku.

Definice 2.2.3 — Vydajovd funkce. Vydajova funkce spotiebitele je funkci pozadované
urovné uzitku a cen poptavanych statkl a udava objem vydaju, které spotiebitel opti-
malizujici vydaje utrati za spotfebni statky.

= Piiklad 2.11 UvaZujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uZzitkovou funkci
U=X-Y. (2.59)

S vyuzitim znalosti Hicksovych poptavek urCete vydajovou funkci spotiebitele po
statcich X a Y.
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Uvazujme, ze X* a Y* jsou optimalni mnoZstvi nakupovaného zbozi pfi poZadované
urovni uzitku C. Pak odvodime vydajovou funkci jako

E(Py,Py,C) =Py -X*+Py-Y*
= Px-Hx + Py -Hy

_peJc g o
=Py [Cp B[O

= /C-Px-Py++/C-Py- Py
=2/C-Px-Py

Vydajova funkce spotiebitele je

E(Py,Py,C) =2+/C-Px-Py (2.60)

= Priklad 2.12 Uvazujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uZzitkovou funkci
U=X-Y. (2.61)

Z vydajové funkce urcete nepiimou funkci uZitku spotfebitele.
Pti poZadované trovni uZzitku C jsou vydaje spotiebitele dany vydajovou funkci. Jestlize
je diichod spotiebitele I a spotiebitel vynaklada cely svij diichod, pak musi platit

[=E(Px,Py,C)=2+/C-Px-Py (2.62)
Z rovnice (2.62) si vyjadfime poZzadovanou troven uzitku C:

12

C=—>"—"——. 2.63
4Py -Py (2.63)

Prava Cast tedy udava velikost uZitku raciondlniho spotiebitele v zavislosti na diichodu a
cendch zboZi, pficemz rovnost plati obecné. Tim jsme odvodili nepfimou funkci uzitku

12
V<PX,PYJ):m (2.64)

Shephardova poucka

Mame-li k dispozici vydajovou funkci, miZeme z ni snadno zpétné€ odvodit Hicksovy
poptavky. Postup, jakym toto odvozenim provedeme, ndm fika Shephardova poucka.

Veta 2.2.1 — Shephard, 1953. Hicksovu poptavku spotiebitele po statku X ziskame
derivaci vydajové funkce podle Py, tj.

JE(Px,Py,C)

HX(PX7PY7C): aPX

(2.65)
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Aplikaci poucky provedeme na nésledujicim prikladé.

a Piiklad 2.13 Uvazujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uzitkovou funkci
U=X-Y. (2.66)

Z vydajové funkce E(Pyx,Py,C) = 2+/C - Px - Py urlete Hicksovy poptavky spotiebitele.
Nejprve uréime derivaci vydajové funkce podle Py:

JE(Px,Py,C)
dPy _[ C'PX’PY]
cn 1
VC -Px-Py 2 (2.67)
B
Px
= Hy(Px,Py,C).

I
Px

=4/C

Nyni budeme derivovat vydajovou funkci podle Py:

RO s o h]

JoPy Py
2¢-Px 1
C. P Py 2 (2.68)

C

:HY(PX7PY7C)'

33 5

2.3 Slutského rozklad

Dojde-li ke zméné ceny spotiebniho zbozi, dochazi ve vétsiné pripadii k poklesu nakupo-
vaného mnoZstvi zboZi konkrétnim spotfebitelem. Pfi podrobnéjsim zkoumani tohoto
jevu vSak dojdeme k zavéru, Ze spotiebitel ma dva diivody k tomu, aby sniZil nakupované
mnoZstvi zboZi:

e 7boZi se pro n¢j stalo relativné drazsim a spotfebitel m4d vétsi tendenci nahrazovat
ho dostupnymi substituty,

e pri konstantni nomindlni hodnoté jeho diichodu dochazi k realnému poklesu jeho
hodnoty, protoZe jedna z poloZek jeho spotfebniho kose ma vySsi cenu a ostatni
polozky maji stdle stejnou cenu (tj. spotiebitel jiZ neni schopen nakupovat ptivodni
spotfebni kos).

Na zédklad¢ této uvahy miZzeme definovat substitu¢ni a diichodovy efekt.
Definice 2.3.1 — Substitucni efekt. Substitu¢ni efekt poptavky po zboZzi X je zména
poptavky po zboZzi X dand vlivem zmény poméru cen Py a Py, pficemZ uvazujeme
konstantni redlnou hodnotu diichodu.
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Definice 2.3.2 — Duchodovy efekt. Dichodovy efekt poptivky po zbozi X je
zména poptavky po zboZi X dand vlivem zmény redlného diichodu v diisledku zmény
Px.

= Piiklad 2.14 Marshallova poptdvka spotiebitele po statku X je ddna vztahem

My (Pg,1) = 10+ (2.69)

10- Py

Piivodné byla vyse diichodu spotiebitele / = 120 a cena zboZi Py o = 3. Nyni cena zboZi
klesne na Py 1 = 2. Urcete velikost substitu¢niho a diichodového efektu.

Pfi vypoctu vyuZijeme tzv. pomocnou nomindlni hodnotu dichodu, kterou si oznacime
jako Ip.

Ve vychozi situaci plati

I= PX70 - Xo —}-Py,o Y. (2.70)

V situaci, kdy doslo ke zméné poméru cen, ale uvazujeme konstantni redlnou hodnotu
dichodu, plati

IPZPXJ - Xo —I—Py7()~Y(). 2.71)

p) PouZzivame Slutského definici konstantniho redlného dichodu. Hodnota redlného
dichodu je tedy konstantni tehdy, jestliZe je spotiebitel schopen stdle nakupovat ste-
jny spotiebni koS. Naopak Hicksova definice konstantniho realného diichodu ndm
definuje konstantni redlnych dichod na zdkladé schopnosti spotiebitele dosdhnout
stejné drovné uzitku.

Odectenim obou rovnic ziskdme:

Ip—1=Xy-(Px1—Pxp) . (2.72)
Jestlize Al = Ip — I a APy = Px | — Px o, pak lze rovnici piepsat jako

Al =Xy (Px,1 —Pxo0) =Xo-APx. (2.73)

Ve vychozi situaci plati:

120
Mx (P, I)=10 =104+ —=14. 2.74
X( X,O?PY7 ) +10'PX7() + 30 ( )
Urc¢ime hodnotu pomocného diichodu:
Ip =Xp- (PX71 —PX70) +1=14- (2 — 3) +120 =106. (2.75)

Nyni urime velikost poptavky pro Py 1, Py a Ip:

106
MX(PX,laﬁylP) =10+ 2—0 =15,3. (2.76)
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Velikost substitu¢niho efektu je
MX(PX,17PY7IP) _MX(PX,Ovaal) = 1573 —14= 173 (277)

Pro koncovou situaci plati:

120

My (P I)=10 =10+ — =16. 2.78
Velikost diichodového efektu je
MX(PX,I,PYal) _MX(PX,UPY;IP) =16— 1573 = 077 (279)

Pfimo projevené preference

Teorie pfimo projevenych preferenci je doplitkem k teorii spotfebitele. Jejim autorem
je americky ekonom Paul A. Samuelson. Cilem této teorie je porovnani Zivotni situace
jednoho spottebitele ve vice Casovych obdobich a urceni, zda doslo k jejimu zlepSeni
nebo zhorSeni. Teorie vyuZiva pét typu indexd, které si postupné definujeme. Pro
zjednoduseni budeme opé€t uvazovat dva druhy spotfebniho zbozi — X a Y.

Mnoizstevni indexy

Nejprve si popiSeme mnozstevni indexy. V pifipadé mnozstevnich indexti dosazujeme
do jednoho indexu vZdy nakoupend mnoZstvi zboZi ze dvou riznych obdobi. Cena zboZzi
se vzdy dosazuje do jednoho indexu pouze z jednoho obdobi a slouZi jako vdha. Podle
toho, zda se jednd o Laspeyrestiv nebo Paascheho index, pak volime ceny ze zdkladniho
nebo béZzného obdobi. Zakladni obdobi budeme znacit indexem 0 a soucasné obdobi
indexem 1.

Pomoci této logiky miZzeme snadno sestavit vzorce pro oba indexy. Nejprve si definu-
jeme Laspeyrestiv mnoZstevni index.

Definice 2.4.1 — Laspeyresiv mnozstevni index. Laspeyresiv mnoZstevni index
Lg je déan vztahem

[ — Pxo-Xi+PFPrp-Y

© Pxo-Xo+PFro-Yo

(2.80)

Zménime-li vahy z cen zdkladniho obdobi na ceny bézného obdobi, ziskdme Paascheho
mnoZstevni index.

Definice 2.4.2 — Paascheho mnozstevni index. Paascheho mnoZstevni index Py
je dan vztahem

_ Px1-Xi+FPi-1h
¢ Px1-Xo+Pr1-Yo

(2.81)

Nasledujici véta nam dava navod, jak pomoci mnozstevnich indexd rozhodnout o Zivotni
situaci spotfebitele.
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Veta 2.4.1 Na zdkladé mnoZstevnich indexu lze provést nasledujici rozhodnuti o
Zivotni situaci spotiebitele:

Jestlize Ly < 1, doslo k poklesu Zivotni urovné spotiebitele.

Jestlize Ly > 1, nelze o zmén€ Zivotni drovn€ rozhodnout.

Jestlize Py < 1, nelze o zméné Zivotni trovné€ rozhodnout.

Jestlize Py > 1, doSlo k rlistu Zivotni drovné spotfebitele.

Pocetni priklady jsou u mnoZstevnich indexl jednoduché — sta¢i pouze dosadit do
vzorce.

p ) Neni nutn€ se tyto vzorce uit zpaméti, postaci pamatovat si informaci o tom, Ze
Laspeyrestv index vyuZivd jako vahy ceny zdkladniho obdobi a Paascheho index
ceny bézného obdobi. Pak uz je jednoduché si vzorce indexu odvodit.

a Piiklad 2.15 Spotiebitel nakupuje dva druhy statki: X a Y. Pivodné byla cena Py 4 K&
a Py 4 K¢ a spotiebitel nakupoval 4 kusy statku X a 4 kusy statku Y. V dal$im roce klesla
Px na 2 K¢ a Py stoupla na 9 a spotiebitel nakupoval 5 kusti X a 2 kusy Y. Porovnejte
Zivotni situaci spotiebitele za pouziti Laspeyresova a Paascheho mnoZstevniho indexu.
Dosadime do vzorce:

_4.544.2 28

_Aot4z 28 2.82
0= 44144 %" (2.82)

ProtoZe Loy < 1, doslo k poklesu Zivotni urovné spotiebitele.
Dosadime do vzorce:

2-5+9-2 28

LR ALY 2.83
0T 34594 4" (2.83)

Protoze Pp < 1, nelze s vyuZzitim tohoto indexu rozhodnout o zméné situace spotiebitele.

Cenové indexy

Alternativou k mnoZstevnim indextim jsou cenové indexy. U mnoZstevnich indext
vyuzivame nakupovand mnoZzstvi jako vdhy a ménime dosazované ceny zboZi.
Abychom mohli provést rozhodnuti o tom, jestli se Zivotni situace spotfebitele zlepSila
nebo zhorsila, musime hodnotu cenového indexu porovndvat s tzv. indexem vydajui.
Tento index je pomérem celkovych vydajt spotiebitele v zdkladnim a béZném obdobi,
sestaveni vzorce v nasledujici definici je tedy velmi intuitivni.

Definice 2.4.3 — Index vydaja. Index vydaji je ddn vztahem

L P Xi+P-h

M= = .
Iy Pxo-Xo+Pro Yo

(2.84)

U cenovych indexl opét plati, Ze u Laspeyresova indexu volime vahy ze zdkladniho
obdobi a u Paascheho indexu vdhy z béZzného obdobi. Sestaveni obou vzorct by tedy
nemélo Cinit problém.
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Definice 2.4.4 — Laspeyresiv cenovy index. Laspeyresiv cenovy index Lp je
dan vztahem

P Xo+Pri-Yo

_ ) (2.85)
Pxo-Xo+Prp-Yo

P

Definice 2.4.5 — Paascheho cenovy index. Paascheho cenovy index Pp je ddn
vztahem
P Xi+Pg-h

= . (2.86)
Pxo-Xi+FPrp- Y1

P

K cenovym indextim bychom mohli sestavit analogickou vétu k véte€ 2.4.1, kterd ndm
fika, kdy se situace spottebitele zlepsila, kdy zhor$ila a kdy o ni nelze rozhodnout. U
té€chto indexu to vSak neni nutné, protoZe ndm postaci pravé véta 2.4.1. V nésledujicim
prikladé si ukdZeme, jak pomoci ekvivalentni Gpravy snadno prevést porovnani cenového
indexu a indexu vydajli na porovnani mnoZstevniho indexu a ¢isla 1.

= Piiklad 2.16 Spotiebitel nakupuje dva druhy statkd: X a Y. Pivodné byla cena Py 1
K¢ a Py 3 K¢ a spotiebitel nakupoval 4 kusy statku X a 1 kus statku Y. V dal$im roce
klesla Py i Py na 2 K¢ a spotfebitel nakupoval 4 kusy X a 2 kusy Y. Porovnejte Zivotni
situaci spotiebitele za pouziti Laspeyresova a Paascheho cenového indexu.

Dosadime do vzorce:

2-4+1-2 10
_ o= 2.87
Pl a+31 7 (2.87)
Dale ur¢ime hodnotu cenového indexu M:
2-44+2.2 12
_ - = 2.88
1-4+3-1 7 ( )

Vime tedy, Ze index vydaji ma vyssi hodnotu nez Laspeyrestiv cenovy index, tj:
Lp <M.

RozepiSme si nyni vzorce pro oba indexy:

Px1-Xo+Prap-Yo Pxi-Xi+FPi-Y
Pxo-Xo+Prpo-Yo Pxo-Xo+PFPrp-Yo

Vidime, Ze jmenovatele zlomki na obou strandch nerovnosti jsou stejné a miiZeme je
tedy zkrdtit. ProtoZe jmenovatel (Px o - Xo + Py - Yo) obsahuje pouze nezdporné hodnoty,
je tato Uprava platnd a neménime pii ni znaménko nerovnosti. Po této dpravé nam zbyva
nasledujici nerovnost:

Px1-Xo+Prip-Yo<Pxo-Xo+Pro-Yo.

Upravme si nyni nerovnici tak, abychom na levé strané¢ méli jednicku, tj. celou rovnici
vydélime vyrazem (Py | - Xo+ Py,1 - Yp):

Px1-Xo+Pr1-Yo

Pxo-Xo+FPrp-Yo

1<
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Ale zde ve vyrazu na pravé strané nerovnice snadno pozndme, Ze se jedna po Paascheho
mnoZstevni index, tj. vyraz je identicky s Pp, coZ miZeme snadno dosadit

Pp>1 (2.89)

a podle véty 2.4.1 pak mlizeme vyslovit zavér, Ze situace spotiebitele se zlepsila.
Nyni pouzijeme Paascheho cenovy index. Dosadime do vzorce:

2:442-2 12

1413210 2.90)

P

Hodnota Paascheho cenovy indexu je mensi, nez hodnota vydajového indexu, tj. plati
nerovnost:

Pr<M 2.91)

Abychom mohli vysledek interpretovat, do nerovnosti si dosadime vyrazy definujici
Paascheho cenovy index a index vydaju:

Px1-Xi+FP -1 <Px,1'X1+PY,1'Y1
Pxo-Xi+FPo- Y1 Pxo-Xo+PFPrp-Yo

(2.92)

ProtoZe vyrazy v Citatelich obou dvou zlomkii jsou totoZné, miZeme celou nerovnost
vydélit vyrazem Py | - X; + Py 1 - Y. ProtoZe uvazujeme pouze kladna mnoZstvi nakupo-
vaného zboZi a kladné ceny, nezméni ndm tato operace znaménko nerovnosti. V Citatelich
obou zlomkid nyni mame Cisla 1, jmenovatele se nezménily.

1 1
<
Pxo-Xi+FPoY1 Pxo-Xo+Pro-Yo

(2.93)

Proved’me nyni jesté jednu dpravu. Vyndsobme obé€ strany nerovnosti hodnotou ve
jmenovateli zlomku vlevo, j. vyrazem Py - X + Py -Y; (opét nedochdzi ke zméné
v nerovnosti). Tim ziskdme na levé strané nerovnosti jednicku. Na pravé strané pak
vidime, Ze dany zlomek odpovid4d mnoZstevnimu indexu, protoZe obsahuje pouze ceny
ze zdkladniho obdobi a mnozstvi ze zdkladniho 1 béZného obdobi. Na zdkladé toho, Ze
ceny jsou ze zdkladniho obdobi, miiZzeme navic konstatovat, Ze se jedna o Laspeyresiv

mnozstevni index.
Pxo-Xi+Fro- 1

Pxo-Xo+Prp-Yo
LQ >1

1<

ProtoZze Laspeyrestiv mnoZstevni index je vétsi nez 1, musime na zdkladé véty 2.4.1
konstatovat, Ze o zméné situace spotiebitele v pfipadé tohoto indexu nelze rozhodnout. =
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trzich zboZi a sluZeb. Nyni se zaméfime na vyrobce, ktery na téchto trzich své produkty
nabizi. Formdlné je v neoklasické mikroekonomii teorie firmy velmi blizka teorii
spotiebitele, protoZe rozhodovaci tlohy jsou formulovany obdobné a jejich formalni
feSeni pouziva stejnych matematickych postupt. V pripad¢ teorie firmy budeme mit dvé
ruzné typy tuloh:
e minimalizaci nakladul, kdy ma firma pevné stanoveny objem produkce a fesi, jak
tento objem vyrobit s minimalnimi naklady,
e maximalizaci zisku, kdy firma voli objem vyrobené zboZi a zpisob, jak tento
objem vyrobit, aby pfi tom dosédhla co nejvyssiho zisku.
Uloha minimalizace nakladi je vyznamn4 piedeviim z toho diivodu, Ze jeji vysledek
miizeme dale pouZzit pfi feSeni tilohy maximalizace zisku. Nejprve se ale budeme zabyvat
produk¢ni funkei firmy, kterd je zdkladem neoklasického popisu firmy je klicovou
soucasti vSech nasledujicich uloh.

3.1 Produkéni funkce firmy

Ze zdkladniho kurzu mikroekonomie vime, Ze produkcéni funkce ndm udava maximdlni
mozny objem vyroby pfi daném mnoZstvi vyrobnich faktori. V této kapitole budeme
uvazovat dva vyrobni faktory: préci a kapitdl (kapitdlovy statek).

p) Ze zdkladniho kurzu vime, Ze kromé€ toho existuje jeSt€ teti vyrobni faktor, ktery
nazyvame pada (piirodni zdroje). V praktickych prikladech je ale velmi kompliko-
vané rozliSovat mezi pidou a kapitdlovym statkem. Uvazujeme-li kapitalovy statek
jako vyrobni faktor, ktery je vysledkem predchazejiciho vyrobniho procesu, pak
v fadé€ pripadi je i ptida kapitdlovym statkem. Intuitivnim piikladem je zde orna
puda. Pidu v drtivé vétsin€ neni mozné ihned pouZzit k zeméd€lské Cinnosti, ale je
potieba ji pripravit (napf. odstranénim soucasné vegetace apod.). Takto upravena
pida uz ale je vysledkem predchoziho vyrobniho procesu a lze na ni pohliZet jako
na kapitalovy statek.
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Pojem maximalni je v textu v souvislosti s faktem, Ze neefektivni firma miiZe se ste-
jnym objemem vyrobnich faktord vyrobit mensi mnoZstvi zbozi nez efektivni firma.
Problematiku vyrobni efektivnosti firem vSak prenechame dal$im predmétim a budeme
predpoklddat efektivni firmu, pro kterou plati, Ze hodnota produkéni funkce je rovna
skute¢né vyrobenému mnozstvi zboZi.

Déle budeme predpoklddat, Ze firma vyrabi jeden druh findlniho produktu a vSechny
vyrobené kusy jsou homogenni. UvaZujeme, Ze 1 nakupované vyrobni faktory se mezi
sebou kvalitativné nelisi.

Mezni mira substituce

Mezni mira substituce (nebo také mezni mira substitute ve vyrobé€) je jednim ze zak-
ladnich pojmu v teorii firmy a je uziteCna i pii feSeni ndsledujicich optimalizacnich
uloh.
Definice 3.1.1 — Mezni mira technické substituce. Mezni mira technické substi-
tuce udava, o kolik jednotek musi firma zvysit pouZiti jednoho vyrobniho faktoru,
pokud sniZi pouZiti druhého vyrobniho faktoru pfi zachovéni objemu vystupu a je
definovadna vztahem

IQO(K,L)
. Mp g
MRTS = P = anI?L) ) (3.1)

UkaZme si vypocCet mezni miry technické substituce na konkrétnim prikladé.

= Piiklad 3.1 Vyroba firmy je charakterizovand produkéni funkcei
O(K,L) =8L-K? (3.2)

Urcete mezni miru technické substituce pii L =2 a K =4.
Urc¢ime mezni produktivitu price jako

aQ(K7L) 2
MPp=———"*=8K .
/9 5L 8 (3.3)
a mezni produktivitu kapitalu jako
dO(K,L)
MPg = =16L-K 34
K K (3.4)

Provedeme dosazeni do vzorce pro MRT'S:

8K*  8-16
16L-K  16-2-4

MRTS = — —1 (3.5

Vynosy z rozsahu

Dalsim pojmem, dobfe zndmym ze zdkladniho kurzu mikroekonomie, jsou vynosy z
rozsahu. Mame-li k dispozici produk¢ni funkci firmy a je-li tato funkce homogenni
ve vSech proménnych (viz definice 2.1.8 na strané 32), pak miizeme snadno urcit typ
vynosi z rozsahu pro danou firmu. PouZijeme k tomu nasledujici vétu.
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Veta 3.1.1 Uvazujme funkci homogenni stupné a ve vSech proménnych. Vynosy z
rozsahu jsou

e rostouci, pokud a > 1,

e klesajici, pokud a < 1,

e konstantni, pokud a = 1.

Dikaz tohoto tvrzeni je zcela zfejmy. Uvazujme, Ze firma zméni mnoZstvi v§ech vyrob-
nich faktor zapojenych do vyroby x-krét. Je-li funkce homogenni stupné a, pak se
objem vyrabéného zbozi zméni x*-krat. Tj. pokud a = 1, pomér nového a ptivodniho vy-
robeného mnoZstvi zboZi je stejny jako pomér nového a piivodniho mnoZstvi vyrobnich
faktorti. Pro a > 1, resp. a < 1 Ize vétu odiivodnit zcela analogicky.

= Piiklad 3.2 Vyroba firmy je charakterizovand Cobb-Douglasovou produkéni funkei
O(K,L)=K?-L? (3.6)

1. Rozhodnéte, zda je funkce homogenni ve v§ech proménnych.
2. Pokud ano, urcete typ vynosi z rozsahu.
Nejprve ur¢ime, zda je funkce homogenni ve vSech proménnych:

—

1
O(c-K,c-L)=(cK)2-(cL)?
_ b
14 1
=_C KZ . LZ
=c'-Q(K,L)
Produkéni funkce je homogenni stupné jedna ve vSech proménnych.
Produk¢ni funkce Q(K,L) =K 2. L2 mé konstantn{ vynosy z rozsahu. .

V piipadé Cobb-Douglasovy produk¢ni funkce 1ze dokonce obecné dokdzat, Ze velikost
vynost z rozsahu je dana soutem exponenti mnozstvi prace a kapitdlu. Je-li soucet
exponentl roven 1, pak jsou vynosy z rozsahu konstantni. Je-li soucet exponentii mensi
neZ 1, jsou vynosy z rozsahu klesajici a konecné je-li soucet exponentl vétsi nez 1, jsou
vynosy z rozsahu rostouci.

Procvi¢me si vypocet na dalSim prikladé.

= Piiklad 3.3 Vyroba firmy je charakterizovand produkéni funkcei
O(K,L)=K? +L? 3.7)

1. Rozhodnéte, zda je funkce homogenni ve vSech proménnych.
2. Pokud ano, urcete typ vynost z rozsahu.
Nejprve uréime, zda je funkce homogenni ve vSech proménnych:

O(c-K,c-L) = (cK)2 + (cL)?
K?+tcll?
<K +L%)

—_

N —
DI—

c

D=
Nl—

c
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Produkéni funkce je homogenni stupné 1/2 ve vech proménnych. Funkce md klesajici
vynosy z rozsahu. .

Minimalizace ndklad
Podobné jako v predchozich subkapitolach, zacneme i zde formalni definici dlohy.

Definice 3.2.1 — Uloha minimalizace nékladu firmy. Uloha minimalizace ndk-
ladi firmy znamena nalezeni

min w-L+r-K
Lk (3.8)
za podminky Q(K,L) = Q.

Dilezité je, ze uvazujeme pevné (a exogenné) dané mnoZzstvi zbozi, které ma firma
vyrobit. V na$i formulaci dlohy toto mnoZstvi zna¢ime Q. Je zfejmé, Ze w oznacuje
cenu prace a r cenu kapitdlu. Uvazujeme, Ze ceny jsou fixni, tj. trh prace i trh kapitalu
jsou dokonale konkurencni. Firma tedy fesi otdzku, kolik prace a kolik kapitdlu ma
nakoupit, aby vyrobila poZadované mnoZstvi zboZi Qy a soucasné aby suma jejich
celkovych vydaji byla minimalni.

p Podivdme-li se pozornéji na formulaci Hicksovy tlohy (definice 2.2.1 na stran€ 35),
pak miiZeme konstatovat, Ze pouhou zménou ndzvu proménnych bychom tlohu
minimalizace ndkladd firmy zaménili za dlohu minimalizace vydajt spotfebitele.
Matematicky se tedy jedna o naprosto totoznou tlohu.

Formalné se tedy opé€t jednd o vazanou optimalizacni dlohu a miZeme opét pouZit
metodu Lagrangeovych multiplikétort.

K feseni tloh minimalizace ndkladu Ize ale pouZzit i mezni miru technické substituce,
kterou jsme si definovali v pfedchozi subkapitole.

Véta 3.2.1 Firma minimalizuje ndklady na vyrobu, jestlize se pomér meznich cen
vyrobnich faktorti rovna poméru meznich produktivit vyrobnich faktort, tj. musi platit

MP,
S _ W (3.9)
M PK r
Ekvivalentné 1ze podminku zapsat jako
MP,
MRTS=——*% - _" (3.10)
M PK r

V nésledujicim prikladé si ukdZeme, Ze obé metody vedou ke stejnému vysledku.

= Piiklad 3.4 Vyroba firmy je charakterizovana Cobb-Douglasovou produkéni funkei
QO(K,L)=2K-L (3.11)

Firma nakupuje praci za cenu w = 3 a kapitél za cenu r = 6 a planuje vyrobit Q = 900
kusii zbozi. Spocitejte minimalni objem ndkladd na vyrobu.
Ulohu Ize fesit dvéma zpiisoby:
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e s vyuzitim MRTS,
e metodou Lagrangeovych multiplikatort.
Konkrétné v naSem piipadeé:
min w-L+r-K
LK (3.12)
za podminky 2K-L=900.

Uréime mezni produktivity faktora

JQ(K,L)
MP, = ———= =2K 3.13
L 5L (3.13)
dO(K,L)
MPy = —/———~ =2L 3.14
K oK (3.14)
Dosadime do rovnosti:
2K 3
— == 3.15
2L 6 (3-15)
Z rovnice plyne, Ze L = 2K.
Nyni vyuzijeme rovnici podminky a dosadime L = 2K:
2K - L =4K* = 900. (3.16)

Protoze K > 0 a L > 0, rovnice mé jediné feSeni K = 15. Protoze L = 2K, L = 30.
Nyni uréime objem nakladi:

3-304+6-15=180 (3.17)

Firma muze vyrobit 900 kust zboZi s minimalnimi naklady 180.
Nyni pouZijeme metodu Lagrangeovych multiplikatord. Lagrangeova funkce ma tvar

% =3L+6K+ A (2K - L—900) (3.18)

Urcime jeji parcidlni derivace a poloZime je rovny nule:

0L
— =34+1-2-K=0
gL "
0
— =6+A4-2-L=0
ok "
0L
—— =2K-L-900=0
ar
Z prvnich dvou rovnic si vyjadiime proménnou A:
3 6
2K 2L
Dosadime do prvni rovnice
6
3——-2:K=0. (3.19)

2L
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Opét zjist'ujeme, Ze

K=3. (3.20)

Dosadime do derivace derivace podle A:
L* =900 (3.21)

Protoze L > 0, feSenim je L = 30. Z toho plyne, Ze K = 15 a minimalni néklady jsou
180. u

Podminéné poptavky
Podminénd poptédvka je jiZ novym pojmem, ktery se v zdkladnim kurzu mikroekonomie
standardné nevyskytuje. Zacnéme tedy jeho definici.

Definice 3.2.2 — Podminénd poptavka. Podminénd poptdvka firmy po vyrobnim
faktoru X udava mnozstvi vyrobniho faktoru X nakupovaného firmou v zavislosti na
cené vSech vyrobnich faktorti a poZadovaném objemu produkce.

p) JiZz jsme si fekli, Ze dloha minimalizace ndkladi firmy je obdobou Hicksovy tlohy.
Mizeme dale konstatovat, Ze podminéné poptavky po vyrobnich faktorech jsou
obdobou Hicksovych poptavek.

Podminéné poptavky po vyrobnich faktorech odvodime metodou Lagrangeovych multi-
plikatort.

= Piiklad 3.5 Vyroba firmy je charakterizovand produkéni funkcei
O(K,L) = K? +L? (3.22)

Urcete podminéné poptavky po vyrobnich faktorech.
Sestavime Lagrangeovu funkci:

g:w-L+r-K+A(K%+L%—Qo> (3.23)

Urcime jeji parcidlni derivace a poloZime je rovny nule:

A | ]
I—W‘i‘l z L 2—0,
0% 1 1
oK~ Ay k=0,
0% 11

Z prvnich dvou rovnic si vyjadiime proménnou A:

A= —2w-L% = —2r-K%.
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Do parcialni derivace podle L dosadime A = —2r-K 2
111
W_2r.K2.§-L 2:0 (3.24)
Provedeme nékolik tprav

—

w
r

Sllke

(S]]

(3.25)
Z parcidlni derivace podle A si vyjadiime L= Oo—K 2 a dosadime:

K2

1
w
w .
' Qy—K2

(3.26)
Vyraz upravime na
00 kP kb
r r
. w
K2 = L.
Qo O

(3.27)

=

(3.28)
Vyjadienim K jako (a dpravou H% =

2
K= (Qor_t/w) ’

coz je podminénd poptavka po kapitélu.

w 7 7z
- +W) ziskame rovnost

(3.29)

Zbyva odvodit podminénou poptidvku po L. Do druhé parcidlni derivace dosadime
K= (Q()'rJrlw)2 ald=—2w-L3:

1 w 2
o)

)=

r—2w-L

=0. (3.30)
Provedeme nékolik Uprav a ziskdme
L2
W .
r= oy (3.31)
Qo 7w
A vyjadiime podminénou poptavku po préci jako

r 2
1= (o0}

(3.32)
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Izokvanty

Izokvanta je opét pojem dobfe zndmy ze zdkladniho kurzu mikroekonomie. UvaZu-
jme soufadnicovou osu, kde na osich mame mnozstvi vyrobnich faktori zapojenych
do vyroby. Pro vSechny kombinace mnoZstvi vyrobnich faktord, které leZi na jedné
izokvanté, plati, Ze vyrobené mnoZzstvi produkce je shodné. Ve trojrozmérném zobrazeni
produk¢ni funkce si 1ze izokvanty predstavit jako vrstevnice (hladiny) produkéni funkce.
Novym pojmem pro nds mozné bude dlouhodoba stezka expanze produktu.

Definice 3.2.3 — Dlouhodobd stezka expanze produktu. Dlouhodob4 stezka
expanze produktu je mnoZina optimdlnich kombinaci vyrobnich faktora pfi jejich
konstantnich cendch a pfi riznych drovnich vystupu.

Rovnici izokvant i dlouhodobou stezku expanze produktu miZeme snadno odvodit z
produkéni funkce, coZ si ukdZzeme v nasledujicim piikladé.v nasledujicim prikladé.

= Piiklad 3.6 Vyroba firmy je charakterizovand produkéni funkcei
O(K,L) =K? +L? (3.33)

Urcete rovnice izokvant.

Ovéite, zda jsou izokvanty konvexni a klesajici.
Urcete rovnici dlouhodobé stezky expanze produktu.
4. Zakreslete dlouhodobou stezku expanze produktu.

Produk¢ni funkce je zaddna vyrazem

W=

OK,L)=K? +L. (3.34)
Rovnici izokvanty pro urcité Qg urc¢ime vyjaddienim K z produkéni funkce.
K1=Qp—L. (3.35)
Pro K > 0 a L > 0 ziskdme rovnici izokvanty
1\ 2
K= (Qo —Lz) . (3.36)

Urcime, zda pro K > 0 a L > 0 je izokvanta klesajici.
VyuZzijeme prvni parcidlni derivaci:

(;—Iz:2<Q0—L§)-<—%-LI) ) (3.37)

(]

Provedeme nékolik jednoduchych dprav vyrazu vyjadfujiciho, Ze smérnice izokvanty je
negativni:

1
2(Qo—1t)- (—E-L—%) <0,
QoL 24+1<0,

0o >L?,
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coz pro K > 0 plati vzdy, izokvanta je tedy klesajici funkci.
Nyni ovéfime, zda je izokvanta konvexni.

02K | S | 3

Z |93 1} — —.L7320,. )

o = L] =50 (3.3
Zbyvé ovéit, 7e

1

~ L7320y >0. (3.39)

2
Ale to pro Qp > 0 a K > 0 plati vzdy, izokvanta je tedy konvexni.
Pfi odvozovéni vyjdeme z rovnic podminéné poptavky po kapitilu K = (Qo . HLW)Z a

.. 2
pro praci L = (Qo . wa) .
Z obou rovnic si vyjadiime Qg:

r+w r+w
VK- " =Qy=VL- —. (3.40)
Provedeme jednoduchou tpravu
VK ="2.VL. (3.41)
r

Rovnice dlouhodobé stezky expanze produktu ma tvar

K= (K)z.L, (3.42)

r

Z rovnice dlouhodobé stezky expanze produktu je patrné, Ze firma bude vyuZzivat oba
vyrobni faktory vZdy v konstantnim poméru, ktery je ddn druhou mocninou poméru
jejich cen. Tento vysledek neni ndhodny, protoZe stejnd zdkonitost plati pro vSechny
homogenni produk¢ni funkce.

Dlouhodoba stezka expanze produktu

=20 0 20 40 60 80 100 120
. \ h \ . . 30

251 F25
207 F20
151 F15

10 - 10

-5 T T T T T T -5
-20 0 20 40 60 80 100 120

Ndkladové funkce

Dal$im zndmym pojmem ze zdkladniho kurzu mikroekonomie je ndkladova funkce,
kterd urcuje vysi nakladd firmy na vyrobu v zdvislosti na objemu vyrdbéného zbozi.
Naklady firmy samoziejmé zavisi i na cendch vyrobnich faktord (které stale povazujeme
za fixni). Ndkladovou funkci firmy mizeme snadno odvodit z podminénych poptavek,
jak je ukdzano v nasledujicim piikladu.



54 Chapter 3. Teorie firmy

p) Opétse miZeme vratit k nasi analogii s Hicksovou dlohou. Nakladové funkce firmy
jsou obdobou vydajové funkce spotiebitele a postup odvozeni je opét analogicky.

Nejprve si ze zakladniho kurzu pfipomenime definici funkce primérnych ndklada.

Definice 3.2.4 — Funkce priamérnych ndkladi. Funkci primérnych nakladi
urCime ze vztahu

LAC(w,r,Q) = W (3.43)

Ani funkce meznich ndkladl pro nds neni novym pojmem.

Definice 3.2.5 — Funkce meznich ndkladu. Funkci meznich ndkladt uréime ze

vztahu
JdLTC
LMC(w,r, ) = ZELC10) (3.44)
0
= Piiklad 3.7 Vyroba firmy je charakterizovand produkéni funkei
O(K,L)=K?+L2. (3.45)

S vyuzitim znalosti podminénych poptdvek po vyrobnich faktorech urcete funkci
celkovych, primérnych a meznich naklada.

Podminéna poptavka po kapitdlu ma tvar K = (Qo . rJFLW)2 a podminéné poptavka po
L. 2
praci L = (Qo . quLw) .
Celkové naklady jsou dany platbami za vyrobni faktory, tj.
w-L+r-K. (3.46)

Dosadime podminéné poptavky

- \2 w \2

W.(Q.r+w) +r'(Q'r—|—w)

W'QZ.FZ 7'~Q2'W2
TP (rw)p?

r-Q% w(r+w)
T rwp

Q%-r-w
- r+w

— LTC(w,1,Q)
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Pro urceni funkce primérnych nakladd jednoduse dosadime do vzorce v definici 3.2.4.

QZ‘V'W

Q . r . W
LAC = = 3.47
(mr0) =t = £ (347
Vzorec pro funkci meznich nakladi pak mame v definici 3.2.5.
2 /
o 20-r-
LMC(w,r,Q) = [Q s W} _Lrw (3.48)
r+w 0 r+w

Shephardova poucka

U tlohy minimalizace ndkladi se opét setkaivame se Shephardovou pouckou, se kterou
jsme se seznamili u Hicksovy dlohy. Shephardova poucka nam ik, jak z ndkladové
funkce zpétné€ odvodit funkce podminénych poptavek po vyrobnich faktorech.

Veta 3.2.2 — Shephard, 1953. Podminénou poptavku po prici ziskame derivaci
ndkladové funkce podle ceny prace w, tj.

ALTC(w,r,Q)

LinrQ) = ==~

(3.49)

Pro kapitél plati poucka analogicky.

Poucku vyuZijeme v feSeni nasledujiciho piikladu.

» Piiklad 3.8 Funkce dlouhodobych celkovych ndkladi firmy je ddna vztahem

Q2 rew
LTC = 3.50
(0,10) = =~ (3.50)

Odvod’'te podminéné poptavky po vyrobnich faktorech.
Urcime derivaci ndkladové funkce podle w

ILTC(w,r,Q)

dw

_ QP r(rtw) = (Q%r-w)

B (r+w)?

. Q2'72+Q2'r'W—Q2‘r‘W

(r+w)?
2
=1 Q- 4
( 0y + w)
= L(Wa T, QO)

C o . P 2
Podminéna poptavka po praci ma tvar (Qo . HLW) .
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Urcime derivaci ndkladové funkce podle r

ALTC(w,r,Q)
ar
@ owlrw) — (@ rw)
N (r+w)?
B Q> w-r+0Q*w*—0Q%r-w
N (r+w)?
w \2
= <Q0' r+w)
= K(w,r,Qp)
Podmin&nd poptdvka po kapitdlu ma tvar (Qp - HLW)Z .

Maximalizace zisku

Komplexnéj$i pohled na hospodafeni firmy ndm nabizi dloha maximalizace zisku.
Zatimco u minimalizace ndkladii mdme pevné stanoveno, kolik zboZi m4 firma vyrobit,
pri uloze maximalizace zisku musime o vyrdbéném objemu zboZi rozhodnout. Stdle
vSak mdme na paméti nase tivahy o minimalizaci ndkladi a tento objem zboZi chceme
vyrobit co nejlevné;ji.

Velmi jednoduchad je situace v piipadé, Ze uz mame k dispozici ndkladovou funkci firmy.
V nékladové funkci je jiz obsazena informace o tom, jaké jsou minimalni ndklady na
vyrobu urcitého mnozstvi zboZzi. To ndm zarucuje, Ze maximdalni rozdil mezi hodnotou
trzeb a hodnotou ndkladové funkce je maximalnim moZnym ziskem a Ze tento zisk
nemuze byt navysen tak, Ze by se dané mnoZstvi zboZi vyrobilo jinou (a levné&jsi)
kombinaci vyrobnich faktort.

Kli¢ovym pojmem v teorii firmy je funkce zisku, kterou si nyni definujeme.

Definice 3.3.1 — Funkce zisku. Funkce zisku 7 udava zisk firmy v zavislosti na
cené prace w, cené kapitdlu r a prodejni cené zboZzi P.

Ulohu maximalizace zisku miZzeme fesit dvéma zptisoby:

e dvoustupniovou metodou,

e jednostupnovou (piimou) metodou.
Dvoustupriovd metoda predpokladd, Ze budeme nejprve fesit ilohu minimalizace naklada
(pfipadné vyuZijeme feSeni této tlohy), a poté se budeme zabyvat maximalizaci zisku.
Piima metoda predpokladd, Ze pfi feSeni maximalizace zisku vyjdeme piimo z produkéni
funkce. Dvoustupiiovd metoda je tedy vypocetné naro¢néjsi, pii pouZiti pifimé metody
v8ak neziskdme informace o ndkladové funkci LTC(w,r,Q). Probereme si tedy obé
metody.

Dvoustupniova metoda

Nejprve si dvoustupniovou metodu formalné definujme.
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Definice 3.3.2 — Dvoustupnova metoda. Dvoustupiiovd metoda maximalizace
zisku firmy pfedpoklada nejprve minimalizaci ndkladui (tj. odvozeni funkce LTC).
Poté fesime tlohu:

max T=P-Q—LTC(w,r,Q)
0 (3.51)
za podminky Q > 0.
Na tvod si vypocteme ndsledujici jednoduchy priklad.

= Piiklad 3.9 Funkce celkovych ndkladi firmy je ddna vztahem
LTC = 20000+ Q2. (3.52)

Urcete objem vyroby, ktery maximalizuje zisk 7, pfi cen€ zboZzi P = 500. Dale urcete
zisk firmy.

Protoze zname funkci LT C, miZeme vyjit z funkce zisku pro dvoustupriovou optimal-
izaci:

kde hodnoty P, w a r povaZzujeme za konstanty.
Funkce zisku m4 tvar

n(Q) =500-Q — 20000 — Q. (3.54)
Urcime prvni derivaci funkce zisku

on /
20-" =P—-MC=500-2-0Q, (3.55)

Polozime derivaci rovnu O:
500—-2-0=0. (3.56)

Optimalni mnozstvi vyrobeného zboZzi je Q = 250.
Dosadime Q = 250 do funkce zisku:

7 = 500250 — 20000 — 250? = 42500. (3.57)

Zisk firmy je 42500. .

ProtoZe odvozovani ndkladové funkce firmy jsme se vénovali v predchozi subkapitole, v
nasledujicim piikladé se zaméfime na druhou ¢4ast ulohy. Nédkladova funkce firmy je
soucdsti zadani prikladu.

NaSim ukolem bude urcit funkci nabidky firmy, pfi¢emz funkci nabidky budeme
chédpat jako funkci uddvajici mnoZstvi zboZi, které bude firma nabizet na dokonale
konkurenénim trhu, v zdvislosti na cené zboZi, cené prace a cen¢ kapitélu.

= Piiklad 3.10 Vyroba firmy je charakterizovand produkéni funkei

0=f(K,L)=K2?+L2 (3.58)
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Firma nakupuje prici za cenu w, kapitdl za cenu r a prodava své vyrobky za cenu P.
Dvoustupniovou metodou a s vyuZitim znalosti funkce

2. p.
Lre=2-"" (3.59)
w—+r
urcete funkci nabidky a funkeci zisku firmy.
Urcime parcidlni derivaci funkce zisku podle Q a polozime rovnu 0:
an
— =P—LMC(w,r,Q) =0, (3.60)
0
Je zfejmé, Ze
2wl 20-r-
P = LMC(w,r,0) = lQ 4 W} 0w 3.61)
r+w 0 r+w
Z parcialni derivace ur¢ime funkci nabidky Q.
1 2-r-w
—-—= =, 3.62
Q P(r+w) (3.62)
P-
0= M . (3.63)
2-r-w
Nabidka firmy
-2 0 2 = 6 8 10 12
50_|||||||||||||||||||||||||||_50
40 — 3—40
30 — 3—30
a 20 —f - 20
10 — — 10
0 — Lo
-7 7777110
-2 0 2 4 6 8 10 12
Q

3.3.2 Pfima metoda

V této subkapitole se budeme vénovat piimé metode. Nejprve si ji forméalné definujme.

I Definice 3.3.3 — Pfimd metoda. Pfimou metodou pfi maximalizaci zisku firmy
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mame na mysli feSeni ndsledujici dlohy:

max n=P-QK,L)—w-L—r-K
KL (3.64)
za podminek K >0,L>0.

Z formélni definice je zfejmé, Ze se jednd o ulohu volné optimalizace, protoZe naSe
podminky omezuji pouze obor hodnot moznych feSeni, nemdme ale zadanou podminku
explicitné jako rovnici. Pfi pfimé metod€ rovnéZ odvodime poptdvky po vyrobnich
faktorech, jednd se vSak o jiné funkce neZ v piipadé nepfimé metody.
Definice 3.3.4 — Poptdavka po vyrobnim faktoru. (Nepodminénd) poptdavka po
vyrobnim faktoru uddvd mnoZstvi vyrobniho faktoru, které firma nakupuje a je
odvozena pfimou metodou. Poptavka po vyrobnim faktoru je funkci ceny findlniho
produktu P a cen vyrobnich faktord w a r.

= Piiklad 3.11 Vyroba firmy je charakterizovana produkéni funkei
FK,L)=K?+L2. (3.65)

Firma nakupuje préci za cenu w, kapitdl za cenu r a prodava své vyrobky za cenu P.
Odvod’te funkci poptavky po kapitélu, poptavky po praci a funkci zisku 7.
V naSem piipadé plati

A(K,L)=P- (K +L?) —w-L—r-K. (3.66)

Vzhledem k obecnym predpokladiim na produkéni funkei staci urcit optimum na zakladé
podminek prvniho fadu:

on
0K

V optimu musi platit
P-MPg =r, (3.67)
tedy mezni platba za vyrobni faktor r se rovna meznimu piijmu z vyrobniho faktoru

P-MPg.
Vyjadiime s nyni K, abychom ziskali poptavku po kapitalu.

K_%_r-Z
P
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Analogicky odvodime poptavku po préci:

ol s 2 . . 2
Poptédvka po kapitdlu je ddna vztahem K = f7 a poptavka po prici vztahem L = 4‘_07.
p) V piipad¢ aditivn€ separabilni produkéni funkee (soucet funkcei jednotlivych
proménnych K a L) nejsou poptavky po vyrobnich faktorech funkci ceny druhého
vyrobniho faktoru a formaln¢€ jsou tedy shodné s poptavkami po vyrobnich fak-
torech ze zdkladniho kurzu.

Zisk odvodime dosazenim funkci poptavek K a L do funkce zisku.

A(K,L)=P- (K2 +L?)—w-L—r-K

P2 P2 Il P2 P2
) =w- (o)~ ()

P2 (w+r)
4-w-r

Funkeci zisku jsme opét odvodili jako 7 = Pziwfrr). Funkce zisku je stejna jako pri

vypoctu dvoustupriovou metodou. .

3.3.3 Funkce zisku
Obdobné jako tomu bylo u funkce ndkladii, miiZeme i z funkce zisku zpétn€ pomoci
derivace odvodit nékteré dalsi funkce. Zpiisob, jakym to 1ze provést, ndm ukazuji nasle-
dujici tfi véty. Prvni ndm tik4, jak z funkce zisku odvodit funkci nabidky.
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Veéta 3.3.1 Funkci nabidky lze z funkce zisku odvodit pomoci vztahu

on(w,r,P) Jd(P-Q—w-L—r-KQ)
oP JP

=Q(w,nP), (3.68)

tj. zderivujeme funkce zisku podle ceny.

Dalsi dvé véty pak ukazuji odvozeni poptdvek po vyrobnich faktorech.

Veéta 3.3.2 Funkci poptavky po praci Ize z funkce zisku odvodit pomoci vztahu

on(w,r,P) d(P-Q—w-L—r-KQ)
ow B ow

= —L(w,P). (3.69)

Véta 3.3.3 Funkci poptavky po kapitdlu I1ze z funkce zisku odvodit pomoci vztahu

dn(w,rn,P) Jd(P-Q—w-L—r-KQ)
] = — _K(r,P). (3.70)

V nésledujicim ptikladé je pouZito pravidlo o derivaci podilu, které si zde pro pfipomenuti
uvedeme.

Véta 3.3.4 — Derivace podilu. Uvazujme funkce f(x) a g(x). Jejich podil
@ (3.71)
8(x)
derivujeme podle vzorce
[ﬂx)] ) 80— 108 a7
g(x) 1 g*(x)
Nasledujici priklad je trividlni aplikaci vySe uvedenych vét.
a Piiklad 3.12 Z funkce zisku, kter4 je ddna vztahem
P2 (w+r)
pP) — 3.73
ﬂ(w7 r? ) 4 Wer ) ( )
urCete funkci nabidky poptavky po kapitalu a poptavky po praci.
Nejprve odvodime funkci nabidky, tj. derivujeme funkci zisku podle ceny.
on(w,r,P) [P*-(w+r)
o | 4w |p
2P P
S PO o)

4r-w 2r-w
Nyni derivujeme funkci zisku podle ceny prace a ziskame tak funkci poptavky po praci.
Pro ziskani findlniho tvaru bychom museli (v souladu s vyse uvedenou vétou) ndsobit
vysledek derivace ¢islem —1. Ekonomické odiivodnéni spociva ve faktu, Ze pfi rustu
ceny price bude nakupované mnoZstvi prace klesat.



62 Chapter 3. Teorie firmy

!

on(w,r,P) {Pz-(w—kr)} _APYwr—4P*(w+r)-r

aw 4-w-r 16-w2 . r2
Aw-r—A4w-r—4r? —1
= pP? = P? = —L(w,1,P
16-w?-r2 4-w? (w1, P)

Nyni zbyva odvodit poptavku po kapitdlu. Funkci zisku tedy derivujeme podle ceny
kapitélu.

on(w,r,P) {Pz-(w—kr)}/_4P2-w-r—4P2(w—|—r)-w

or 4.-w-r 16-w2 .72
Aw-r—4w-r—4w? —1
= p? = p? =—K(w,r,P
16-w2 .72 4.r2 (w,r, P)

V dalSim ptikladé¢ se opét vracime k pojmu homogenity funkce.
= Priklad 3.13 Funkce zisku je ddna vztahem

Pz-(w—i-r)'

74
4-w-r (3-74)

w(w,r,P) =

Urcete stupenn homogenity funkce ve v§ech proménnych. Dale zakreslete funkci vyjadiu-
jict velikost zisku v zavislosti na cené piiw =3 ar = 6.

(c-P)*-(c-w+c-r) A Prc(wr) G PHw+r)

n(c-w,c-rc-P)=

4-(c-w)-(c-r)  4-cow-cor  d-cEwer
P2
= c—4(.v:‘j—rr) =cl n(wr,P)

Funkce zisku je homogenni stupné 1 ve v§ech proménnych.

Funkce zisku
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Zdakladni DSGE model

Lucasova kritika

Stochastické Soky

Walrastyv aukciondr

ZAakladni DSGE model
Numerické feseni a simulace

Model s exogenni nabidkou prace

Model s endogenni nabidkou prdce
Knihy -
Clanky

Jednou z nejmodernéjsich soucasti ekonomie je vyzkum DSGE modeld, neboli dynam-
ickych stochastickych modelli vS§eobecné rovnovahy. Tento typ modelt je v soucasné
dobé pouzivan fadou centrdlnich bank a dalSich ekonomickych instituci k predikcim
vyvoje ekonomiky a k fizeni ménové a fiskdlni politiky.

R DSGE modely v soucasnosti nahrazuji dfive pouZivané nestrukturni VAR modely.
Zatimco nestrukturni VAR modely byly zaloZeny na soustavé ekonometrickych
rovnic, DSGE modely zpravidla obsahuji mikroekonomickou strukturu. Nelze
vSak fici, Ze by doslo k dplnému vytlaceni nestrukturnich VAR modeld z pole
zajmu ekonomi. Hlavnim divodem je to, Ze predikéni schopnosti DSGE modeld
nejsou o0 mnoho lepsi.

4.1 Zdakladni DSGE model

Nejprve si popiSeme nékolik fundamentalnich pojmd, které se vazou k DSGE modeltim.
Pii konstrukci modelt obvykle rozliSujeme dva pojmy — centralizovany a decentralizo-
vany model.

Definice 4.1.1 — Decentralizovany model. Model s domécnostmi a firmami,
které jsou navzajem propojené prostiednictvim explicitné definovanych trht. Pro
rovnovahu v modelu je nutné uvazovat splnéni podminek parcidlni rovnovahy na
jednotlivych trzich.

Decentralizované modely jsou bliZsi verzi teorie vSeobecné rovnovéhy tak, jak je
vyucovéna v zdkladnich kurzech mikroekonomie.
I Definice 4.1.2 — Centralizovany model. Pouze jeden reprezentativni subjekt bez

explicitniho vyjadreni trhi.

Centralizované modely jsou Casto oznaCovany jako modely s benevolentnim diktatorem.
Tento diktdtor vlastné urCuje spotifebu, odvedenou préci, tspory a dalsi rozhodnuti
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domécnosti, pficemz jedinym zdjmem tohoto diktdtora je maximalizace uZitku domac-
nosti (od toho plyne ndzev benevolentni). Verze modelt s benevolentnim diktatorem

byva zpravidla matematicky jednodussi, feSeni modeld je ale u obou verzi stejné.
Vyhodou mikroekonomické struktury DSGE modeli je robustnost vii¢i Lucasové kritice.

Lucasova kritika

Lucasova kritika je vyznamny koncept formulovany americkym ekonomem Robertem
Lucasem v roce 1976. Lucas kritizoval predevSim (tehdy Siroce pouZzivané) keyne-
sidnské makroekonomické modely, které pfi predikcich zmény ekonomického vyvoje
nezahrnovaly reakci ekonomickych subjektd na tyto zmény. Lucas tento koncept demon-
stroval na Phillipsové kiivce, tj. funkci uddvajici vztah mezi inflaci a nezaméstnanosti.
Dlouhodobé expanzivni monetarni politika, kterd se snazi snizit nezaméstnanost, se ve
skutecnosti miize ukdzat jako nedcinnd, protoZe ekonomické subjekty zahrnuji predpok-
lad budouci vysoké inflace do svych ocekavani a tomuto o¢ekavani pak prizptisobuji i
své chovani.

p Lucasovu kritiku Ize popsat i na nasledujicim extrémné zjednoduseném piikladeé.
Uvazujme tzemni oblast s vysokou drovni policejni ochrany a nizkou kriminal-
itou. Jaky bude disledek sniZeni rozpoétu policie pro danou oblast? Zlocinci
pravdépodobné v této oblasti rozsiti své plisobeni, protozZe se snizi pravdépodob-
nost jejich dopadeni a potrestani. Tito zloCinci tedy aktivné reaguji na tuto zménu
a prizpusobuji této zméné své chovani.

Usporn4 opatieni, kterd sniZuji Groveii policejni ochrany v nékterych lokalitdch s
oddvodnénim nizké kriminality, jsou tedy (v pfeneseném slova smyslu) v rozporu
s Lucasovou kritikou.

Stochastické soky

Vyznamnou soucdsti DSGE modelt jsou takzvané stochastické Soky. Pomoci téchto
stochastickych Sokt jsou modelovany ndhodné veliCiny, které na jedné stran¢ ovliviiuji
ekonomiku, na druhé stran€ ale nejsou endogenni soucasti ekonomického systému a
neumime je vysvétlit pomoci ostatnich ekonomickych velicin. Typickym piikladem
téchto veli¢in jsou technologické Soky, které na jedné strané ovliviiuji produktivitu
kapitalu 1 prace a tim i fadu dalSich veli¢in, ale na druhou stranu nejsou pomoci
téchto veli¢in jednoznacné vysvétlitelné (nebo toto vysvétleni neuméji ekonomové
najit). DalSimi pfiklady nahodnych Soki mohou byt prudké zmény ceny ropy nebo
fiskélni politika, kterd Casto odrdzi predevs§im aktudlni politickou situaci.

Pro studium DSGE modelti je potieba si osvojit predev§im zplsob, jakym jsou v modelu
zaneseny ndhodné Soky. DSGE modely rozsifuji neoklasickou ekonomii o fadu pojmi,
které pochdzeji pfedevs§im z teorie pravdépodobnosti a ze statistiky.

Zacneme s velmi obecnou definici ndhodného procesu.

Definice 4.1.3 — Ndhodny (stochasticky) proces. Nihodny proces je systém
ndhodnych proménnych a reprezentuje vyvoj systému ndhodnych proménnych v
Case.

Tuto abstraktni definici si ukaZzme na nésledujicim piikladé. UvaZujme hrace rulety.
Hodnota cCisla, které padne na ruleté, je ndhodnd veliCina. Sledujeme-li ale celkovou
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vyhru (nebo prohru) jednoho konkrétniho hrace v pribéhu jeho navstévy kasina, pak
vlastné sledujeme ndahodny proces, ktery v sobé obsahuje ndhodnou proménnou aktudlné
padlého Cisla a aktudlni sdzku hrace (kterd mize byt napt. vysledkem néjaké stochastické
strategie). Dalsi ndhodnou veli¢inou je tfeba pocet pojistnych uddlosti, které musi
vyrovnat ur¢itd komer¢ni pojiStovna. Celkovy zisk (nebo ztrata) pojiStovny v Case je
pak ndhodny proces.

Specidlnim typem ndahodnych procest jsou procesy, které byly formulovany v souvislosti
s Box-Jenkinsonovou metodologii. Tato metodologie predstavuje alternativni pohled
na teorii Casovych rad. Pfi klasické dekompozici se snazime Casovou fadu rozloZit na
jeji jednotlivé slozky (trendovou, cyklickou, sezénni) a o€istit hodnoty ¢asové fady od
vlivu ndhodné slozky. Naopak Box-Jenkinsonova metodologie se zaméfuje predevsim
na studium ndhodné slozky. Zakladnim ndhodnym procesem v Box-Jenkinsonové
metodologii je autoregresni proces prvniho fadu, v literatuie Casto oznaCovany jako
AR(1) proces.

Definice 4.1.4 — Autoregresni proces. Autoregresni ndhodny proces je takovy
ndhodny proces, jehoZ aktudlni hodnota je kombinaci hodnoty tohoto procesu v
minulosti a ndhodné veliCiny.

Autoregresni proces prvniho fadu si mtizeme predstavit na zdkladé nasledujiciho jednoduchého

prikladu: UvaZzujme, Ze se nachdzime v automobilu jedoucim urcitou rychlosti po rovné
vozovce. Nyni si ndhodné vybereme mezi brzdovym a plynovym pedalem a jeden z
nich ndhodné zvolenou silou seSlapneme. Rychlost vozu za 10 vtefin po této akci zdvisi
jednak na jeho pfedchozi rychlosti a druhak na zvoleném pedalu a sile, se kterou jsme
ho seslépli.

V DSGE modelech redlné Soky (zmény produktivity) ovliviiuji vystup a uspory, ¢imz
ovliviiuji akumulaci kapitalu a tedy ukazuji dopady ptivodniho Soku zptisobem, ktery
je vhodny pro popis kratkodobych fluktuaci ekonomiky kolem dlouhodobého trendu -
hospodarskych cykli.

Walrasuv aukciondr

Pro konstrukci ekonomického modelu s dobrovolnou trzni sménou je nutna volba typu
aukce, kterd urCuje cenu zboZi a vyrobnich faktorti na jednotlivych trzich a objem
transakci, ke kterym dochézi. Typ aukce rozhoduje o tom, za jaké ceny a jakd mnoZstvi
zboZzi budou na trhu obchodovéna.

Aukce s vyuzitim Walrasova aukciondre je zdkladnim typem aukce v neoklasické
ekonomii. Vyhodou toho typu aukce je, Ze je matematicky snadno feSitelnd. Ackoliv
se tento typ aukci v realité pfili§ Casto nevyskytuje, l1ze ukazat, Ze redlné pouzivané
typy aukei (véetné napt. i zcela béZznd posted-offer) resp. jejich vysledky, konverguji k
vysledku, ktery dava pravé Walrasova aukce.

Uvazujme, Ze na trhu mdme vyrobce, ktefi nabizeji (z pohledu spotfebitele) identické
zbozi. Déle mdme na trhu spotfebitele, ktefi jsou ochotni sménovat toto zboZzi za
néjakou (ve vSech pripadech kvalitativné shodnou) komoditu. Poptdvajici nemaji Zaddné
preference ohledné prodejce. To samé plati pro nabizejici. Walrasiv aukcionar funguje
na ndasledujicim principu: Od vSech nabizejicich zjisti jejich individuélni nabidky a
od vSech poptévajicich jejich individualni poptavky. Na zakladé téchto individualnich
nabidek a poptavek Walrastiv aukciondr snadno sestavi trzni poptavku a trzni nabidku a
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urci rovnovaznou cenu, pii které se nabizené mnozstvi rovna poptdvanému mnoZstvi.
Poté od kazdého nabizejiciho vezme mnozZstvi zbozi, které odpovida jeho individudlni
nabidce pro trZni cenu, a veskeré toto zboZi pak rozdéli mezi poptavajici tak, aby kazdy
z nich dostal mnoZstvi odpovidajici jeho individudlni poptavce pro trzni cenu. Soucasné
od kazdého poptavajicitho ziskd mnozstvi sménné komodity, kterd odpovidd ndsobku
rovnovazné ceny a mnozstvi nakoupeného zbozi. Soucasné kazdy vyrobce obdrzi
mnozstvi sménné komodity, kterd odpovida ndsobku rovnovazné ceny a prodaného
mnoZstvi zboZi.

Dilezitou vlastnosti Walrasova aukciondfe je to, Ze umoZziiuje obchodovani pouze za
jedinou rovnovaznou cenu, kterd je po vSechny stejnd, tj. dva subjekty se nemohou
domluvit a provést transakci za jinou cenu. Rovnéz v pripadé¢ Walrasova aukcionare
nedochdzi k Zzadnému parovani mezi nabizejicimi a poptavajicimi. Nemad tedy smysl
reSeni otdzky, jakému subjektu prodal nabizejici své zbozi nebo od jakého prodejce
poptévajici zbozi nakoupil.

I Cviceni 4.1 Vyhledejte a popiste dalsi typy aukci. n

Zdakladni DSGE model

Prvni dynamicky model vS§eobecné rovnovahy formuloval anglicky filosof a matematik
Frank Plumpton Ramsey v roce 1928.

p ) DSGE modely ukazuji, Ze déleni ekonomie na mikroekonomii a makroekonomii
je extrémné zavadéjici. Jsou to sice modely, které maji mikroekonomicky zdklad
v podobé popisu chovani reprezentativni domacnosti a firmy ale slouZi k mode-

vvvvv

jednotlivych kol ¢i pouZité metodologie.

Ramseytiv model byl deterministicky, obsahoval vSak fadu metod a pfistupti, které
jsou pouzivany dodnes. NaneStésti Ramsey zemfel rok po vydani svého ¢lanku a ten
zustal po fadu let (z nékolika divodl) nepochopen. Je paradoxni, Ze Ramsey formuloval
svij model ke studiu dlouhodobého ekonomického rustu, zatimco DSGE modely jsou,
jak jiz bylo feceno, pouzivany predevs§im pro kratkodobé prognézy (v fadu jednotek
let) a ke studiu kratkodobych vykyvi ekonomiky. Prognézu Ceské narodni banky z
listopadu 2014 vidite na nasledujicim obrazku. Jedna se o tempo ristu HDP a miru
inflace. Tato prognéza je samoziejmé vysledkem mnohondsobné slozitéjSiho modelu,
neZ jakym se budeme ddle zabyvat. K t€émto ucelim se obvykle pouzivaji modely s
nékolika desitkami rovnic, které obsahuji cenové, mzdové nebo informacni rigidity, tyto
modely jsou oznacované jako nové keynesidnské DSGE modely.

p) DSGE modely zcela ptesné napliiuji cil pozitivni ekonomie: ddvat nositelim
hospodafské politiky predikce vyvoje ekonomiky jako podklad pro jejich rozhodovani.
Techniky odhadu téchto modeld na redlnych datech jsou vSak velmi obtiZznou zéleZi-
tosti a proto se jimi nebudeme déle zabyvat. Pouze konstatujeme fakt, ze DSGE
modely pouZivaji prakticky vSechny centrdlni banky na svété a také fada vlad-
nich ministerstev. Jejich modely jsou vSak obvykle mensi a méné propracované,
nebot’ ministerstva jsou na rozdil od centralnich bank omezeny svymi rozpocty a
nemohou si tedy najmout tak rozsahlé analytické tymy.
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V nésledujicim prikladé si popiSeme a vyreSime ucebnicovou verzi DSGE modelu.

» Piiklad 4.1 Piedpoklddejme reprezentativniho domécnost, ktery je pijemcem ceny
na vSech trzich a jehoZ ucelova funkce je:

maxE; Y B*U (Crak, Lis) 4.1)
CL =0

vzhledem k omezeni

Wik (1= Liyi) + 1Ko + (1= 6) K = Crgop + Koot - (4.2)
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Reprezentativni domacnost tedy maximalizuje ocekdvanou sumu diskontovaného uzitku,
zéavislého na spotiebé a volném Case (celkové mnoZstvi Casu je normovano na hodnotu
1). Rozpoctové omezeni, jemuz je vystaven, se skldda z pracovniho piijmu w; (1 — L;),
prijmu z vlastnictvi kapitalu (kapitadlovych statkli) r;K; a z vydajl na spottebu C; a z
vydaji na nové kapitalové statky (tj. Cisté investice) K, | — K; a z vydajl na ndhradu
opotiebovanych kapitdlovych statkd (tj. obnovovaci investice) 6 - K;.

p) Rozpoctové omezeni je mozné téZ interpretovat jako identitu zdroji produktu
(produkt je tvofen vydaji na jeho jednotlivé sloZky) a uZiti produktu (odmény za
sluzby jednotlivych vyrobnich faktori):

Kitkr1 — Kk + 0K i +Crk =
——_— —— ——

Cisté investice obnovovaci investice

hrubé (celkové) investice
Wik (1= Lig) + T4k K1k
— ~—

odmeéna za sluzby price odména za sluZby kapitalu

Tento zdpis predpoklada jednotkovou cenu spotifebniho a kapitdlového zboZi. Cena
prace w je tedy odpovida redlné mzdé a vyjadiuje kolik jednotek vyrobené produkce si
muzZe spotiebitel koupit v situaci, kdyZ pracuje veskery sviij disponibilni ¢as. Ndjemni
cena kapitélu r (cena sluzby kapitdlu) je redlna urokova mira a vyjadruje, kolik jednotek
vyrobené produkce si mize domécnost koupit, kdyz diive naakumulovala jednu jednotku
kapitéalu. Reseni ziskdme napf. pomoci Langrangeovy funce.

Definujme Langrangeidn takto:

Z =E, Z BHU (Crins L) + AWk (1= Ligr) +
k=0

+rkKek + (1= 8) Kivk — Gy — K1 ]} (4.3)

Pro pohodli uved’me zvlast’ rozepsané dva po sobé€ jdouci ¢leny pro obdobi ¢ +k a
t+k+1:

L =E{U (G, L))+ Xwi(1 = L))+ 1K+ (1 =8)Ky —C; — Ky 1] + - -

+ B U (Crier Liic) + B At Wek (1= L) + reiKi it

+(1=0) Kk — Cryk — Kigy1] +

+ B (Craierts L) + B At Wit (1= Lesiest) + Pt 1 K1+
+ (1= 8)Kiih1 — Crikrt — Ko+
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Podminky prvniho fadu ziskdme derivaci podle vSech proménnych C;yy, L; 1 a K1 1:

AU (Cyyy, L
VCpyi;Vk >0 : E, B { (G L t) _M,{} -0
aCH—k
au (Cl+k7Ll+k) U (Cl+k7Ll+k)
— =0= = 44
9C, Atk Ak Gt (4.4)
AU (Cyyx, L
VL4 Vk >0 E, B { ( o k) wt+kmk] =0
t+k
U (CpypsLik)
U (Cryx,Liyi) T
aLt+k - Wl+ka't+k - O ﬁ aU(Ct+kaLI+k) - Wt+k (4'5)
IC 4k
VK, ki1:Vk > 0: E B 1B (rigir1 +1—=0) Agrs1 —Agt] =0
= EB [(rrar1 1= 8) Agpr1] = Er Ay (4.6)
Spojenim rovnic 4.4 a 4.6 ziskdme Eulerovu rovnici:
AU (Cyyx, L aU (G L
Vk Z 0: ( t+ks l‘+k) _ Etﬁ (rt+k+1 +1— 6) ( t+k+15 t+k+1) (47)

ICi ik ICi k11

p ) Derivaci podle A, ziskdme zpét pouze rozpoctové omezeni w; i (1 — L) +
Frk Kok + (1 — 0) Kiyk = Gy + Ky 411 Celd formulace udlohy, resp. tato omezu-
jici podminka rozhodovani domécnosti predpoklddd nulovy zisk firem. Aby toto
bylo splnéno je nutné, aby produkéni funkce 4.9 byla homogenni stupné jedna,
tedy vykazovala konstantni vynosy z rozsahu. Potom plati, Ze veskery produkt je
vyCerpan vyrobnimi faktory wy iy (1 — L,14) + 114 K1k = Y41 @ omezeni domdc-
nosti je pouze jinou interpretaci rovnovahy trhu vyrobki 4.13. Z tohoto diivodu
zde derivaci podle A, neuvadime.

Jeji interpretace je jednoduchd: Aby celkova suma diskontovaného uZzitku byla max-
imalni, musi se pro v8echny budouci ¢asové okamziky margindlni uZitek v ase r +k
rovnat ocekdvanému uZitku v ¢ase r 4k + 1 snizenému o diskontni faktor a zvySenému
o rozdil vynosu z kapitélu a jeho depreciace. Pokud ma byt suma diskontovaného uzitku
skutecné maximalni, tak nekone¢né mald zména rozhodnuti doméacnosti povede ke
stejnému vysledku. Domacnost se tedy rozhodne pro sniZeni své spotieby v Case
t + k o jednu nekonecné malou jednotku, to sniZi jeji celkovy dosazeny uZitek o

MSZg—W' Tato nespotifebovand jednotka se stava kapitdlovym statkem, ktery v

dal§im obdobi ¢ + k + 1 pfinese Cisty vynos r; ;1 — 6. PoCet spotfebovanych jednotek
je tedy (rrxe1+ 1 — &) astaéi ho jen vyndsobit diskontovanym margindlnim uzitkem

B U (C,+Ck++1kﬁ+’<+‘) a ziskame pfirtstek uZzitku v obdobi ¢ + k+ 1. Pokud je pocatecni
t

sniZeni uZitku stejné, jako jeho ndsledni zvySeni, znamena to, Ze ptivodni alokace byla
optimdlni. A to je pfesné to, co fikd Eulerova rovnice 4.7.

Interpretace rovnice (4.5) je té€Z jednoduchd: Domadacnost se rozhodne sniZit mnoZstvi
U (Crik: L)
—=HEE To
z : b Z z w z . v 7z VaLt+k
ale znamend o jednu jednotku price vice, coZ domdcnosti umozni spotiebovat wyx

dodate¢nych jednotek statkti. Tento pocet staci vyndsobit marginalnim uZitek ze spotfeby

volného €asu o jednu nekonecné malou jednotku, to sniZ{ jeji uzitek o
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U (CrikLitk)
. aCH-k o
uzitku v dusledku menSiho mnoZstvi volného Casu presné kompenzovano zvySenim

uzitku z vyssi spotieby, byla ptivodni alokace optimalni. Rozhodovani domdacnosti je
popséano rovnicemi (4.5) a (4.7).
Firmy maximalizuji sviij zisk, pfi¢emz jsou prace-takery na vSech trzich:

a ziskame prirtstek uzitku plynouci ze zvysené spotieby. Pokud je snizeni

nax Yk — WerkNek — Kook (4.8)

)

vzhledem k produk¢ni funkcei
Yok =F (Nt+kaKt+k7At+k) : (4.9)

Rozhodovaci problém firem je staticky a podminky prvniho fddu vyplyvaji z derivovani
funkce zisku:

F (Niiko Kiior Arik) = WeskNek — reiKsi (4.10)
podle prace N, a kapitédlu K; .

a() _ aF(Nt—O—kaI(t—i-kaAt-l-k)

_ Wik =0
ON; 1k ON; 1k "
OF (Nisi, Ki i, Arv)
_ 4.11
8N,+k Wrtk ( )
() B OF (Nt sk, K vk, Ar k) _
— — 14k =0
aKl+k 8Kl+k
OF (Novie, Ko Ari) _ (4.12)
K oy t-+k ’

Rovnice 4.11 a 4.12 udévaji rovnost margindlniho produktu pfislusného vyrobniho
faktoru a jeho ceny.

Trh vyrobki je vycistén pokud je vSechna vyrobena produkce pouzita na spotfebu nebo
investice (hrubé):

Yok = Gk + Kigip1 — (1 = 8) K. (4.13)

Trh préce je vycCiStén pokud se mnoZstvi prace poptadvané firmami rovna mnoZzstvi prace
nabizené domdcnostmi

Nivk=1=Lijy. (4.14)

p ) Tato rovnice implikuje, Ze derivace uZitkové funkce podle volného Casu se rovna
U (CryisLiii) - OU(Crig,1=Niyi)

zaporné derivaci uZzitkové funkce podle prace: oy = TN

Pro dany exogenni proces technologické urovné A, ., je rovnovdha popsdna rovnicemi
pro optimélni rozhodovani domécnosti (4.5), (4.7), rovnicemi pro optimdlni rozhodovéni
firem (4.11), (4.12), produkéni funkci (4.9) a podminkami rovnovdhy na trzich 4.13
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a (4.14). Po zjednoduSeni dostdvame systém péti rovnic, které popisuji optimalni
trajektorii spotieby, kapitdlu, zaméstnanosti, redlnych mezd a redlné trokové miry:
_ aU(Czn‘—kaI*NHk)

I (Ni+k) .
W (Gl —Nie) | itk (4.15)

ICi 1k

aU (G, ,1 =N,
=Ef (ri4x1 +1-96) ( t+§g+k+1 k1)
t

oF (Nt+kaKt+k7At+k)
aNt+k
OF (N1, Ki i, Ar k)
oK1k
F (Niyio, Ky, Arr) = Crk + Koy — (1 - 0)Kigi (4.19)

AU (G, 1 —Niyg)
IC; 1k

(4.16)

=Wk (&17)

=k (4.18)

p ) Velikost produkce Ize snadno dopocitat podle produk¢ni funkce (4.9).

PohodIné miizeme redukovat pocet rovnic tim, Ze eliminujeme redlnou mzdu a redlnou
trokovou miru:

U (Cyy, 1 = Niyg)

0 (Nr-+x)
_ OF (Nt Kisiy Arpi) - U (i 1 = Nii)) (4.20)
ON i ICi ik '
OU (Cryk, 1 =Nigy)
aCI+k
—E,B (8F (Neskr1, Ktk 1,Ar1k41) L1 6) AU (Ciyii1,1 = Nijay1) 4.21)
OK; k41 IC 1t

F (Nitio: Kk, Ark) = Crpk + K1 — (1 — 0) Ky (4.22)

Tim jsme ziskali 3 rovnice pro 3 nezndmé: C, N, K.

Celou ulohu mizeme reformulovat do centralizované podoby, neboli ekonomiky jedi-
ného subjektu - Robinsona Crusoe. Jeho cilem je maximalizovat uzitek pfi omezeni
disponibilnim ¢asem, produkéni funkci a zdkonem pohybu kapitalu:

max [, Z ﬁkU (Cryks Lerk)
k=0

”

vzhledem k
414 Ny =1— L
4.9 : Y1k =F (Nri, Kevks Arik)
4.13: Y, =G+ K1 — (1= 8)Ky ik

Prvni omezeni 1ze dosadit do uzitkové funkce a dal$i dvé lze spojit v jediné. Tim
dostdvame Lagrangeovu funkci:

L =5 Y BYU (Crits 1 = Nipt) + Ak [F (Nt Ke i Ari) +
k=0

+(1=08) Kk — Crk — K]} (4.23)
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Podminky prvniho f4du ziskdme derivaci podle v§ech proménnych C; ., Ny a Ky v
a A, a vyslednym feSenim jsou opét rovnice:

U (Cyy, 1 = Niyg)

4.20: Ny p) =
_ OF (N Kisiy Arp) - U (i 1 = Nii))
ON i ICi ik
401 - U (Cy i1, 1 = Niyx) _
ICi 1k
—E,B (8F (Nitier 15 K1, Arir 1) L1 5) U (Crisr1, 1 — Nigir1)
OK; k41 IC 11t

422 F (Npvio, Ko ks Ari) = Crok + Kyirr — (1= 8)Kix

Tato moznost redukce ptivodniho decentralizovaného modelu na model centralizovany
ukazuje na skuteCnost, Ze v tomto typu modell se firmy chovaji tak, jak chtéji jejich
vlastnici. To jsou domdcnosti jejichZ cilem je maximalizovat uZitek a k tomu potfebuji
ziskat co nejvétsi dichod, tedy maximalni zisk firem. Model tedy predpokladd, Ze firmy
sleduji cile svych vlastniki, jinymi slovy: firmy jsou fizeny jejich vlastniky. Samoziejmé
vlastnici firem jsou vlastnici kapitdlu a irokova mira je jejich odménou. .

Numerické reseni a simulace

Pro ekonomickou interpretaci DSGE modelt je diileZité predevsim nalezeni stalého stavu
neboli steady-state. Steady-state je takovy stav ekonomiky, pti kterém subjekty nemaji
tendenci ménit své chovédni. Stavem ekonomiky v tomto smyslu myslime konkrétni
hodnoty endogennich proménnych modelu. Pro vétsi prehlednost si zaved’ me formalni
definici steady-state.

Definice 4.2.1 — Steady-state (staly stav). Steady-state jsou takové hodnoty
vSech endogennich proménnych modelu xy,x2,,...,X,,, pro které by (bez vlivu
stochastického Soku) platilo pro vSechna £: x1; = X1 ;41,X2; = X241, -, Xnt = Xnp4+1-

Steady-state 1ze urcit analyticky nebo numericky. K numerickému feSeni lze vyuZit
zdarma dostupny software Octave a doplnék Dynare.

Model s exogenni nabidkou prdace

V modelech s exogenni nabidkou price uvazujeme, Ze domdcnost travi stile stejné
mnoZstvi disponibilniho €asu praci, to bez ohledu na vysi redlné mzdy a dalsi eko-
nomické velic¢iny. Tyto modely jsou zpravidla jednodussi, protoze v uzitkové funkci
byva pouze mnoZzstvi spotiebovaného zboZzi. Na druhou stranu tyto modely nereflek-
tuji fadu ekonomickych jevi, predevsim pak zmény v mife zaméstnanosti vyvolané
dobrovolnou preferenci volného ¢asu doméacnostmi.

Reseni modeli s exogenni nabidkou price si ukdZeme na modelu s neoklasickou
uzitkovou funkci a benevolentnim diktatorem.

= Piiklad 4.2 UvaZujme model s benevolentnim diktdtorem, ktery maximalizuje o¢eka-
vany uzitek domdcnosti, ktery je dan velikosti jeho spotfeby. Benevolentni diktator tedy
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fesi problém

-0 1

E, ,c, — 4.24
Z B (4.24)
za podminky
k[+1 = da; - k Ct—|—<1 —8) kt. (425)

Uvazujeme exogenni Sok, ktery modelujeme jako autoregresni proces prvniho fadu, Sok
je dan rovnici:

lnat = p . lnazfl + 8; (426)

Uvazujeme, Ze & je ndhodnd proménnd, kterd pochézi z rozdéleni .4 (0, o,). Smérodat-
nou odchylku o, povazujeme za pevné danou a je jednim z parametrd modelu.
Opét je potieba odvodit podminky prvniho fadu. Sestavime si Lagrangeovu funkci:

0'_1 =]

+ Y A-lackF =i+ (1= 8) -k — ki ] (4.27)
=0

L = EZﬁtl

— 0

p) Zde je Lagrangeova funkce sestavena na prvni pohled jinym zplsobem nez v
predchozi subkapitole. Po bliZ§im prozkoumdni snadno zjistime, Ze A, v této
subkapitole ve stejné jako B’ x A, v pfedchozi subkapitole. Pokud bychom chtéli
Lagrangetiv multiplikator interpretovat, tak korektni je vyjadieni v této subkapi-
tole, ovSem ke spravnému feseni optimalizacni dlohy dojdeme obojim zptisobem.
Lagrangetv multiplikdtor pouze méni délku gradientu omezeni a G¢elové funkce
na stejnou délku - viz véta 1.2.2 na strané 11.

Nejprve si vypocitdme parcidlni derivace Lagrangeovy funkce podle spotieby v Case 7 a
t+ 1, tj. derivujeme podle ¢; a ¢, . Parcidlni derivace poloZime rovny nule.

1 o—1
%g Bt (1—6)—1, :EOBthG—ﬁ,[ :(), (428)
Ct
0.¢ 1 16 1
Jory 0B ? —(1=0) = A1 =EoP" e G — A = (4.29)

Z prvni parcidlni derivace si miizeme vyjadfit hodnotu Lagrangeova multiplikatoru v
Case t jako

A = Eop'c; (4:30)
a z druhé rovnice hodnotu Lagrangeova multiplikatoru v Case t 4 1 jako

M1 =Eo e S (4.31)

Nyni si vypocteme parcialni derivaci Lagrangeovy funkce podle k;. Pro vétsi ndzornost
si ale nejprve rozepiSeme sumu Y° oA - [a; - k¥ —c;+ (1 — 8) -kt — k1] KliCova pro
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nas bude predevsim dvojice po sobé jdoucich ¢lend. Uvazujme néjaké T € N. Pak
miZeme sumu od nuly do nekonec¢na rozepsat jako

Z%‘[at'kza_ct‘f‘“_s)'kt—kﬂrl] =
t=0

).0~[a0~kg—C()—|-(1—5)~k()—k1]+
A far kY —cp 4+ (1= 8) ki — ko
+...+
At [ar—l .ka'x—l _Cr—1+(1 _6)'kr—l —kr] +
Ae-lag kS —co+(1—68) ke —key1] +
Aoyt [acir k& —copr+ (1= 8) keyt —kepn] +... (432)

Nyni pro nds bude derivace podle proménné k; nazorné;jsi:

%Z%—l-(ﬂ)%-[arwkﬁ1+(1—5>} =0. (4.33)
t

MiiZeme tedy zapsat rovnost:
Mo =X-lag- o kM +(1-8)]. (4.34)

V dalsi fazi vypoctu se budeme snazit do derivace Lagrangeovy rovnice podle mnoZstvi
kapitdlu dosadit za Lagrangeovy multiplikatory. V naSem postupu je vSak dosazeni
nepraktické, protoZe nemdme vyjadrenou hodnotu Lagrangeova multipikatoru pro Cas
t — 1. To lze v8ak jednoduse vyfesit dvéma zpisoby — dalsi derivaci Lagrangeovy rovnice
podle &, 1 nebo podle ¢;_;. Vybereme si prvni zptisob:

A
3kt+_1 =X (=1)+ A1 [a;+1-a-kf‘+_11 +(1 —6)} =0. (4.35)

Opét prepiSeme rovnost:
M =Dpir [ ok 4 (1-8)] (4.36)

Diky derivace Lagrangeovy funkce podle spotieby vime, Ze A, = Eof'c;® a A1 =

EoB' ¢ -9~ Dosadime to tedy do nasf derivace:

EoB'c; @ =EoB' e [arsr - o k% +(1-8)] . (4.37)

V této rovnici jest€¢ miiZeme upravit o¢ekavani domacnosti. Rovnice je vztahem mezi
marginalnim uZitkem ze spotfeby v Case t a v Case ¢ + 1. Protoze v Case t je objem
spotieby jiZ zndme, mizeme z levé strany rovnice odstranit symbol pro ocekavani.
Objem spotieby v Case 4 1 jisty neni, proto zde symbol ocekdvani ponechame, ale
uvazujeme oCekdvani formulované v Case t. ProtoZe diskontni faktor je pevné dany a
konstantni, pfesuneme symbol raciondlniho ocekavani az za tento faktor. Dale miZzeme
vzdjemné zkratit parametry f3, tj. obé& strany rovnice vydélime fB’. Findlni podoba
Eulerovy rovnice je tedy tato:

7 =B B st K+ (1) 439
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Pomérné Castou proménnou, kterd se v ramci DSGE modeld analyzuje, je celkovy objem
vyrobené produkce (tj. HDP ekonomiky). V naSem modelu tuto proménnou zatim
nemame, lze ji ale jednodusSe doplnit. Oznacme si objem produkce vyrobeny v Case ¢
jako y;. Objem vyrobené produkce tedy odpovidd produkéni funkci, tj. proménnou y,
definujeme jako

ye=as k. (4.39)

Dile si definujme investice v Case ¢ a oznacime si je jako i;. Investice pfedstavuji rozdil
mezi mnoZzstvim kapitdlu preneseného z predchazejiciho obdobi a mnozstvi kapitalu v
tomto obdobi. MliZeme téZ vychazet se znamé identity pro produkt v dvousektorové
ekonomice, ktery odpovida souctu spotieby a investic, tj.

Ve =Ct+ i (4.40)
a pak plati, ze

it =Yy —¢Ct. 4.41)
V pripadé€ vyuziti Dynare je pak jedno, kterou z téchto dvou forem vztahu vyuZzijeme.
SepiSme si nyni vSechny rovnice, které popisuji nds model a které musime prepsat do

Dynare:

;% =B E; - a0 k2 +(1-8)]

)’t:at'kra
kt+1 Za,-kf‘—ct+(l—5)~kt
yr=¢+i

lna[ =p ~1na,_1 + &

Kéd pro software Dynare rozdélujeme do nésledujicich ¢4sti:
deklarace proménnych,
deklarace parametra a jejich hodnot,
rovnice modelu,
pocatecni hodnoty pro numerické fesent,
popis stochastickych Soki,

e parametry simulace.
V nasem modelu mame nasledujici proménné: y;, i;, a;, ¢; , k; a ndhodnou proménnou
&. Parametry modelu jsou a, 3, 6, p, ©, C,.
V piipadé rovnic neuvadime Casové indexy. Pokud je Casovy index proménné ¢ — 1,
zapiSeme hned za ndzev proménné (-1). Napf. y,_; bychom zapsali jako y(-1). V
pfipadé indexu 7 + 1 zapisujeme za nazev proménné (+1), tj. y; 1 bychom zapsali
jako y (+1). VZdy zapisujeme vCetné znaménka plus. Déle plati konvence, Ze stavové
proménné (v naSem piipadé€ je to proménna k) zapisujeme posunuté o jednu jednotku
casu zpét, tj. k;1 zapiSeme jako k a k; jako k(-1).
Pocate¢ni hodnoty jsou diileZité pro nalezeni numerického feseni steady-state. Pokud
nemuzeme ziskat presnéjsi vychozi hodnoty, je mozné navysit pocet iteraci, béhem
kterych se Dynare snaZzi nalézt feSeni. Pocet téchto iteraci se zaddva jako parametr
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prikazu steady. Pii popisu stochastickych Sokt pouze specifikujeme, ktery parametr
udédva rozptyl ndhodné proménné (v pripadé vice ndhodnych proménnych specifikujeme
1 jejich korelaci).

Pro analyzu chovéani modelu slouZi piikaz stoch_simul, ktery vykresli funkce impul-
snich odezev, Impulse Response Functions - IRFs. Tyto funkce ukazuji trajektorii odezvy
dynamického systému na jednotkovy impuls ndhodné proménné. Ten je standardné
definovan jako pricteni jedné smérodatné odchylky v pocateCnim obdobi. jinymi slovy
to Ize vyjadrit takto: nejprve je systém ve steady-state, poté (v po¢dtecnim obdobi) dojde
ke zvétSeni exogenni ndhodné veli¢iny o odmocninu ze zadaného rozptylu, coZ systém
vychyli ze steady-state a v dal§ich obdobich se systém ke svému stedy-state vraci. Kvuli
snaz§imu porovnavani riznych systémmi a riznych Sokd jsou v grafech znazornény
nikoliv absolutni ale procentni odchylky od steady-state.

Vysledny zéapis do Dynare uloZime do souboru s pfiponou .mod.
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var y i k a c;
varexo e;

parameters alpha beta delta rho sigma sigmae;

alpha = 0.33;

beta = 0.99;
delta = 0.025;
rho = 0.95;
sigma = 1;

sigmae = 0.01;
model ;

cM—sigma) = betax(c(+1) (—sigma)=*(alphaxa(+1)
xk~(alpha —1) + (1—delta)));

axk(—1)*(alpha);

i + (1—delta)xk(—1);

=cCc + 1i;

log(a) = rhoxlog(a(—1)) + e;

end ;

< <
1]

initval ;

-0 &< ®
I
— N = W N

end ;

shocks ;
var e = sigmae”’2;
end ;

steady ;
stoch_simul (irf=100);

Cviceni 4.2 Do vyse popsaného modelu pridejte dalsi stochasticky Sok, ktery bude
ovliviiovat efektivitu investic. Proved’te simulaci v Dynare. Jak se lisi vysledky

simulace (tj. IRFs), pokud jsou tyto Soky
e nekorelované,
e korelované?
Proved’te ekonomickou interpretaci obou vysledkd.
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4.2.2 Model s endogenni nabidkou prace

V modelech s endogenni nabidkou price uvaZzujeme, Ze reprezentativni domdacnost
ma moznost volit mnoZstvi odpracovaného ¢asu, podobné jako tomu bylo v modelu v
subkapitole 4.1.4. V uzitkové funkci reprezentativni domécnosti se tedy vyskytuji dvé
proménné: mnozstvi volného Casu (resp. mnozstvi odpracovaného ¢asu) a mnoZzZstvi
spotfebovaného zboZi.

Reprezentativni domécnost tedy Celi, kromé rozhodovani o spotfebé a usporach (tvorbé
kapitalu), také néasledujicimu dilematu: ZvySeni mnoZstvi odpracovaného ¢asu umoZzni
zvySit mnoZstvi spotfebovaného zboZzi, na druhou stranu sniZ{ jeho uZitek z volného Casu.
Pokud si chce domécnost uzit vétsi mnozstvi volného casu, musi omezit svoji spotfebu.

= Piiklad 4.3 UvaZujeme reprezentativni domdcnost maximalizujiciho ocekdvanou
diskontovanou sumu uzitku v ¢ase od 0 do nekoneéna

Eo iﬁt[u(c,) — Y. (4.42)

za podminky
Citkiy1—(1—8) k=A% -k* n/ =%, (4.43)

Pro mnozstvi odpracovaného Casu n, plati, Ze n, € (0;1). Technologicky Sok je ddn
AR(1) procesem

=Pz u-11&, (4.44)



4.2 Numerické feSeni a simulace 79

kde & ~ N (0, 682). Prepiste model do Dynare a urcte steady-state hodnoty pro endogenni
proménné. UvaZujte hodnoty parametri o = 0.527, B = 0.99, 6 = 0.01, y = 1.92,
p =0.897, 0 =0.0119, A = 1. Jako vychozi hodnoty pro steady-state pouZijte napf.
k=9,¢c=09,n=03,z=0,e=0.

Nejdriive sestavime Lagrangeovu funkci:

7 =By Y Blule) ~yoml+

Y A A€k on T — o~k + (1—8) k] (4.45)
t=0

Pro feSeni tohoto problému derivujeme Lagrangeovu funkci podle vhodné zvolenych
proménnych a poloZime derivaci rovnu 0.

Nejrychlejsim a nejefektivnéj$im zptsobem, jak odvodit Eulerovu rovnici, je derivovat
Lagrangeovu rovnici podle proménnych ¢;, ¢;11 a k1. Efektivita tohoto zptisobu feseni
bude zfejma béhem feseni.

Zacneme derivaci podle ¢; a poloZime ji rovnu nule

L
aCt

= EoB'u(c;) — A =0. (4.46)

Z této rovnice zjistime, Ze:

2,1 = Eoﬁtu/(c[) 4.47)
Derivace podle c;1 je analogickd
0
5 =EoB N (c11) — Ay = 0. (4.48)
Cr+1

Opét si vyjadiime piislusny Lagrangetiv multiplikator:
Aosr =EoB ™ (cr41) (4.49)

Nyni mame vyjadiené Lagrangeovy multiplikatory pro dvé bezprostfedné nasledujici
Casovd obdobi: rar+ 1.
Nyni derivujeme Lagrangeovu funkci podle k; |

07

=X+l (A kK an) P +1-8) =0 (4.50)
ki1

t+1 t+1

Do této rovnice mizeme dosadit za Lagrangeovy multiplikdtory A, a A, 1, které jsme
si vyjadrili v pfedchozim kroku. Efektivita naseho postupu bude ziejmd, pokud si
provedeme derivaci téZe rovnice podle k;:

<
ok

= X1+ A- (A k¥ on T +1-8) =0. (4.51)

V tomto pfipadé bychom sice mohli dosadit za A;, nikoli vSak za A, .
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Provedeme jednoduchou tpravu

M=Nyr- (A€ k2 an P4+ 1-8) (4.52)
Do této rovnice nyni dosadime za A; a A, :
B (c;) = BBl (crp1) - (A€ k% aon) [+ 1-6) (4.53)

Jednoduchou upravou ziskame Eulerovu spotfebni rovnici:

' (c;) = BE (cr11) - (A€ -kf‘gl ~Oc-nt1;1°‘ +1-39) (4.54)

V piipad¢ této ilohy musime optimalizovat i mnoZstvi prace, které domacnost odpracuje.
Urcime si tedy parcidlni derivaci Lagrangeovy funkce podle n;

22 _
on;

a provedeme jednoduché upravy:
B w=EoB"u () [A-e* ki (1— ) -n *]
v=u(c) [A-€ k- (1—a) n“]

—[Bt-y/Jr)g-[A-ezf-kf‘-(l—a)-n;“}:0 (4.55)

Toto je dalsi rovnice, kterd ndm definuje optimalni mnozZstvi prace.
Shriime si nyni klicové rovnice naSeho modelu:

Citky1—(1—8) k,=A-e-k*-nl=¢

u'(er) = PEad (crin) - (A~ k0 +1-8)

v=Eou'(c;)- [A- & k¥ - (1—a) -n; %]

=P u-1T&
Abychom mohli provést simulaci, zbyva ucinit rozhodnuti o konkrétnim tvaru uzitkové
funkce. Uvazujme nyni uZzitkovou funkci ze spotieby jako u(c;) = In¢, a dosad’'me si ji
do nasich rovnic:

itk —(1—=8) k=A-& -k nl~*

1 1

= ﬁEt
Ct Cr+1

1 _
"’:Eoc_,' [A-e k- (1— o) -n; %]

(AR el 1-0)

=P U-11T&

Nyni pfevedeme rovnice do findlniho tvaru, ktery mizeme prepsat do Dynare:
itk —(1—=8) k=A-& -k n~*
! _pr L. [A-ezf.a(””])l_aﬂ—é]

Ct Cr+1 kit

W:cl,' {A.ea. (’%)a.(l—a)}

=P Uu-11T&.

P1i prepisu do Dynare musime mit stile na paméti, Ze stavovou proménnou k zapisujte s
posunem o jedno ¢asové obdobi zpét.
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var ¢ k n z;

varexo e;

parameters beta psi delta alpha rho sigma A;
alpha = 0.527;

beta = 0.99;

delta = 0.01;

psi = 1.92;

rho = 0.897;

sigma = 0.119;

A= 1;

model ;

(1/¢c) = betax(1/c(+1))x*

(1+alphaxAsxexp(z(+1))*x(n(+1)/k)"(1—alpha)—delta);
psixc = (1—alpha)*xAxexp(z)*x((k(—1)/n)*alpha);
c+k—(1—delta)*xk(—1) = Axexp(z)*(k(—1))*alphax(n)*(1—alpha);
z = rhoxz(—1)+e;
end ;
initval ;

k = 200;

c = 0.76;

= 0.3;

= 0;

= 0;

end;

steady (maxit = 10000);
shocks ;

var e = sigma”?2;

end;

stoch_simul (order = 1, irf=100);

o N B

Cviceni 4.3 Do rovnic modelu pfidejte proménnou y, ktery bude uddvat objem
vyrobené produkce. Proved’te novou simulaci a interpretujte, jak se objem produkce
méni v disledku stochastického Soku. n

Cviceni 4.4 Analogicky ke cviceni 4.3 pfidejte proménnou i, kterd udava objem
investic. .
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