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Anotace

Tento sesit je nezbytnym vstupem ke vsem dalsim seSitiim. Kromé prehledu stiedo-
skolskych elementarit jsme sem zafadili odstavce, které se vétsinou uvadéji ve speciali-
zovanéjsich vykladech, ale svou povahou odpovidaji nazvu sesitu.

Zvolili jsme vyklad ve stylu vypravéni, néco jako ,Hovory o matematice a jejich
aplikacich“. Matematickou presnost se snazime respektovat tam, kde to je nezbytné,
ale podrizujeme se spise zdsadé srozumitelnosti a ¢tivosti.

Snazime se také ukazat, kam smétuji uvedené poznatky v aplikac¢nich technologi-
ich. Nedodrzujeme hierarchickou strukturu, protoze nechceme byt standardni ucebnici
uvodu do matematiky, ani sbirkou ,vzorecku* ¢i prikladu.

Adresatem naseho vykladu je ten, kdo si potfebuje nebo chce doplnit ¢i pripomenout
poznatky ze skoly a ptripadné si odpovédét na otazky, proc¢ je matematika tak uzitecna
a zajimava.

Jiz nézev tohoto sesitu muze pro neprofesionala vypadat ,strasidelné“, ale pouze
zde pripominame to, co skoro kazdy maturant slysel ve Skole a pokud neslysel, pak



vétsinou neposlouchal. Pripominame zde zédkladni vlastnosti ¢isel, skupin ¢isel, mnozin
a vyrokl a to nejen z pohledu matematiky, ale i informatiky.

Na rozdil od ucebnic stredoskolského typu zde vyklad koncentrujeme v case i pro-
storu. Na mnozinu se divame jako na systém, ktery obsahuje jak objekty, tak vztahy
mezi nimi a pravidla, jak se s nimi manipuluje, tj. pravidla operaci. Nejdeme do teo-
retické hloubky , ale snazime se postihnout nezbytné informace potfebné v aplikacich.
Terminem abstrakini struktura rozumime to, co se také nazyva systém.

Posledni kapitolu vénujeme ndméttim pro dalsi vzdélavani s historickymi souvis-
lostmi. Zaznamenavame zde také svoje nazory, stanoviska k jinym nazortim a didaktické
postiehy.

Priklady maji predevsim ilustracni charakter a nepredpokladame, ze adresat si bude
»za dlouhych zimnich veceri* trénovat casto nepotrebné postupy.

Tento tvodni sesit je vénovan predevsim jazyku Cisel, ¢iselnym obortim , mnozin s
troskou formélni logiky. Ve véku vSeobecného uzivani pocitaci povazujeme za rozumné
zde uvést strukturu pocitacovych ¢isel a principy zaokrouhlovani. Stejné tak nékteré
vstupni informace do informatiky povazujeme zde za uzitecné.
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Kapitola 1
Cisla, body; pocty, manipulace

Obsah kapitoly

1.1 Cisla realna, iracionélni, racionalni, celd, pfirozend . . . ... ... . 11
1.1.1  Mnozina vsech prirozenych ¢isel . . . . . . . . ... ... ... 12
1.1.2  Mnozina vSech celych ¢isel . . . . . . ... ..o 13
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1.1.4 Mnozina vSech redlnych ¢isel . . . . . ... ... 16
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1.2.4  Struktury . . . ... 26

1.1 Cisla realna, iracionalni, racionalni,

Dovolujeme si predpokladat, Ze se obracime na c¢tenare, jehoz znalosti matema-
tiky jsou na turovni absolventa Karlovy univerzity ve stredovéku, kde se v aritmetice
prednaselo sc¢itani, odéitani, nasobeni, déleni, a pro nadané studenty umocnovani a od-
mocnovani. To vse v desitkové pocetni soustave, tj. podle Al-Chvarizmiho. V geometrii
pak se prednaselo podle Eukleida z Alexandrie. Podle Ptolemaiova Almagestu (ptuvod-
nim nazvem Ma©Onuatikn Yvvralis Mathématiké syntaxis — Matematicka soustava)

cela, prirozena

se prednésela astronomie a geografie.

Pripomenme si nékolik zakladnich, elementarnich pojmu a vlastnosti s nimi souvi-

sejici.
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1.1.1 Mnozina vSech prirozenych cisel

Mnozina vsech prirozenych cisel
N={1,2,3,....n,n+1,...}
Zékladni vlastnost (princip indukee):
Je-li k€ Npotom k+1€N;

Strucné:
keN = k+1&N.

Slovné:
Kdyz k je prirozené ¢islo, potom jeho prvni naslednik je také prirozené cislo.

Teorie prirozenych cisel je dana tzv. Peanovymi axiomy. Formuluji se v predikatové
logice. V  lidstiné“ zni prvni tii takto:

1. Existuje prirozené ¢islo, které neni naslednikem zadného prirozeného cisla.

2. Ke kazdému prirozenému ¢islu n existuje prirozené ¢islo n’, které je jeho ndsle-
dovnikem.

3. Cislo 1 neni nasledovnikem zadného prirozeného cisla.

Mnozina N je uzaviena vzhledem k operacim scitani a ndsobeni (tj. vysledek operace
dvou libovolnych ¢isel € N, je opét v N).

V mnoziné N je fesitelnd rovnice:
m-+x =n, pouze pro nékteré m,n € N.

Rovnice
5+ x =1 neni Tesitelna v N,

kdezto rovnice
54x = —1 nema v N smysl.

Rozsitend mnozina prirozenych cisel:
No=0,1,2,3,...,n,n+1,...

se potirebuje naptiklad v teorii signali. Mnozina Ny je uzaviena vzhledem k operaci
déleni se zbytkem. V mnoziné Ny je TeSitelnd rovnice:

m-x = 0.
Jedinym fesenim je ¢islo x =0, Vm € Ny.
Blok 1.1.1: Prirozend ¢isla

Poznamka:
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Mnozina N ma nekone¢né mnoho prvki. Kazdé mnoziné, kterd ma konecny pocet
prvku (,daji se spocitat®) prifazujeme ¢islo, které nazyvame pocet prvki. U nekonec-
nych mnozin uzivime termin mohutnost mnoZiny, nebo kardinalita. Rikime, 7e mnoZina
N je spocetnd a ma mohutnost Xy (alef nula).

Od nepaméti se lidé setkavali s tim, ze soubory mély koneény pocet objekti. Prav-
dépodobné jedna z prvnich matematickych otazek byla, jaké ¢islo je nejvétsi. Existovaly
(v Indii, v Cin¢) symboly pro velké mnozZstvi objektti. Cesta k pojmu nekone¢no vedla
pres mnoho generaci a byla velmi dlouha, ale jak vime, byla konecna.

Princip matematické indukce (opét upravend verze jednoho Peanova axiomu)

Meéjme néjaky vyrok T'(k) pro prirozené ¢islo k. Dale predpoklddejme:
1. Pro néjaké prirozené ¢islo s plati vyrok T'(s).
2. Pro prirozené ¢islo k > s plati implikace T'(k) = T(k+1).

Potom vyrok T'(k) plati pro vSechna prirozena ¢isla k > s.

Zakladem dikazu matematickou indukei (iplnd indukce) je klicovy predpoklad (2).

llustrace:
pro piirozené &slo k je hodnota k% — k + 41 také prirozené ¢slo.
Ale vSimneme si, ze navic pro k= 1,2,3,...,40 je uvedend hodnota prvocislo (neuplna
indukce).
Pro:

k =41 dostaneme 41-41 = 1681, coz neni prvocislo!

Predpoklad (2) nebyl splnén, nelze dokézat pravdivost pozadované implikace.

Blok 1.1.2: Princip matematické indukce

1.1.2 Mmnozina vSech celych ¢isel

Mnozina vsech celych cisel
z={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... }
ma tyto zakladni vlastnosti:

1. Mnozina Z je uzaviend vzhledem k operaci s¢itani, nasobeni, od¢itani (vysledek
operace je opét v Z)

2. Rovnice m+x =n je v Z vzdy tesitelna. Ke kazdému celému c¢islu existuje v Z
opac¢ny prvek. Rovnice m -z =n neni v Z vzdy TeSitelnd (Z neni uzaviena vzhledem
k operaci déleni).
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3. Mnozina Z je spocetnd, tj. ma stejnou mohutnost jako mnozina N.
4. Kazdé celé cislo se da vyjadrit jako rozdil dvou prirozenych cisel.
5. NC Z, tj. N je podmnozina Z. Znamena to, ze kdyz:
p €N, potom p € Z.
Pozor: Implikace p € Z = p € N je nepravdivy vyrok!

6. Na mnoziné celych cisel mtzeme, podobné jako u prirozenych ¢isel, nadefinovat
déleni se zbytkem, jen se musime vyporadat se zapornymi cisly. Takze zékladni
definice bude tentokrat vypadat takto:

a=q-b+r,qeZ,beZ—{0}, 0<r<|b.

V tomto vyrazu délime a : b, ¢islo g predstavuje vysledek (kvocient) a ¢islo r
zbytek po déleni. Cislo b musi byt rizné od nuly, nemizeme délit nulou. Zbytek
musi byt kladny a musi byt mensi nez absolutni hodnota z b, coz nam eliminuje
pripad, kdy bychom délili zapornym c¢islem. Napriklad:

Ty w= 1, =2 T =021 g=3; 7=l

Blok 1.1.3: Cel4 ¢isla

Poznamka: mnozinové a logické symboly budou pripomenuty v kapitole 5.

Velka c¢ast nejslavnéjsich matematickych problémi historie i soucasnosti pochézi z
oblasti teorie ¢isel. To je dano skutecnosti, ze tvrzeni o celych ¢islech jsou v prevazné
vétsiné pripadt snadno vyslovitelna a lehce pochopitelna i pro ¢lovéka bez matematic-
kého vzdélani, avsak jejich dokdzani miuze vyzadovat pouziti mnoha specializovanych
metod z nejriznéjsich jinych odvétvi matematiky.

1.1.3 MnoZina vsSech racionalnich cisel

Mnozina vSech racionalnich cisel Q

Priddme-li k celym ¢islim zlomky (viz matematika starého Egypta) dostaneme mnozinu
Q.

Zakladni vlastnosti racionalnich éisel:

1. Kazdé racionalni cislo lze vyjadrit ve tvaru zlomku s celoc¢iselnym citatelem a
celo¢iselnym nenulovym jmenovatelem.

2. Kazdé racionalni ¢islo lze vyjadrit bud koneénym, nebo nekonecénym, ale periodic-
kym desetinnym rozvojem. Nekonecnym desetinngm rozvojem nazyvame vyraz:

r=:C,n1,Nn2,N3,N4,. ..
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kde ¢ je libovolné celé ¢islo a kazdé n; : (i € N) je jedna z deseti Cislic
0,1,2,3,4,...,8,9.

Kdyz napriklad r = ¢,n1,n9,n3,n4,0,0,0,..., nebo r = ¢,ny,n9,n3,...,nk, hovo-
fime o konecném desetinném rozvoji.

Mnozina Q je spocetna.

Mnozina Q je uzaviena vzhledem k operacim scitani, odcitani, nasobeni, déleni,
tj.
VqeQ,ImeZ, Ine€Z,n#0 : n-q=m.

Rikame, ze kazda rovnice n-g =m s neznamou ¢ je tesitelna v Q.
Avsak, napr. kazda kvadratickd rovnice jiz v Q TesSitelna neni (Q neni uzaviend

vzhledem k odmociiovani). Déle napiiklad exponencidlni rovnice 3% =5 neni v Q
resitelna, ale 3* =9 ano.

MnozZina je husta, tj. mezi kazdymi dvéma racionalnimi ¢isly existuje aspon
b
jedno dalsi raciondalni ¢islo; napf. jejich aritmeticky priameér.

Mnozina @Q neni tplné: zobrazime-li Q na body primky, zjistime ,pomoci silné
lupy “, ze velké mnozstvi bodu primky nejsou obsazeny zadnym racionalnim ¢is-
lem. Témto ,diram* v Q rfikame iraciondlni cisla.

Blok 1.1.4: Racionédlni c¢isla

Pozndmbka: Cislice 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 se obvykle nazyvaji arabské, ale je to ,historicka
krivda“. Tyto znaky jsou puvodné indické a vznikly ze znakt jazyka sanskrt.

Pripomenme si:

Ukol:

3

22
Lo eQ:x=23751; r=—, x:77é7r(!)

25

.y €Q:y=1,27353535... = 1,2735 (nekonecny periodicky desetinny rozvoj)

Odpoved: Jsou to dva rtzné zapisy téhoz racionalniho ¢isla.

Otazka: Je zapis m = 3,14 spravny?
Odpoved: Neni: m ¢ Q, 3,14 € Q.

Desetinny rozvoj: 827,6305 = 8.10% +2.10' +7.10°+6.10"1 +3.1072 +0.1073 +
5.1074

Myslete si 3 jednomistné ptirozena cisla.

Prvni ¢islo vynasobte 2
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3. Prictete k vysledku 5

4. Vysledek vynasobte 5

5. K vysledku pric¢téte druhé ¢islo

6. Vysledek vynasobte 10

7. K vysledku prictéte treti ¢islo

8. Sdélte mi vysledek a ja vam feknu cisla, ktera ¢isla jste si mysleli.
Odpoved:

Myslim si:
a,b,c;

Postupné vykondm pokyny 1 az 7:
[(2a+5)5+b]10+¢c=V — 100a+ 10b+c+250=V
od sdéleného vysledku se odecte 250:

V' —250 = 100a+ 10b+¢; ( desetinny rozvoj).

Volba 1. a = 3,
Volba 2. a =5,

0 629 — 250 = 379.
0 793 — 250 = 543.

9
3

1.1.4 Mnozina vSech realnych cisel

Mnozina vSech realnych cisel R

Zékladni vlastnosti redlnych cisel:

1. Kazdé realné cislo lze vyjadrit desetinnym rozvojem, bud koneénym, nebo neko-
necnym.

2. Kazdé realné cislo je limitou néjaké konvergentni posloupnosti racionalnich ¢isel.

3. Kazdému bodu dané primky lze priradit jediné realné ¢islo. Pfimce s timto prira-
zenim tikame redind osa, resp. osa redlnych cisel.

4. Mnozina racionédlnich ¢isel Q je podmnozinou mnoziny realnych cisel R, tj.

QcCR.

5. Mnozina R je nespocetna.

6. Mnozina R je zuplnénim mnoziny Q.

Blok 1.1.5: Realné ¢isla
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Pripomenme si:

1
1. ¢islo 1= 0,25 je raciondlni ¢islo (koneény desetinny rozvoj)

avsak: 0,25 =0,25000... je to i realné ¢islo (nekoneény desetinny rozvoj).

2. meR:7m=3,1415926579... (nekonecny neperiodicky desetinny rozvoj)

1.1.5 MnozZina vSech iracionalnich ¢isel

MnoZina vsech iracionalnich disel

Zakladni vlastnosti:

1.

Iraciondlni ¢islo je takové redlné ¢islo, které neni racionalnim ¢islem. Plati nasle-

dujici ekvivalence:
reER-Q & zeRA2¢Q

Iraciondlni c¢islo ma nekonecny neperiodicky desetinny rozvoj.

Kazdé iracionalni ¢islo se da reprezentovat posloupnosti raciondlnich ¢isel; do-
konce nekoneéné mnoha posloupnostmi racionalnich ¢éisel. Napiiklad ¢islo e (zé-
klad prirozenych logaritmi) je iraciondlni a dé se reprezentovat posloupnosti ra-

( )
n ’

Mnozina vSech iracionalnich ¢isel je nespocetna.

Blok 1.1.6: Iraciondlni ¢isla

1. Otdzka: je ¢islo m = 3,1415926579... iracionalni?
Odpovéd: Ano, protoze ho lze vyjadrit pouze nekoneénym neperiodickym de-
setinnym rozvojem.

2
2. Otazka: je ¢islo == 0.285714285714285714. .. iracionalni?

Odpoved: Ne, protoze méa sice nekoneény desetinny rozvoj, ale cifry (285714)
se stale opakuji.

Toto ovSsem neni vérohodny argument, protoze je nemozné rozhodnout z né-
kolika cifer, ze se opakuji celé skupiny cifer. Co je vSak zrejmé, ze dané ¢islo
je podil dvou celych cisel, a tudiz je to ¢islo racionalni.

3. Cislo e =2,718281828459045235360287471352. .. je iracionalni. Otazkam i od-
povédim kolem tohoto ¢isla bude vénovana pozornost v celé radé dalSich od-
stavcl.

Priklad 1.1.1: Otazky
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1.2 Technologie komplexnich ¢isel

Komplexni ¢isla s operacemi s¢itani a nasobeni tvori komutativni téleso. Je to nej-
vétsi komutativni algebraické nadtéleso redlnych ¢isel a algebraicky uzavér télesa redl-
nych cisel. Toto téleso nelze okruhové usporadat.

Nerozumite o ¢em je fec?
Nevadi, jesté to neznamend, ze to nepotiebujeme. Ba, naopak. Viz odst. 8. ..

Vv

oborl matematiky“. V soucasnosti se stala velmi populdrni diky novym podnétim z
komplexni dynamiky, strojniho a elektrotechnického inzenyrstvi, ve fyzice v teorii strun,
ktera studuje konformni invarianty v kvantové teorii pole.

Jsme presvédceni, ze pravé nasledujici dva odstavce ndm nejlépe umozni vysvétlit
rozdil mezi matematikou a matematickou technologii.

V ur¢itém smyslu jsme udélali z nouze ctnost. Nedafilo se ndm napsat zacatek
o technologii komplexnich ¢isel tak, abychom s tim byli spokojeni. Udélali jsme proto
vykladovy experiment. Jakousi didaktickou segregaci. V teoretickém odstavci jsme uké-
zali, jak za¢ina matematicky vyklad a jak dal pokracuje dokazovanim dalsich vlastnosti,
vcetné rovnosti

[x1,22] = 21 + 122,

V technologickém odstavci jsme vyraz x4 ixe prohlasili za komplexni cislo a ze 1 je
néco, co je seslano od Boha, pro néZ plati +> = —1. Nic nedokazujeme, jen konstatujeme,
ze pouzivame standardni algebraicka pravidla a rychle pokracujeme ve vykladu. Konec
koncii, druhy zptisob v sobé obsahuje jakysi axiomaticky princip.

1.2.1 Teoreticky tivod

Mnozina vSech komplexnich c¢isel

a) Komplexnim ¢islem z nazyvame usporadanou dvojici realnych ¢isel x a y a zapi-
sujeme z = [z,y]. Cislu z € R fikdme realna ¢ast komplexniho &isla z, ¢islu y € R
fikdme imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z a znac¢ime x = Re z, y = Im 2. Mnozinu
vsech komplexnich ¢isel oznac¢ime C.

b) rovnost: Dvé komplexni ¢isla z; = [z1,y1], 22 = [22,y2] jsou si rovna, pravé kdyz
jsou si rovny jejich realné casti a jejich imaginarni ¢asti, tj.

[z1,91] = [z2,2] <= T1=22 A Y1 =12
c¢) soucet komplexnich ¢isel:
21+ 22 = [z1,y1] + [32, 2] = [21 + 22, y1 +y2);
d) souc¢in komplexnich ¢isel:

2122 = [21,1] - [12,y2] = [21- T2 —y1- Y2, T1-y2 +y1 - 32);
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)

neutralni cislo
i) ke scitani:
0=10,0], tj. ,24+0=2; (nulou znac¢ime dvojici nul)

ii) k nasobent:
1=11,0], tj. 2-1=2; (znaceni...).

Poznamka pro klidné matematické svedomsi:

jestlize definujeme v néjaké mnoziné neutralni prvek, jesté to neznamena, ze exis-
tuje. Naptiklad v mnoziné prirozenych ¢isel N neexistuje neutralni prvek vzhledem
ke scitani, ale vzhledem k nasobeni ano.

komplexné sdruzené ¢islo k ¢éislu z = [z,y] je ¢islo:
z= [.T, _y] :

vnorfeni R do C: kazdému redlnému ¢éislu r € R prifadime jednoznacéné dvojici [r, 0]
a zapisujeme r = [r,0].
Zde rovnitko chapeme jako prifazeni!

absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = [x,y] je nezdporné (realné) ¢islo:
N4 2 o1
2| = (2-2)% = (2" +y7)?;
Kazdé komplexni ¢islo s, pro které plati, ze |s| =1 se nazyva komplexni jednotka.

Komplexnich jednotek existuje v C nekoneéné mnoho a jejich obrazy v Gaussovée
roviné lezi na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku Gaussovy roviny, tj. v
obrazu ¢isla 0 = [0,0].

Komplexni jednotka, kromé redlné jednotky 1 = [1,0], neni neutralnim prvkem
vzhledem nésobeni. Imagindrni jednotka je komplexni jednotka ¢+ = [0,—1] =j (v
elektrotechnice)

Gaussova rovina: Kazdé komplexni ¢islo z = [x,y] 1ze zndzornit v roviné, kde je
zavedena kartézska soustava soutradnic Ozy takto:

komplexnimu ¢islu z pritadime pravé jeden bod z o souradnicich x =Re z, y =Im 2
a obracené, tj. kazdému bodu v roviné je prirazeno pravé jedno komplexni ¢islo.
Roviné s timto pfifazenim tikdme Gaussova rovina (viz obrazek 1.2.1).

Blok 1.2.7: Komplexni ¢isla
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Obrazek 1.2.1: Gaussova rovina

Dtsledky definici:

1. Operace s¢itani a nasobeni jsou definovany tak, aby spliovaly komutativni zakon,
asociativni zakon a distributivni zakon, tj plati:

komutativnost a+b = b+a : a-b = b-a;
asociativnost a4+ (b+c¢) = (a+b)+c ; a-(b-c) = (a-b)-q
distributivnost a-(b+¢) = a-bta-c ;

Dikaz se opira platnost téchto zakoni v R a o princip vnoreni R do C.
2. Podil p = ¢ komplexnich cisel a, b # 0, je takové komplexni ¢islo, které je kofenem

rovnice a = b- p; presnéji: Ke kazdym dvéma komplexnim ¢islim a, b, kde b # 0,
existuje takové komplexni ¢islo p, pro které plati: a =0b-p.

Cislo p se nazyvéa podil komplexnich ¢isel a,b a zapisuje se: p = 7
K dikazu opét vystacime s definici soucinu.

3. Algebraicky tvar: Pro kazdé komplexni ¢islo z = [z, y] plati rovnosti:

2= [,0]+[0,y] = [x,0]+[0,1] - [y,0] = = +2y.
4. Mocnina a odmocnina - bude podrobnéji zpracovana v samostatném odstavci.

Poznamka:
Shrneme poznatky o operacich v ¢iselnym mnozinach, které operace s Cisly lze v dané
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¢iselné mnoziné provadét, aby vysledek bylo ¢islo ze stejné ¢iselné mnoziny, tj. aby dana
mnozina byla uzavrend vzhledem k dané operaci:
N - sc¢itani, ndsobeni, umocnovani prirozenym exponentem;
7, - scitani, odcéitani, nasobeni, umocnovani prirozenym exponentem;
Q - scitani, odcitani, nasobeni, déleni (kromé déleni nulou!), umocnovani ce-
lo¢iselnym exponentem (s vyjimkou 0!);
R - séitani, od¢itéani, ndsobeni, déleni (kromé déleni nulou!), umocnovani a
odmocnovani nezapornych realnych cisel realnym exponentem; napiiklad
v R neumime stanovit:

(—m)™, (ale #™ ano)

viz kazda obycejna kalkulacka.

C - vSechny operace. Pro technologické vyuziti velkého potencidlu komplex-
nich ¢isel, musime odvodit dalsi disledky definici, naptiklad funkci obecnd
mocnina.

1.2.2 Technologicky ivod

V roviné zvolime dvé navzajem kolmé ptimky, vodorovnou a svislou. Priisecik primek
oznac¢ime [0,0], vodorovnou piimku nazveme redlnd osa, svislou imagindrni osa.

Kazdému bodu z této roviny priradime usporadanou dvojici redlnych ¢isel. Uspo-
radand dvojice » = [0,1] se nazyva imagindrni jednotka, dvojice [1,0] se nazyva redlnd
jednotka.

Jestlize pro vSechny usporaddané dvojice redlnych ¢isel definujeme relaci rovnosti a
operace sc¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, umocnovani, odmocnovani, dostaneme struk-
turu, kterou nazyvame mnozina komplexnich cisel a znacime C.

Zékladni vlastnosti vSech komplexnich cisel:
1. komplexni ¢islo z je ¢islo:
z=1x+1, 2=—-1,z€R, yeR.

Rez = x = se nazyva redlna cast Cislaz,
Imz = y = senazyva imagindrni cast ¢islaz

2. Ke kazdému cislu z € C existuje prave jeden bod Z Gaussovy roviny s kartézskymi
souradnicemi.

3. Redlné ¢islo:
Imz=0

4. Ryze imagindrni C¢islo:
Re z = 0;

5. Imagindrni jednotka je takové komplexni ¢islo ¢, pro které plati:
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10.

11.

12.

13.

Cislo komplezné sdruzené k ¢islu z = x4y je ¢islo:
zZ=T—;
e - 9 9 . ’ , i il
soucin z-Z = x“ 4y~ je nezaporné realné cislo.

Rowvnost komplexnich ¢isel:

Dvé komplexni ¢isla z1, 22 jsou si rovna, pravé tehdy kdyz jsou si rovny jejich
realné ¢asti a zaroven jejich imaginarni casti, tj.:

n=zn & (r1=22) A (11=1y2);
Soucet komplexnich ¢isel:
21+ 20 = (x1+22) +o(y1 +y2);
tj. secteme redlné a imaginarni ¢asti ¢isel z; a z9.
Rozdil komplexnich ¢isel:
21— 22 = (1 —12) + (Y1 — Y2);
tj. odecteme realné a imaginarni casti cisel z1 a zo.

Soucin komplexnich ¢isel:

Forméalné povazujeme komplexni ¢isla 21 = x1 + 11 a 29 = x2 +1y2 za dvojcleny a
aplikujeme pravidlo o ndsobeni dvojclenii:

21-20 = (x1+w1) - (x2+rw2) =21 22+ 21 - w2+ T2 w1 +1y1 - w2 =
= (v122 — y1y2) + (712 + T2Y1 ).
Podil komplexnich ¢isel:

21 X1+
22 T2t+1y2

T2 W2 (tj é)
Ty —1y2 Z2/)

21 _ (mimp+yige) fo(@oys —T1yp) _ T1Ta+y1y2 | Toyi — L1y

2
7.2 2.2 7.9
29 T+ Y3 5+ Y5 5+ Y5

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = x + 1y je realné ¢islo:

2] = /22 +y? >0;

Polérni (goniometricky) tvar komplexniho éisla je:

z=op(cosa+isina); z#0, a € R

kde: o=|z| = /22 +y?

a = Argz = argz + 2kw se nazyva argument komplexniho cisla



1. CISLA, BODY; POCTY, MANIPULACE 23

14.

15.

Z periodicity funkei sinus a kosinus (« je velikost orientovaného tihlu - viz obrazek
1.2.2) plyne, ze:

a=ag+2km, k je celé ¢islo, ap €< —m,m > .

Mnozinu vSech redlnych ¢isel o pro které plati polarni tvar komplexniho ¢isla z
oznacime:

Arg z={aeR : ag+2kr, k€ Z}
a nazyvame ji argumentem komplexniho cisla z. Zapisujeme také:
Arg z = arg z + 2km,
arg z = oo nazyvame hlavni hodnotou argumentu komplexniho cisla z.

Exponenciéalni tvar komplexniho ¢isla:
z=o0-¢€

kde: o, a - viz formulace polarniho tvaru komplexniho ¢isla
Prirazovaci rovnost:
e'* = cosa+sina,

se nazyva Fulerova formule a zde ji prijmeme jako axiom. Algebraické zdiuvodnéni
spociva v tom, Ze mocniny ¢isla a = cosa + 1 sina spliuji pravidla z odst. 1.2.3.
Cislo e je iracionalni a je to limita posloupnosti:

11 1\"
i <L) ~ 2,718281828459045235360287471352.

n—oo n

Terminem komplexni jednotka nazyvame takova komplexni ¢isla pro ktera plati:
s =cosa—+isina = ',
|s| = 1.
je ztejmé, ze:
(a) komplexnich jednotek je nekonecné mnoho,

(b) v Gaussové roviné lezi na kruznici s polomérem 1 a stfedem v pocatku.

(c) imaginarni jednotka 2 je také komplexni jednotka:

T ol = [0-+4f = 02412 =1

16.

Soucin komplexnich ¢isel v polarnim nebo exponencialnim tvaru:
Je-li: 21 = opi(cosa;+isinag) = pp-€,

z9 = pa(cosag+isinag) = pg-€2,
potom:

2122 = 01 - 02(cos(a1 + ag) +sin(ag +a2)) = 01 - 02 - elartaz)


mika
Tužka
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17. Podil komplexnich ¢isel v poldrnim nebo exponencidlnim tvaru:

Je-li: 21 = opi(cosa;+isinag) = pp-€,
zo = o2(cosag+isinag) = pg-e"2,
potom:
44 (cos(ap — ag) +18in(ag — a)) = 91 goa—az),
Z2 02 02

Blok 1.2.8: Vlastnosti komplexnich ¢isel

Obrazek 1.2.2: Gaussova rovina

1.2.3 Mocniny a odmocniny

Umocnovani komplexnich cisel:
zakladnim principem je opakované nasobeni, pro 2z € C, n € N:

n

1. 2"=2z-2-2...2,

2" = (x +y)" podle binomické formule

2" = o"(cos(n-a+sin(n-a)) = 0" - "™ je Moivreova formule
2. 20=1, 20,
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4. 0 je pouze symbol(neuréity vyraz), ktery miize oznacovat ¢islo, ale nemusi.

=a™™" acC,m,neEN;

)

©
2%
I
IS
3
S
IS
m
(@)
3
s
M
2z
=}
e
>

Blok 1.2.9: Mocniny komplexnich ¢isel

Odmocnovani komplexnich éisel:
zakladnim principem je mocnina w"™ =z, n € N.
1. n—ta odmocnina z nezaporného realného cisla a je jediné nezaporné realné cislo

r takové, ze plati:
r' =a.

znacime:
R
r=a
Historickd pozndmka: znak / je stylizované pismeno r. V latiné se nazyva radir,
v angli¢tiné root (square root) a znamenda koren.

1

- m
2. pro: an = (aﬁ) = ()" = ¥Va™, mneN, a>0.
3. m—ta odmocnina z komplexniho ¢isla z je takové komplexni ¢islo w, ze plati:
w" = z.

znacime:

w= z°
4. Pro z v polarnim nebo exponencidlnim tvaru lze z uvedené podminky stanovit:
Yz = %R(COSQ +zsing) = Q/@R-ez%.
n n
V ramci tohoto odstavce u znaku odmocnitka piseme horni pravy index R v pripadé, ze

jde o ,realné“ odmocnitko a piseme horni pravy index C' v pripadé, ze jde o . komplexni*
odmocnitko. Déle to jiz pouzivat nebudeme a z kontextu to bude (snad) zfejmé.

Blok 1.2.10: Odmocniny komplexnich ¢isel
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Problém obecné mocniny a’ nejen pro redlna ¢isla, ale i pro komplexni &sla, nelze

definovat bez poznatkii o funkcich a limitach. Prosime zajemce o strpeni a ptipadné o
nahlédnuti do odpovidajiciho sesitu.

1.2.4 Struktury

Matematickd struktura je mnozina spolu s dodatecnou informaci, naptiklad alge-
braickymi operacemi, relacemi apod. Ciselné mnoziny (obory) jsou pifkladem zaklad-
nich matematickych struktur.

Matematické struktury jsou zavadény proto, aby bylo mozno dokazovat matematicka
tvrzeni pro mnoho raznych objekt najednou. Napiiklad dokaze-li se néjaké tvrzeni pro
kazdy linedrni prostor, neni jiz nutné jej dokazovat zvlast pro vektory v roviné, zvlast
pro prostor vsech funkci apod., protoze kazda z téchto mnozin tvori linearni prostor.
Totéz plati pro dalsi matematické struktury, naptiklad grupy, usporadané mmnoziny,
svazy apod.

Pouziva se téz synonymum abstraktni struktura, které zdiuraznuje kontrast mezi
konkrétnimi matematickymi objekty (néjaka véta mize néco tvrdit o piimkach, jind o
funkcich na redlnych éislech...) a obecnymi strukturami (kdy véta o grupéch néco tvrdi
o vSech nejriuznéjsich mnozinach, které jsou grupami).

Prikladem matematické struktury je monoid, ktery je definovan jako mnozina M s
binarni operaci o, ktera:

e je asociativni, tj. pro kazdé x,y,z € M plati (zoy)oz==xo0(yoz), pro jednodu-
chost 1ze tedy pouzivat zapis royoz

e ma neutralni prvek e takovy, ze x € M plati roe=x a -eox =x.

Prikladem monoidu je:
e mnozina celych ¢isel se s¢itanim
e mnozina vsech lichych ¢isel s ndsobenim

e mnozina vSech ¢tvercovych matic velikosti 4 (nebo kterékoli jiné) s maticovym
nasobenim

e mnozina vsech permutaci na jakékoli mnoziné s operaci skladani zobrazeni.

Priklad struktur, které nejsou monoidy:
e mnozina kladnych redlnych ¢éisel s délenim (neni asociativni)

e celd ¢isla od 1 do 10 se scitdanim (vysledek operace nékdy nelezi v dané mnoziné,
napiiklad 9+2 =11)

e celd ¢isla s operaci déleni (neni asociativni a déleni nulou neni definovano)

o celd kladnd ¢isla se s¢itanim (nema neutrdlni prvek)
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Nespravné manipulace (nedodrzovani pravidel operaci tj. nedodrzeni zékont dané
struktury) vedou k nespravnym vysledkim. Nemusi byt jednoduché chybu najit.

Uvedme jeden znamy pripad:

Necht pro dvé libovolna redlna ¢isla x, y plati rovnost x = y. Obé strany rovnosti

vynasobme ¢islem z:

x2:xy

a odec¢téme od kazdé strany mocninu y2. Dostaneme:
2=y =zy—y® b (rty)(e—y) =ylz—y).
Krécenim vyrazem (z —y) obdrzime:
x+y =1y, odtud pak z =0.

Zaver (17): libovolné redlné ¢islo x se rovna nule.
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Kapitola 2
Usporadani realnych cisel a omezené
Ciselné mnoziny

Obsah kapitoly

2.1 Axiomy usporadani vIR . . ... ... e
2.2 Intervaly - podmnoZiny mnoziny R . . . ... ... ... .......

2.3 Maximum, minimum, supremum, infimum . . . . ... ... ... ..

2.1 Axiomy usporadani v R

1. trichotomie:
Pro kazda dveé cisla x € R, y € R plati pravé jeden ze vztaht:

<y, T=yY, T>UY.
slovné: je pravdivy pravé jeden z vyroku.

2. tranzitivnost:
Pro kazdé dvé ¢isla z € R, y € R plati:

Ve,y,z€R: (z<yANy<z) = x<z;
slovné: je-li x mensi nez y a y je mensi nez z, pak je x mensi nez z

3. monotonie scitani:
Pro kazdé dvé ¢isla z € R, y € R plati:

Ve,y2 € R: z<y & z4+z<y+z;

4. monotonie nasobeni:
Pro kazda dvé ¢isla z € R, y € R plati:

Ve,y,z€R: (z>0Ay>0) = xzy>0;

(obracend implikace neplati !)
kde znak < je znak ekvivalence a znak ,A“ je znak konjunkce.
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Rikdme, 7e mnozina realnych ¢sel je usporddand.

Témito axiomy (vic jich neni tfeba) zavadime vztahy (relace):
e _je mensi nez*
e _je vétsi nez”

V mnoziné komplexnich ¢isel tyto axiomy nelze zavést!

Blok 2.1.1: Usporadani v R

U komplexnich ¢isel neumime rozhodnout, které ze dvou komplexnich ¢isel (s nenulovou
imaginarni ¢asti) je vétsi; umime rozhodnout pouze o rovnosti.

Ukoly:

1. Co znamena zapis:
a<b?

(a je mensi nebo rovno b; disjunkce dvou vyroki.)
2. Co je spravné (tj. kterd nerovnost je pravdivy vyrok):
3<4, 3<4, 4<4, 4<4
(pouze posledni vyrok je nepravdivy)

3. Jaky je rozdil mezi rovnosti a rovnici?
(Rovnost je vztah (vyrok). Rovnice je tlohal)

4. Jaky je rozdil mezi nerovnosti a nerovnici?
(Nerovnost je vztah (vyrok); nerovnice je tloha - viz uvedené tlohy.)

5. Stanovte x € R takové, aby platilo:

3+x<T.
6. Stanovte x € R takové, aby platilo:
5—3z > 17.
7. Provérte, zda plati:
25 < 1,9™7

2.2 Intervaly - podmnoziny mnoziny R
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1. (a,b) ={zx € R: a <z <b} - uzavieny interval;

2. (a,b) ={z €R: a <z <b} - otevieny interval;

3. (a,b) ={z €R: a <z <b} - polouzavieny (polootevieny) interval;
4. {a,b)={x €R: a <x <b} - polouzavieny (polootevieny) interval;
5. (a,+o0)={z€R: a<z}

6. (a,+00)={z€R: a<z}

7. (—o0,b) ={z €eR: x <b}

8. (—oo,b)={zeR: z<b}

Blok 2.2.2: Intervaly

2.3 Maximum, minimum, supremum, in-
fimum

Ciselnd mnozina A C R je shora omezend, kdy:
Jdes eR, VeeA: x<co.

7 Zakladni Vlastnostl:

1. Existuje redlné ¢islo co takové, ze kazdé ¢islo x € A je nejvyse rovno cislu co.

Blok 2.3.3: Omezenost shora

Ciselnd mnozina A C R je zdola omezena, kdy:
JdeieR, VeeA: z>c.

== Zakladni vlastnost]:

1. Existuje realné cislo ¢; takové, ze kazdé ¢islo x € A neni mensi nez ¢islo ¢;.
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Blok 2.3.4: Omezenost zdola

Ciselnd mnozina A C R je omezend, kdyz:
dei,c0€R, VeeA: ¢ <x<eo.

Zakladni vlastnosti:

1. Existuji dvé realna ¢isla ¢ a co takova, ze kazdé ¢islo x € A je nejvyse rovno ¢islu
co a zaroven neni mensi nez ¢islo c;j.

Blok 2.3.5: Omezenost oboustranna

Ukol:
Formulujte nésledujici vyroky pro mnozinu M C R:

1. mnozina M je shora neomezena
2. mnozina M je zdola neomezena

3. formulujte negaci predchozich vyroki

Maximum ¢iselné mnoziny A C R:
je takové realné ¢islo M, pro které plati Ve € A: = < M;

Oznacujeme: M = max A.
Cteme:
M je nejvétsi ¢islo mnoziny A

Blok 2.3.6: Maximum ¢iselné mnoziny

Minimum ¢iselné mnoziny A C R:
je takové realné cislo m, pro které plati Vo € A: x> m;
Oznacujeme: m = min A.

Cteme:
m je nejmensi ¢islo mnoziny A

Blok 2.3.7: Minimum ¢iselné mnoziny
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Supremum c¢iselné mnoziny A C R:
je takové redlné cislo S, pro které plati pozadavky:
1.VieA: z<85;
2. Vo' eR: 2/ <8 Fa"eA: 2'>7;

Oznacujeme: S =sup A.
Cteme:

Pro kaZzdé redlné ¢islo 2’ mensi nez S existuje v mnoZiné A redlné ¢islo 2”7, které je
véts] nez ¢islo 2.

Blok 2.3.8: Supremum ¢iselné mnoziny

Infimum ¢iselné mnoziny A C R:
je takové redlné cislo S, pro které plati pozadavky:
1.VeeA: z>s;
2.V eR: 2/ >s "€ A: ' <d;

Oznacujeme: s =inf A.
Cteme:

Pro kazdé redlné ¢éislo o’ vétsi nez s existuje v mnoziné A redlné ¢éislo x”, které je
mens{ nez ¢islo 2.

Blok 2.3.9: Infimum ¢iselné mnoziny

Napriklad:

max (—2,1) =1; sup (—2,1) =1

min (—2,1) neexistuje; sup (—2,1) =1;

max (—5,+00) neexistuje; sup (—5,400) neexistuje;
Otézky:

1. Je maximum (minimum) vzdy supremem (infimem)?

2. Je supremum (infimum) vzdy maximem (minimem)?

Absolutni hodnota realného cisla = je vétsi z cisel x a —x; Znacime:

|z| = max{x,—z}
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\Blok 2.3.10: Absolutni hodnota

Diisledky definice:
Dusledek 1: Absolutni hodnota ¢isla z je vzdy nezaporné dislo,
tj. |z| > 0.
Disledek 2: pro z > 0 je |z| = ;
pro z <0 je |z| = —a;
pro z =0 je |z| = 0;

Diisledek 3: Mmnozina B C R je omezena pravé tehdy, kdyz
de>0,VeeB: |z|<c

Diusledek 4: Va,beR: |a+0b| <|a|+|b] (trojihelnikovd nerovnost)
Disledek 5:  |[|a| — |b]| < Ja—0b| < |a| + |b|
Disledek 6: VaeR:

laf? = a*;
\/?:|a|
a|_la
bl =la|-|b; |7|=1m, b
bl = ol o[ =57, b0

Blok 2.3.11: Disledky definice absolutni hodnoty
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Termin ciselnd soustava je obvykle chapan ve vyznamu jakési reprezentace, zapisu
¢isel pomoci urcitych symbolt. Zptsobt, jak reprezentovat, zapisovat cisla je pomérné
znacné mnozstvi. Ne vsechny se vSak v prubéhu véka“ siroce rozsitily, popripadé udr-
zely. Pouze nékteré reprezentace ¢isel vsak mély diky svym vlastnostem zasadni, primo
fundamentélni vliv na dalsi technologicky rozvoj civilizace, zejména pak matematickych
véd.

Jedno z moznych rozdéleni, klasifikaci ¢iselnych soustav je:

e nepozicni ¢iselné soustavy,
e pozicni ¢iselné soustavy,

e ostatni.

3.1 Nepozicni ¢iselné soustavy

Nepozicni ¢iselna soustava je zpusob reprezentace, zapisu ¢isel pomoci specifickych
symbolt, ¢islic. Hodnota ¢isla neni ddna pozici ¢islice v ¢isle, ale (napriklad) poctem
vyskyta urcitého symbolu, cifry.
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Nepozicni ¢iselné soustavy jsou nyni povazovany za zastaralé a pouzivaji se vy-
jmecné, pripadné pouze ve specifickych (nejéastéji historicky danych) situacich, ¢ sou-
vislostech. Napiiklad pri vyuce elemetarnich zakladi matematiky, s¢itani a odcitani a
na prvnim stupni zakladni skoly se ¢asto pouziva pomiicka kulickové pocitadlo, ¢asto
zvana ,vlastovicky“.

Mezi nepozicéni ¢iselné soustavy radime zejména:
e iimské cislice - ptivod symboli:

e egyptské cislice

o tecké Cislice

e etruské cislice

Pripadné dalsi, ponékud ,specialni typy“ soustav.

3.1.1 Rimské &islice

Rimsk4 ¢isla (&islice) vznikla piirozenou cestou, kdy jednotlivé symboly maji sviij
puvod v pouzivani lidské ruky, jako ,pomocnika“ pro vyjadieni potfebného mnozstvi.
Rimané pocitali na prstech

o symboly I, 11, I1I:
Cisla jako 1,2 a 3 a jim odpovidajici znaky I, II a III graficky vyjadiuji jednotlivé
prsty na ruce.

o symboly V a X:
Také tato dvé fimska ¢isla maji sviij piivod v lidské ruce. Rimské éislice V (5)
je vyjadfenim dlané s péti prsty - V tvoii tvar mezi palcem a malickem. Rimska
¢islice X (10) jsou dvé dlané u sebe (10 prsti).

o symboly L a C:
Latinsky sto je centum - odtud C. Padesat je polovina ze stovky. L tedy vzniklo
,<rozpulenim“ znaku pro 100 (C).

o symboly D a M:
Tisic je latinsky mille, odtud M pro 1000. Znak D pro 500 vznikl opét grafickym
ypulenim* znaku M, tentokrat svisle. Vznikl tak znak podobny pismenu D.

Rimské ¢islice nemaji symbol pro ¢islo ,nula“, prestoze jeji vyznam dobre znali.
Rimané zapisovali ¢isla:
e (islo 4 jako IIII,

o &islo 40 jako XXXX,

e cislo 999 jako DCCCCLXXXXVIIII.



3. CISELNE SOUSTAVY 37

Ke zkréceni zapisu (z uspornych davodu) doslo az ve stfedovéku, kdy byl zaveden
systém predchazeni mensiho symbolu pred vétsim k vyjadreni ¢isla:

e IV =14
e IX =9
e XL = 40
e XC = 90
e CD = 400
e CM = 900
a jiné kombinace povoleny nebyly. Takze ¢islo 999 bylo nutné zapisovat ve tvaru:

099 = CMXCIX,

a nikoliv ve tvaru:
999 =1M.

3.1.2 Egyptské cislice

Staroveké egyptské cislice byly pouzivany ve starovékém Egyptu priblizné od roku
4000 pt. n. 1. do zacatku 1. tisicileti n. 1. Stari egyptané pouzivali desitkovou soustavu,
nikoliv vSak pozicni, ale pro kazdou mocninu deseti méli jiny znak, ktery se podle
potteby opakoval:

1 — v 10000 = |
0 = a 100000 = 9
100 = ¢ 1000000 — %
1000 = 1

Tabulka 3.1.1: Egyptské ¢iselné symboly

Nasobky téchto hodnot byly vyjadfovany opakovanim prislusnych symboli tolikrat,
kolikrat bylo treba. Naptiklad na rytiné z Karnaku je ¢islo 4622 zapsano jako:

I111

AN
AN

nNll

Tabulka 3.1.2: Zapis c¢isla 4622

Starovéci Egyptané méli pomérné volny zptisob zapis c¢isel. Egyptské hieroglyfy se
mohou psat obéma sméry (zprava doleva i zleva doprava), dokonce i vertikalné. Priklad
v tabulce 3.1.2 je psan zleva doprava a odshora doli.

Pro séitani a odcitani Egyptané pouzivaji symboly (pata):

scéitani: A ;  odditani: o

Pokud paty sméruji ve sméru psani, jde o symbol pro séiténi (plus). V opaéném piipadé
se jednd o symbol pro od¢itani (minus).[1]
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3.1.3 Recké &islice

Rekové pouzivali (pouzivaji) k zépisu ¢islic pismenné symboly fecké alfabety. Diky
tomu, Ze ¢iselny systém je nepozi¢ni, opakovali (podobné jako Egyptané) pouzity symbol
tolikrat, kolikrat bylo potteba.

Prvnich devét znakt recké alfabety odpovidalo postupné ¢islum 1,2, 3, az 9. Druhych
deset znakl alfbety odpovidalo postupné ¢islim 10,20,30, az 100. Pro nékteré vyssi
rady se pak pouzivaly specialni symboly, jelikoz nebyl k dispozici potiebny pocet znaki
alfabety.

Recké ¢slice se v Recku v souc¢asnosti pouzivaji podobné jako fimské ¢islice v Cesku,
pouze prilezitostné a i k podobnym tcelim.

Starovéké Recko dalo svétu mnoho vynikajicich matematiki, jejichz dily je mozné
se inspirovat i v soucasnosti. Nejznaméjsi jména jsou pravdépodobné Pythagoras, Ar-
chimédes, pripadné Thales z Milétu. Nejsou vsak jedini, ktefi obohatili matematické

poznani. Pfipomenme nékolik méné znamych jmen:

Apollonios z Pergy byl starovéky recky geometr a matematik. Narodil se kolem roku
200 pr. n. 1. ve mésté Perga v Pamylii, ptisobil v egyptské Alexandrii a v Pergamu.
Proslul zejména dilem Koénika — Pojednani o kuzeloseckéch.

Aristarchos ze Samu (asi 310 — 230 pf. n. 1.) byl fecky matematik a astronom, tvirce
heliocentrického modelu vesmiru, nékdy nazyvany staroveky Kopernik. Aristar-
chova védecka zjisténi a nazory ale poburovaly verejné minéni té doby. Prohlasil,
ze vesmir je nekonecény a hvézdy jsou jinad Slunce. To byly v té dobé kacitské
myslenky a Aristarchos byl obzalovan z bezboznosti. Jeho model byl zamitnut a
posléze na dlouho zapomenut.

Diofantos z Alexandrie byl starovéky fecky matematik piisobici ve 3. stoleti n. 1. v
egyptské Alexandrii. Je prvnim matematikem, ktery tesil ryze algebraické pro-
tika sepsal ve 13 knihach. Bohuzel, do dnesni doby se zachovala priblizné polovina
jeho dila. Jeho jméno nesou rovnice, které studoval (diofantické rovnice).

Eratosthenés z Kyrény (mezi 276-272 v Kyréné — 194 pr. n. 1. v Alexandrii) byl ma-
tematik, astronom a ziejmé nejvetsi geograf antického Recka. Ptisobil téZ jako
spravce alexandrijské knihovny:.

Je znam jako autor jednoho z prvnich vypocetnich postupt vitbec, dnes bychom
rekli algoritmu, pro nalezeni vsech prvocisel v daném intervalu.

Héron Alexandrijsky zvany ,Méchanikos®, byl starovéky matematik a vynalezce. Pu-
sobil v 1. stoleti n.l. (ca 10 - 70). Zabyval se praktickymi tilohami z matematiky,
mechaniky a dalsich oblasti fyziky. I kdyz je jeho dilo mnohem obsahlejsi, je dnes
znam predevsim jako autor Heromova wvzorce pro vypocet obsahu trojihelniku.
Sestrojil takzvanou Heronovu baniku, coz byl prvni pokus o vytvoreni parniho
stroje.

Ve svém dile Automata se také vénuje automatizaci a tak je pravé toto dilo ozna-
¢ovano jako prvni kniha o robotech.
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Hypatia z Alexandrie (mezilety 350(370) — 415, ev. 416) byla pohanské novoplatonské
egyptské Alexandrii. Je povazovana za jednu z hlavnich postav pohanské filosofie
a viry té doby. Svymi soucasniky byla pokladana za charismatického ucitele a
vyznamného ucence se znac¢nym rozsahem odbornosti. Souc¢asné pozivala ve mésté
vseobecné obliby a tlcty.

Tim bohuzel drazdila predstavitele kiestanské cirkve, tehdy jiz dominujici na-
bozenskou silu. Na popud mocichtivého, svarlivého a agresivniho krestanského
patriarchy Kyrila (Cyrila) Alexandrijského byla pod falesnou zaminkou brutalné
napadena a zavrazdéna zfanatizovanym davem.

3.1.4 Etruské cislice

Ve starsi popularné-historické literature lze nalézt jazyk Etruski v jedné skupiné s
protoindickym pismem a krétskym linearnim pismem A. Coz bohuzel znamena, ze stale
zustava v kolonce ,dosud nevylusténo“. Tedy, ¢astecné.

Texty, které jsou k dispozici, jsou v ¢astecné srozumitelné. Protoze vsak jde vesmeés
o texty kratké, chybi predstava o jazyce jako celku. Protoze znacna cast texti pochazi z
hrobi, rozumime sloviim oznac¢ujicim pribuznost (otec toho a toho), ¢islovkam (zemfel
v tolika a tolika letech).

Uvadi se, ze etruské cislovky slouzily jako zaklad, vychodisko pro fimské cislice. To
je bohuzel zatim vse, co se povedlo etruskologim zjistit. Nelze tak s jistotou Fici jaky byl
vlastné jejich ¢iselny systém, jak provadéli pocetni operace, zda objevili néjaké zakladni
matematické zakonitosti. Nelze s jistotou fici jak Rimané uzptisobili ptivodni etrusky
¢iselny systém. I to se bohuzel v déjinach stava.

3.2 Pozic¢ni cCiselné soustavy

Druhéa skupina ¢iselnych soustav, pozicni ciselné soustavy je dnes prevladajici sys-
tém reprezentace, zapisu cisel. Vyznacuje se zejména velkou pruznosti pii zobrazovani
velkych hodnot pri souc¢asné potfebé pomérné malého poc¢tu symboli.

Pozi¢ni ¢iselné systémy jsou zalozeny na vlastnosti, ze hodnota ciselného symbolu
je dana jeho pozici ve vyjadreni ¢isla. Nejcastéji pouzivané pozicni ciselné soustavy,
hlavné diky rozvoji vypocetni techniky, jsou:

e desitkova soustava (dekadickd), viz Al-Chvarizmi: Algorithmi de numero indorum

e dvojkova soustava (bindrni)

e osmickova soustava (oktalova)

e Sestndctkova soustava (hexadecimdlni)

Pripomenme nékteré dalsi, spise historické pozi¢ni ¢iselné soustavy, naptiklad:

e dvacitkovad soustava starych Mayu,
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e dvandctkovd soustava,

o sedesatkovd soustava starych Sumer.

Termin ,,dvojkova soustava“, ptip. ,desitkova soustava® v podstaté rika, kolika rtz-
nymi symboly (znaky) dand soustava ,disponuje“. Je to prirozené cislo a oznacuje se
terminem radiz, z anglického bdze, koren, ¢i zdklad. Pouziva se obvykle symbol 7.

Déle plati ,dohoda“ (¢ti: je stanoveno), Ze symbol umistény wvice vlevo' mé vetsi
vyznam,vahu v daném c¢isle, nez symbol umistény vice vpravo. Velikost tohoto vyznamu,
vahy, je ur¢ena pravé hodnotou radizu.

Ukol:
Zjistéte vyznam (vahu) jednotlivych éislic v ¢isle 1234 zapsané v desitkové soustavé

1234 = 1-1000+2-1004+3-10+4-1
= 1-1034+2-102+3-10*+4-10Y

Z uvedené ulohy je patrné, ze vyznam, vliv na vyslednou hodnotu ¢isla, symbolu 3 je
vyznamné vétsi (desetindsobné), nez vliv, vyznam symbolu 4. Stejny zavér plati pro
libovolnou spolu sousedici dvojici symbolu (¢islic) ve zkoumaném ¢isle.

Zobecnénim ulohy pro libovolny éiselny zaklad ziskame:

Zapis celého ¢isla v poziéni ¢iselné soustave:
0
a=sgna Zak-rk
k=n

pripadné v ,rozepsané‘ podobé:

a=sgna- (an-rnJran_l-r"_l+an_2-r"_2+---+a2-r2+a1-7“1+a0-7“0>.

kde:
sgn a znaménko éisla a
T zaklad ¢iselné soustavy (radix)
ag k —ty symbol ¢isla (k —t4 cislice)
n pocet cislic v ¢isle

Blok 3.2.1: Zapis celého ¢isla v poziéni ¢iselné soustave

Takto formulovany zapis ¢isla (viz 3.2.1) dovoluje zapsat pouze ¢isla celd.

Casto je potfeba zapsat i &isla, kterd obsahuji zlomkovou ¢ast, raciondlni ¢isla. Tuto
cast pak oddélujeme od celé c¢asti zvlastnim symbolem, obvykle nazyvany desetinnd
¢drka®. Rozsiteni pro desetinnd, obecnd zlomkové ¢isla 1ze formulovat (viz 3.2.2):

ImtiZe byt ovlivnéno lokdlnimi kulturnimi odli$nostmi kazdého néaroda. . .
2opét jde o lokalné zavisly symbol. ,,Anglosaské® zemé pouzivaji symbol desetinnd tecka
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Zapis racionalniho ¢isla v pozicéni ¢iselné soustave:
—
a =sgna Zak-rk
k=n
pripadné v ,rozepsané‘ podobé:

azsgnm(an~7’"+an,1~—|—-~-+a1-r1+a0-r0+a(_1)~7’*1—|—~-~+a(_l)~'r*l).

kde:
sgn a znaménko cisla a
r zéklad ¢iselné soustavy (radix)
ay, k —ty symbol ¢isla
n pocet cislic celé casti c¢isla
[ pocet zlomkové ¢asti ¢isla, obvykle desetinnd c¢ast

Blok 3.2.2: Zapis racionalniho ¢isla v poziéni ¢iselné soustave

3.2.1 Dekadicka ¢iselna soustava

Dekadicka soustava (desitkova soustava) je pozi¢ni ¢iselnd soustava se zakladem 10.
Pro zapis ¢isel pouziva symboly 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Tato ¢iselna soustava je dnes nejpouzivanéjsi jak v bézném zivoté, tak ve védeckych
a technickych oborech.

Zapis cisla v dekadické soustave:

a = (aga1ap,a—1a—2);,

pripadné:
—9)
a=sgna (Z ag - 10k)
k=2
kde:
sgn a znaménko ¢isla a
10 zéklad ¢iselné soustavy (radix)
ag k —ty symbol ¢isla

Je-li r =10 (dekadicka ¢iselnd soustava), pak ¢iselny zaklad neuvadi, tj zapis:
(agarag,a-1a—2)10 = azaiag,a—1a—2

je ekvivalentni.

Blok 3.2.3: Zapis racionalniho ¢isla v dekadické ¢iselné soustave
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Uloha:

Zjistéte vyznam (vahu) jednotlivych ¢islic v ¢isle 1234, 56 zapsané v desitkové soustave

1234,56 = 1-1000+2-100+3-10+4-145-0,1+6-0,01
= 1-10+2-102+3-10' +4-104+5-10"1 +6-1072
= 1-10°+2:10%43-10"+4-10°+5- 557 + 6 752

Ve védeckém svété (v bézném zivoté také) vznikla potfeba ,pojmenovat“ nékteré
(nejcastéji pouzivané) nasobky ¢isla 10. Postupné se vyvinul a posléze standardizoval

systém oznaceni téchto nasobkii. Bohuzel, ne ve vSech castech svéta stejné.

Postupem doby se ustélily dva pouzivané systémy:

o tzv. kratkd soustava (z francouzského échelle courte) oznacuje slovem bilion ¢islo,
které se rovnd tisici milionfim (10%) a dalsi pojmenovani nasleduji vidy po ti-
sicindsobku. Tato soustava neznd slovo miliarda. Kratkd soustava je uzivana ve
Spojenych statech a zhruba od sedmdesatych let 20. stoleti také ve vétsiné ang-
licky mluvicich zemi (Velka Britanie, Australie, Kanada s vyjimkou frankofonnich

¢asti, Irsko ap.)

e v kontinentalni Evropé, tedy i v Ceské republice je zpravidla uzivina tzv. dlouh4
soustava, (échelle longue), v niz pro tisic miliontt (10%) je uzivan termin miliarda,

bilion ma vyznam milion milioni (10'2).

Existuji stéaty, které kombinuji oba pouzivané systémy oznaceni (byvaly Sovétsky svaz,

Turecko, ...).

Nazvy zvolenych nésobku byly standardizovany a oznacuji se terminem predpony
dle soustavy SI:

Hodnota  Ndzev v krdtké soustave Nazev v dlouhé soustavé  Predpona
1024 septiliontina kvadriliontina yokto
10721 sextiliontina triliardtina zepto
1018 quintiliontina triliontina atto
10~ quadriliardtina biliardtina femto
1012 triliontina biliontina piko
1077 biliontina miliardtina nano
1076 miliontina miliontina mikro
1073 tisicina tisicina mili
1072 setina setina centi
101 desetina desetina deci
10° jednotka jednotka -

10! desitka desitka deka
102 sto sto hekto
103 tisic tisic kilo
106 milion milion mega
107 bilion miliarda giga
1012 trilion bilion tera
10 quadrilion biliarda peta

Nazvy predpon v soustave SI—
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Hodnota Ndzev v kratké soustavée Ndzev v dlouhé soustave  Predpona
10™8 quintilion trilion exa
102! sextillion triliarda zetta
10%4 septillion kvadrilion yotta
10%7 octillion kvadriliarda -

1030 nontillion kvintilion -
1033 decillion kvintiliarda -
1036 undecillion sextilion -
1039 bidecillion sextiliarda -
1042 tredecillion septilion -
10% quadrodecillion septiliarda -
1048 quintodecillion oktilion -
10°1 sexdecillion oktiliarda -

Néazvy predpon v soustave SI

Tabulka 3.2.3: Nazvy predpon v soustavé SI

3.2.2 Binarni ¢iselna soustava

Binarni (dvojkova) ¢iselnd soustava je pozi¢ni ¢iselnd soustava se zakladem 2. Pro
zapis Cisel pouziva pouze symboly 0, 1.
Tato ¢iselnd soustava je dnes nejpouzivanéjsi ve svété vypocetni, automatizacni a

regulacni techniky.
Divod je jednoduchy. Ve svété elektrotechniky lze pomérné snadno sestrojit elek-
trické obvody, které jsou ve stavu:

e zapnuto, zarovka sviti

e vypnuto, zarovka nesviti

Tyto stavy je velmi jednoduché technickymi prostredky detekovat, pripadné sestrojit a
provozovat.

Stavy: zarovka sviti ,trochu®, pfip. ,,méné“, nebo ,0 néco vice* soucasna technika
umi rozlisovat pomérné obtizné a nespolehlivé. Proto se nepouzivaji>.

Formalizaci, abstrahovanim od technickych podrobnosti dojdeme k pouzivani dvoj-
kové ciselné soustavy:

Zapis c¢isla v binarni ¢iselné soustave:
(azaiap,a—1a_2),

pripadné:

—2
a:sgna(Zaka)

k=2

3existuji vyjimky. V byvalém Sovétském svazu se pokouseli sestrojit terndrni pocitac, tj. pocitac

pracujici v trojkové ¢iselné soustave.
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zZnamena:
sgn a znaménko ¢isla a
2 zaklad ¢iselné soustavy (radix)
ag k —ty symbol ¢isla
Blok 3.2.4: Zapis racionalniho ¢isla v binarni soustave
Uloha:

Zjistéte vyznam (vahu) jednotlivych ¢islic v ¢éisle (110101,01)2 zapsané v bindrni sou-
stave

(1101,01)2 = 1-8+1-4+0-241-1+0-0,5+1-0,25
= 1-2541-2240-2'41-2040-27141.272
= 1:2541-2240-2'+1-240- 5r +1- 5
= (13,25)10=13,25

Explozivni rozvoj vypocetni techniky v poslednich desetiletich, zejména pak jeji
vyuziti ve vSech moznych oborech lidské ¢innosti vedl k tomu, Ze si urcité, hlavné
technické obory (automatizace, telekomunikace, ...) vytvorily své vlastni nazvoslovi,
pripadné specificky ,implementovaly“ binarni ¢iselny systém.

Vznikly tak rtzné druhy kodi, které odrazely konkrétni podminky pouziti v dané
oblasti. Uvedme priklady nékterych z nich:

Grayiv kod zrcadlovy binarni kod, znamy podle jeho tvirce, Franka Graye, je binarni
¢iselna soustava, ve které se kazdé dvé po sobé jdouci hodnoty lisi v bitovém vy-
jadreni zménou pouze jedné bitové pozice. Zrcadlovy binarni kéd byl ptvodné
navrzen pro zabranéni rusivého vystupu z elektromechanickych prepinacu (ha-
zardy relé).

V realném systému neni nikdy mozné zarucit, aby se zménilo vice logickych hodnot
naprosto soucasné a neni mozno zajistit ani jejich naprosto soucasné precteni a
vyhodnoceni. Toto byva u elektroniky zptisobeno rtznym zpozdénim logickych
¢lent1, prechodovymi charakteristikami, parazitnimi kapacitami, nesynchronnim
snimani optického kotouce snimaci a dalsimi vlivy.

Dnes je Graytv kod pouzivan pro podporu opravy chyb v digitalni komunikaci.
Také ho pouziva digitalni pozemni televize a nékteré systémy kabelové televize.

Brownuv kod patii do skupiny kodi GA+F. Tyto kédy jsou nesystematické bezpec-
nostni kody (nelze je rozdélit na informac¢ni a kontrolni ¢ast). Jde o libovolné éislo
(popr. znak z Tetézce prevedeny do ASCII kédu), které vynasobime konstantou a
dalsi konstantu prevedeme. Vysledek poté prevedeme do binarni podoby.

Ké6d 1 z n je binarni kéd, kde hodnotu ¢isla urc¢uje poradi hodnoty 1 v ¢isle. V praxi se
vyuziva napriklad pri fyzickém zobrazeni binarniho ¢isla na zobrazovaci jednotku.
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Dekadicky Bindrné Kod 1z n
0000 000000000
0001 100000000
0010 010000000
0011 001000000
0100 000100000
0101 000010000
0110 000001000
0111 000000100
1000 000000010
1001 000000001

© 00 O Ul W N+~ O

Tabulka 3.2.4: Kéd 1z n

Binary Coded Decimal (zkracené BCD, dvojkové reprezentované dekadické cislo) je

zpusob kédovéni celych ¢isel. Uklada pouze desitkové cislice (0—9), a to na trovni
¢tveric bitu (nibbli) tim zptsobem, Ze kazdy nibble odpovida jedné desitkové
¢islici.
Vzhledem k tomu, Ze pro ¢tvefici bitt existuje Sestnact rtznych kombinaci, a
desitkovych ¢islic je jen deset, je Sest kombinaci nevyuzito. V porovnani s hexa-
decimalni soustavou, kde je pro kazdé ¢tyri bity vyuzivano vsech Sestnact hodnot
(1010 az 1510 jako pismena AH az FH), je BCD kdd z hlediska vyuziti paméti
neusporny. BCD kéd snizuje efektivitu vyuziti paméti, realizuje pravé opacnou
myslenku nez Huffmanovo kédovani.

Prirozena hodnota BCD kod

bin hexa dekadickd | dekadickd zacykleni

0000 0 0 0 prvni hodnota, umélé zacykleni zpét
na 9, umeély prevod z vyssiho radu

0001 1 1 1

0010 2 2 2

0011 3 3 3

0100 4 4 4

0101 5 5 D

0110 6 6 6

0111 7 7 7

1000 8 8 8

1001 9 9 9 posledni hodnota, umélé zacykleni
dal na 0, umély prechod na vyssi rad

1010 A 10 neplatnd hodnota, nevyuzita bitova kombinace

1011 B 11 neplatnd hodnota, nevyuzita bitova kombinace

1100 C 12 neplatnd hodnota, nevyuzita bitova kombinace

1101 D 13 neplatna hodnota, nevyuzita bitova kombinace

1110 E 14 neplatnd hodnota, nevyuzita bitova kombinace

1111 F 15 neplatnd hodnota, nevyuzita bitova kombinace

Tabulka 3.2.5: BCD kéd
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Svoji ,nejvétsi slavu® zazil BCD kod s nastupem jednoduchych kalkulacek v 70
a 80 letech minulého tisicileti, kdy se jevilo vyhodné manipulovat s jednotlivymi
ciframi.

S rozvojem mikroprocesorové techniky a stale masivnéjsim uzivanim binarniho
kédu tento ustupuje ponékud do pozadi, byt vsechny mikroprocesory vsech gene-
raci obsahuji instrukce pro BCD vypocty.

3.2.3 Oktalova cCiselna soustava

Oktalova (osmickova) ¢iselnd soustava je pozi¢ni ¢iselnd soustava se zakladem 8. Pro
zapis ¢isel pouziva pouze symboly 0,1,2,3,4,5,6,7.

Tato Ciselnd soustava byvala ve své dobé (50 a 60 1éta minulého stoleti) pomérné
hojné pouzivana. Davodi bylo nékolik:

e kazdy vyrobce produkoval vypocetni systém s odlisSnou bitovou Sifi, typicky v
rozsahu 6 az 23 biti

e systémy byly navzajem absolutné nekompatibilni
e chybi standardy pro tuto oblast. Ty pfinasi az norma IEEE-754

Absence standardii pro zapis dat v oktalové soustavé vedl k tomu, zZe si kazdy vyrobce
»zvolil“ sviij zpusob reprezentace dat v oktalové soustavé. Coz casto vedlo ke zmatktm,
jelikoz tento zapis nebyl jednoznacny.

Zalezelo totiz na tom, z které strany jste zacali ,odpocitavat® jednotlivé trojce pro
oktalovy zapis:

(10100111011) — (101)(001)(110)(11) = (5163)s

ve srovnani:

(10100111011) — (10)(100)(111)(011) = (2473)g

Zapis cisla v oktalové ciselné soustave:

(aza1a9p,a-1a_2)g

pripadné:
—2
a=sgna (Zak~8k)
k=2
znamena:
sgn a znaménko éisla a
8 zaklad ¢iselné soustavy (radix)
ay k —ty symbol cisla

Blok 3.2.5: Zapis racionalniho ¢isla v oktalové ¢iselné soustave
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Ukol:
Zjistéte vyznam (vahu) jednotlivych ¢islic v ¢isle (263,42)g zapsané v oktalové soustave

(263,42)s = 2-64+6-8+3-1+4-0,125+2-0,015625
2.824+6-814+3.804+4.87142.872
= 2:82+6-8'4+3-80+4- L +2- 5
= (179,53125)19 = 179,53125

Oktalové vyjadreni se pouziva i v soucCasnosti, zejména tam, kde to prirozeny cha-
rakter informace podporuje. Typicky priklad je zapis pristupovych prav k souboru v
operacnich systémech Unixového typu, kde tvori vyznamové ucelené trojice:

owner :read,write,execute,
group : read,write, execute,
other : read,write,execute,

3.2.4 Hexadecimalni ¢iselna soustava

Hexadecimalni (Sestnactkovd) ¢iselnd soustava je pozi¢ni ¢iselnd soustava se zékla-
dem 16. Protoze ,prirozend* ¢iselnd soustava méa pouze 10 symbola (éislic), vznikd
problém, jakymi symboly oznacit zbyvajicich 6 hodnot.

Misto tvorby specidlnich ,obrazki“ se pristoupilo k pouziti prvnich 6 pismen la-
tinské alfabety. Proto se pro zapis ¢isel pouzivaji symboly 0,1,2,3,4,5,6,7 a k nim se
pridaly symboly A, B,C, D, EF

Dekadicky Bindrne Oktalove Hezxadecimalné
0 0000 00 0
1 0001 01 1
2 0010 02 2
3 0011 03 3
4 0100 04 4
5 0101 05 5
6 0110 06 6
7 0111 07 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F

Dekadické, binarni, oktalové a hexadecimalni hodnoty

Tabulka 3.2.6: Dekadické, binarni, oktalové a hexadecimalni hodnoty
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Tato ciselnd soustava je v soucasnosti velmi popularni a je masivné pouzivana. Duvodi
je opét nékolik:

e doslo de facto k ustaleni pojmu ,bajt“ a jeho bitové délky na pocet 8bitt.

e systémy jsou mnohem vice kompatibilni

e vytvoren chybéjici standard. Norma IEEE-754

e hexadecimalni zapis je velmi tsporny pri zapisu i dlouhého binarniho cisla:
(11000011)2 = (B3)y

Pro zapis hodnoty jednoho bytu tak staci dva hexadecimalni symboly, coz se jevi

jako ,stéle vetsi“ vyhoda v souvislosti s rychlym vyvojem vypocetni techniky a jejiho
(skoro) stalého zvétsovani (datové) bitové site aktudlnich mikroprocesort.

Ukol:
Zjistéte vyznam (vahu) jednotlivych ¢éislic v ¢isle (A3D,C)1¢ zapsané v hexadecimalni
soustaveé

(A3D,C)16 = 10-256+3-16+13-1+12-0,0625
10-162+3-16'4+13-16°+12-167!
10~162+3~161+13~160+12-%
= (2621,75)10 = 2621,75

3.2.5 Mayska ¢iselna soustava

Mayska ¢iselna soustava je poziéni ¢iselna soustava se zakladem 20. Zminujeme se o
ni v souvislosti s davovym silenstvim, které propuklo v nékterych ¢astech véta ke konci
roku 2012, kdy rizni samozvani chiliasté hlasali brzky zanik svéta, aniz k tomu méli
néjaka fakta.

Mayska ciselna soustava patii do skupiny starovékych ¢iselnych systému a v soucas-
nosti se nepouziva.

Mayové ve své dvacitkové pocetni soustavé pouzivali pozicni zapis, kdy cislice jed-
notlivych tadi psali nad sebe. Oni nebo jejich predchiidci Olmékové nezavisle na sobé
objevili dilezity pojem nuly, coz bylo nékdy kolem roku 357.

Evropané neznali nulu az do 12. stoleti, kdy ji prevzali od Arabu spolu s ¢iselnym
systémem nazyvanym od té doby arabské cislice. Mayské napisy ukazuji, ze ,uméli®
pracovat se ¢isly vétsimi nez stovky milionti.

IRSIEE

11 12 13 14

I &

- =\ I
5| I
I Gof |
i o [

Tabulka 3.2.7: Mayska ¢iselna soustava
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Cislice byly tvofeny ze tif znakt: ¢ @ : nula (lastura)
o . jednicka (tecka)
e — : pétka (¢ara)

Naprtiklad ¢islo 19 se napise jako ¢tyti tecky v horizontalni fadé nahote a k tomu tii
cary rovnobézné pod sebou:

19 = =

Dvé tecky pod sebou se daji precist jako 1 x 20 + 1 = 21:

21 =

Cisla se psala zespodu nahoru.

Jelikoz Mayové neméli vyraz pro ¢islo 20 psali ¢islo napr. 421 jako 3 tecky pod sebou.
Nejprve napsali:

e pocet jednicek(207)

e nad ngj dvacitek(20!)

e nad né&j pocet Ctyfstovek(20?)

e nad néj pocet osmitisicovek(203)

e atd.

Mayové méli ve své dobé pomeérné nékolik slozitych a vyspélych kalendar, zalozeny
na velmi pfesném astronomickém pozorovani. Obsahovaly nékolik do sebe vnotenych
cykli, kdy uplynutim vnitiniho cyklu se ,posunul“ o krok i vnéjsi cyklus.

3.2.6 Prevody ciselnych soustav

Casto je potieba prevést ¢islo z jedné ¢iselné soustavy do jiné. V souvislosti s inten-
zivnim vyuzivanim vypocetni techniky je potfeba mimoradné uzitec¢na.

Pro prevody ¢isel z jedné ¢iselné soustavy do druhé se pouziva asi nejvice pouzivana
metoda postupného deleni se zbytkem , viz vlastnosti celych ¢isel uvedené v tématickém
bloku 1.1.3 v odstavci 1.1.2. Tj. v kazdém kroku fesime rovnici:

a=p-b+r,
kde: je celé ¢islo v dané ¢iselné soustavé (napriklad v desitkové),
je celé ¢islo v hledané (jiné) ciselné soustavé (napriklad dvojkové)
je hledany castecny podil,
je hledany zbytek po déleni spliujici podminku: 0 <7 < |[b].

i~ S S

Ukézeme proceduru na piikladu prevodu ¢isla 61 = (6119) z desitkové soustavy do
dvojkové soustavy, tj. b = 2:
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Prevod ¢isla 61 = (61)19 z desitkové soustavy do dvojkové soustavy.

po = 61 = pi-24rg = 30-2+1,
pr = 30 = p2-2+4r;y = 15-240,
D2 15 = p3-24rp = T7-2+41,
p3 T = pg2+r3 = 3-2+1,
D4 3 = p5-2+ry = 1-2+1,
ps = 1 = pe-2+r5 = 0-2+1,

t.pk=2-prr1+rE; 0<rp <2

Takze (61)19 :T5~25+7’4-24—|—T3-23+7’2~22—|—7‘1-21—0—7“0-20:
=1-2241-2441-2241-2240-2'+1-20=
(61)10 = (111101)2
=2(2(2(2(rg-241r4) +13) +12) +71) +T0-

Priklad 3.2.1: Prevod ¢isla z desitkové soustavy do dvojkové

Vyuzitim principu Hornerova algoritmu dostaneme:
Vstup:  n,a,b (v ptikladu 3.2.1 n=>5, a =61, b=2).

e, o, . Ina—Inr,
n = celd ¢ast ¢isla ————
Inb
(FeSeni nerovnice g <7y, -b", prvni ¢len rozvoje o zakladu b)

Po=a
pro k=0,1,2,...,n:
Pr+1: TeSeni rovnice pg = b- pry1 spliujici podminku 0 < 7 < |b).
e =Pk —b- Pt
Vystup:  (rn,rn—1,tn—2,...,71,70) vyjadreni ¢isla a v b-adickém systému.

Poznamka: Pro oznaceni celé ¢ésti ¢isla se pouziva symbol | a |. Takze |2,3]| =2.

Vstup: a=61,0=8
In61—1
n = {wJ = [1,015932...] =1

In8
p():61
pro k=0,1:
po = 61 = p1-8+ryg = T-8+5,
pr = 7 = p2:8+r1 = 0-8+7,
Vystup:  (61)19 =71-8' +79-8Y =
=7-8145.80=
= (75)8

Priklad 3.2.2: Prevod ¢isla z desitkové soustavy do osmickové

Pro ruéni pouziti je nejéastéji vychozi (zdrojova) ¢iselnd soustava desitkova. Cilova
¢iselna soustava pak je libovolna.

Pak je postup vypoctu nasledujici:
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1. puvodni ¢islo vydélime ¢islem, radixem cilové ciselné soustavy
2. zjistime a zapiSeme zbytek po déleni

3. vznikly podil opét vydélime radixem cilové ¢iselné soustavy

4. déle pokracujeme bodem 2 dokud je vznikly podil vétsi nez nula

5. postupné ziskané zbytky po déleni zapiSeme v opa¢ném poradi, nez byly ziskany
vypoctem. Vysledek je prevedené cislo.

V praxi se ¢asto vyskytuje potieba prevadét ¢isla mezi soustavami:
e bindarni
e oktalova
e hexadecimalni

Vénujme nyni nékolik zamysleni zminovanym ¢iselnym soustavam. Lze si vSimnout,
ze radiz uvazovanych soustav je mocnina cisla 2. Jinymi slovy, poc¢et moznych hodnot
¢iselné soustavy s nizsim radixem je celistvy ndsobek moznych hodnot ¢iselné soustavy
s vyssim radixem.

Z tohoto prostého faktu plynou nékteré zajimavé dusledky pro praktické pouziti.
Vratme se znovu k ziskanym vysledkiim v uvedenych piikladech (ilohéch):

(61)19 = (111101)3 = (75)s

¢

Rozdélme nyni Sestici binarnich cifer na skupiny po trech cifrach, trojice ,,odpocitavame*

evv s

(111101)g: — (111 101),

Je patrné, ze kazda trojice v bindrni reprezentaci presné odpovida pravé jedné cifre v
oktalové reprezentaci!

Rozdélme nyni Sestici binarnich cifer na skupiny po ¢tyrech cifrach, ¢tverice zase
yodpocitavame* od nejnizsich radi:

(111101)9: — (11 1101),

Pohledem do tabulky 3.2.4 zjistime ze kazda ctvetice presné odpovida praveé jedné
hexadecimélni cifte:
(111101)2: — (11 1101)2 = (3D)16

Kontrolni vypocet potvrdi, Ze prevod ¢isla je spravneé.

Této vlastnosti lze velmi efektivné vyuzivat, vznikne-li potfeba prevadét ¢isla (na-
priklad) z Sestndctkové soustavy do osmickové a naopak. USetfime si tim pracné a
zdlouhavé déleni.

Je tedy ztejmé, ze kdybychom ,nahle“ pottebovali prevést dané cislo do dvaatti-
citkové ¢iselné soustavy, prosté rozdélime (puvodni) bindrni ¢islo na pétice a najdeme
odpovidajici symboly.
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3.3 Unarni ¢iselna soustava

Jednickovd soustava (unérni soustava), anglicky unary numeral system je v mate-
matice oznaceni bijektivni pozi¢ni ¢iselné soustavy se zakladem (radixem) rovnym jedné
(r=1). Je to nejjednodussi mozna Ciselna soustava a ¢asto je pokladdna za historicky
zaklad vsech ostatnich ¢iselnych soustav.

Ma4 ponékud nejednoznacné postaveni v klasifikaci ¢iselnych soustav. Je povazovana
za specidlni poziéni soustavu, mize byt fazena mimo poziéni soustavy. Nelze ji ale
zaladit mezi nepozi¢ni c¢iselné soustavy.

Cisla se zapisujf jedinym znakem ve vyznamu jedna, zpravidla se pouziva rovna ¢ara,
nejcastéji svisla. Pro tcely strojniho zpracovani se pak pouziva symbol ,,1¢. Nemé jako
jedind pozi¢ni soustava znak ,,0“ (nula).

[HTH11]
|
I/
|

|

Obréazek 3.3.1: Priklad unarni ¢iselné soustavy
Vétsi pocty (nez jedna) a éisla se zapisuji opakovanim tohoto znaku tolikrat, az je
dosazeno pottrebného poctu, naptiklad:

4 = 1111
10 = 1111111111

Jde o aditivni ¢iselnou soustavu, protoze 4, zapsané jako = ,1111% plyne z faktu:
1+1+14+1=4.

Vykazuje nékteré znaky pozicniho systému (se zakladem 1), napiiklad ¢islo 4 zapsané
jako ,,1111% odpovida poziénimu zapisu:

1-13+1-1241- 1041 19=14+14+14+1=4.

Jiné vlastnosti standardnich pozi¢nich systému vSak tato soustava neméa. Pozice jejich
Sradi jsou totiz zaménitelné a tak pozice desetinné carky nema smysl. Tudiz nelze
pomoci této soustavy zapisovat zlomkova (neceld) ¢isla.

Aritmetické vypocty probihaji ponékud zvlastné. spocivaji v prostém spojovdni, pri-
padné rozdélovani pasu cisel, naptiklad operace sc¢itani:

11+111111=11111111 (2+6=18)
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Operace odecitani spociva v prostém, porovnani délek pasu Cisel. Vysledek je to co
zustane ,je navic®:

111111 6
—111 -3
111 3

Ac¢ se to nezdd, unarni Ciselna soustava je Siroce a intenzivné pouzivana i v kazdoden-
nim zivoté. Napriklad prsty na ruce slouzici jako pocetni pomucka pri nacviku sc¢itani.
Nebo zapis poctu spotiebovanych, zkonzumovanych napoji pri navstéve restauracniho
zatizeni. Nebo ...
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Mnozina pocitacovych cisel
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4.5.1 Operace sc¢itani a od¢itani . . . . . . .. .. ...

4.5.2 Operace ndsobenia déleni . . . . ... ... ... .......

V soucasnosti, s rozvojem a vyuzitim vypocetni techniky ve vsech oborech lidského
konani je kriticky dulezité rozumét zakladnim principtim, funkcim a vlastnostem elek-
tronického pocitace. Samozrejmeé, ze ona ,, kriticka duilezitost je myslena ve vztahu ke
specialistim, odborniktim, ktefi ,maji v popisu prace® vytvaret programové systémy
pro své uzivatele, pripadné tyto systémy opravovat, konfigurovat, ¢i ,jen“ efektivné

pouzivat.

Jednou z fundamentalnich znalosti v tomto smyslu je i znalost o zptsobu uchovani,
reprezentaci Cisel v paméti pocitace véetné zpusobu jak s témito ¢isly vhodné manipu-

lovat. Prosté, jak néco ,dostatecné presné“ spocitat.

4.1 Zobrazeni ¢isel v pocitaci

Kazdy pocitac¢ provadéjici védeckotechnické vypocty muze pracovat (pouze) s ¢isly,
kterd se daji vyjadrit v semilogaritmickém tvaru s normalizovanou mantisou.

ar o« a
a:sgn()z(—ll+—22+---+—:>qb, a1 #0
q q g

kde

95
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q>1 je zdklad ¢iselné soustavy
a; ={1,2,3,...,t} Cislice mantisy
b je exponent

Blok 4.1.1: Semilogaritmicky tvar ¢isla

Napriklad pro ¢islo (193754,2015)1¢ je:
1,937542015-10°  obycejny semilogaritmicky tvar;
0,1937542015-10% semilogaritmicky tvar s normalizovanou mantisou.
Pro é&slo (11010001,101{2\: 1-2741-2640-2°+1-244+0-2340-22+0-21 +1-20+
1-27140-27240-273
méame 0,11010001101 - 28.

Poznamka: V jinych ¢iselnych soustavach se misto ,desetinna carka“ uziva termin
oddélovac, fixni ¢arka, pevnd ¢arka, plovouci (pohyblivd) ¢arka, radova ¢arka.

Priklad 4.1.1: Semilogaritmicky tvar ¢isla

Pocet ¢islic mantisy je urcen prirozenym cislem ¢. To je dano konstrukci pocitace,
stejné jako prirozené ¢islo q. Konstrukei pocitace jsou rovnéz dany hranice mp a mo
celého cisla b.

Mnozina c¢isel a neni nekonecéna. M4 presné

2(q—1)¢" " Hmg —my + 1)+ 1 prvki
a oznacCujeme ji symbolem:
M(q,t,m1,m2), nebo zkrdcené M(q,t).

Pocitaci, vypocetnimu systému, ktery pracuje s Cisly z mnoziny M(q,t), nékdy fi-
kame g-adicky t-mistny pocitac.

Poznamenejme jen, Ze popsany systém zobrazeni ¢isel v pocitaci se nazyva systém
s pohyblivou radovou carkou a od roku cca 1985 je normalizovan normou [EEE 754.
Podrobnosti jsou uvedeny v odstavci (4.3).

Zobrazeni ¢isla a = 13,25 do mnoziny M (q,t) bez vstupni chyby:

M(10,4) nebot «a=0,1325-102
M(2,6) nebot a=0,110101-2*
(13,25 =1-234+1-224+0-2'+1.2°4+0.271 +1.272)
M(8,3) mnebot a=0,152-82
(13,25=1-8'+5-8°+2.871)
M(16,2) nebot «=0,D4-16!
(13,25 = ({2 + 1gz) - 161)
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Priklad 4.1.2: Zobrazeni ¢isla do M (q,t)

Poznamka: terminem ,,vstupni chyba“ je mysleno:
e presnost zobrazeni vstupniho ¢isla v mnoziné M (q,t)

Potom formulace ,bez vstupni chyby“ znamena zobrazeni vsech cifer daného ¢isla
v mnoziné M (q,t).

Pro nékteré druhy vypocti je vyhodnéjsi pracovat s ¢isly v tzv. pevné rddové cdrce.
Pracuje s pevnym poctem desetinnych mist. Typicky predstavitel tohoto typu zobrazeni
isel v pocitadi je datovy typ Integer!.

4.2 Zaokrouhlovani

P1i ukladani vstupnich dat do paméti pocitace musi pocita¢ redlnému cislu x € R
pritadit ¢islo v € M (q,t). To lze provést dvéma zptisoby, rezanim, nebo zaokrouhlovdanim.

Je-1i:

o
T = aqb =sgn x (Z :cqu) qb € R,
k=1

potom obraz ¢isla x € R oznac¢ime

t
= 6qb =sgn « (Z Oquk) qb e M,
k=1

Operace rezani pak znamena, ze klademe:
ap=x pro k=1,2,....t
Operace zaokrouhlovdni pak znamena, ze klademe:
ap=x pro k=1,2,...;t—1

o — zi+1 pro xiy1 >4
‘ T pro z; <3

Operace zaokrouhlovdni ¢isla o € M(q,t) ¢isla x € R je obecné definovana podminkou:
|x — a| =min |z — S
Operace rezani ¢isla o € M(q,t) ¢isla x € R je obecné definovana podminkou:

o maxfeM|f<zxz pro z>0
| minfeM|B>x pro <0

Oznacime-li v : R — M takto definované zobrazeni mnoziny realnych ¢isel do mnoziny
M, tj. a=v(z). Protoze ¢ > ¢~ !, plati pro relativni chybu odhad:

< kql_t

— )

z—7(z)

Lpouzivany v jazycich Pascal, C, Fortran, piipadné jejich ,,odvozenindch®. ..
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kde k =1 pri fezani a k = % pri zaokrouhlovani, nebot:

— }L:c—a _ qb(zb; a) N |a_a\§ kqi/

X

Cislu kq'~t se také casto ika strojovd presnost, pripadné strojové epsilon.

1. operace rezani (k=1)
V mnoziné M (10,5) ; budsfislo «
10,3141592 — 0,31415| = 9,26 - 10~

v(z) = 0,31415- 101, nebot
1-107°.

v(x) = 0,3146 - 10%, nebot
0,5-107°.

Priklad 4.2.3: Zobrazeni ¢isla x = 3,141592 do M(q,t)

4.3 Norma IEEE-754

Rozvoj vypocetni techniky a jeji vyuziti stale Sirsi skupinou uzivatelu vytvarel si-
lici tlak na standardizaci klicovych ¢asti vypocetnich systému. Tato potieba byla dale
akcelerovana nastupem mikroprocesorové techniky a néasledné vznikem ,svéta osobnich
pocitacu .

Jednim z velmi pal¢ivych problémi té doby byla absolutni programova nekompati-
bilita provozovanych programovych systému. Prechod z jednoho systému na jiny (jiného
vyrobce) byl v podstaté nemozny.

Ukazalo se vsak, ze nahradit programové systémy konkurenénimi neni ten nejhorsi
problém. Daleko horsi byl fakt, ze data, ktera byla pofizena v jednom systému v pod-
staté nelze prenést do jiného, konkurenc¢niho. Bylo to zptsobeno odlisnym zptisobem
préace s ulozenymi, odlisSnostmi pouzivanych datovych formati, ktery se lisil vyrobce od
vyrobce a zpusobem préce s témito daty.

Tak postupné ,,dozraly* podminky pro vznik standardu, ktery ma za kol fesit tento
problém, . vznikla“ norma IEEE-754 popisujici zakladni datové typy a zptisoby prace s
nimi v (mikro)procesorové jednotce pocitace.

Norma IEEE-754 ma dvé ,vétsi“ revize. Prvni revize, vlastné i prvni vydani normy
je z roku 1985. Druhé vydani normy z roku 2008 pak ,reaguje® na explozivni rozvoj
vypocetni techniky, zejména pak mikroprocesorové techniky a jeji vypocetni moznosti a
schopnosti. Postupné pak vysledky normy IEEE-754 prevzaly i dalsi mezindrodni normy
a standardy pracujici v jichych oblastech informaé¢nich technologii?.

2 ISO/IEC/IEEE 60559:2011...
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Hlavnim ,tahounem* praci na normé byla firma Intel. Ta potrebovala pro svij pri-
pravovanou ,zhavou® technologickou novinku?®, mikroprocesor 8086 a jeho koprocesor
8087 ,standardizovat® (¢ti vnutit ,zbytku svéta“ své feseni) metodiku préace s ¢isly v
pohyblivé carce.

Proto v druhé poloviné 70 let zahajil Dr. John Palmer prace na ,standardu®. Pt-
vodni navrh Dr. Palmera predpokladal vyuziti mnoziny M (10,t). Protoze vSak prace na
pripravé koprocesoru 8087 byly jiz v pomérné pokrocilé fazi, nebylo tak mozné ptuvodni
Palmeruv navrh akceptovat.

S pomoci externiho konzultanta Williama Kahana (univerzita Toronto) byl pripra-
ven navrh normy (draft) s vyuzitim mnoziny M (2,t). Coz v dusledku vedlo k nékterym
ypodivnym“ vlastnostem ¢isel v plovouci ¢arce a tim i k protahovani prijeti normy.

Firma Intel tak byla prvni ktera v roce 1980 implementovala normu IEEE-754 ve
svych mikroprocesorovych systémech, byt jesté nebyla oficidlné schvalena. Zvolené te-
seni se vSak ukéazalo jako pomérné efektivni a bylo Siroce a relativné rychle akceptovano
i ostatnimi vyrobci hardware i software. Tim se z navrhu stal standard ,de-facto®.

Norma IEEE-754 definuje nejenom vlastni format dat, ale i prislusné vypocetni
operace. Toto plyne z vlastnosti mnoziny M (q,t). Ta totiz neni z hlediska aritmetickych
operaci uzavrend, tj. vysledek néjaké operace s ¢isly v mnoziné M(q,t) nemusi byt v
M (q,t). Napriklad soué¢in dvou ¢isel s t —mistnou mantisou méa obecné 2t, pripadné
2t —1 cislic.

4.4 Vybrané pojmy a vlastnosti normy
IEEE-754

Pamét vypocetniho systému je elektronickd soucastka, ktera je ,,schopna‘“ zapama-
tovat si uré¢itou kombinaci elektrickych signdlti. Vime, Ze soucasné pocitace pracuji s
vyuzitim bindrni ¢iselné soustavy. Jednim z dusledki je to, ze pamét pocitace si umi
pamatovat pouze celd ¢isla presné. Pro ulozeni ostatnich ¢isel a manipulaci s nimi je
tfeba pouzit jisté ,techniky“.

4.4.1 Normalizace c¢isel

Jak tedy ulozit po paméti pocitace takové cislo, které matematika zna pod oznace-
nim redlné cislo? Rozbor vlastnosti prevodu ¢isla z jedné ¢iselné soustavy (desitkové)
do druhé (dvojkové), viz odstavce 3.2.1, 3.2.2 pripadné 3.2.4 ukazuje, ze presny prevod
obecné neni mozny. Je mozné pouze vice, nebo méné presna aproximace takového cisla
do mnoziny M(q,t), (v paméti pocitace).

Ukazme si na jednoduchém prikladu mozna uskali, kterd jsou spojena s timto tko-
lem. Pripomenme struéné mozny tvar ¢isla a = (azagajapa—ja—sz) v semilogaritmickém
tvaru s normalizovanou mantisou:

3ve své dobé. ..
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(CL)Q = (afl'2_1+a72'2_2—#@73.2_34_(]/74.2—4_’_0175,_,2—2)_23
= (a1 gr+ag-ptas gta g grtas 5)-2°

Pak k —ty c¢len prejde na tvar:

1

Dk = ékarl + 7k

Pro rucni pouziti, kdy je vychozi ¢iselnd soustava desitkova je postup vypoctu nasledu-
jlct:

1. puvodni ¢islo vynasobime radixem cilové ¢iselné soustavy

(délenf ¢fslem § — nasobenf ¢fslem 2)

2. zjistime a zapiSeme celou c¢ast ¢isla po nasobeni

3. odecteme celou cast ¢isla od soucinu

4. vysledek opét nasobime radixem cilové ¢iselné soustavy

5. dale pokracujeme bodem 2 dokud je vznikly soucin vétsi nez nula

6. postupné ziskané celé ¢asti soucini cisla zapiSeme ve stejném poradi, nez byly
ziskany vypoctem. Vysledek je prevedené cislo.

Méame za tikol ulozit do paméti pocitace &slo (0,2)19 = (2-1071)-10°. Cislo je semilo-
garitmickém normalizovaném tvaru.

Zobrazme si kontrolni tabulku nékolika hodnot exponentu, ktera pouzijeme ke kon-
trole nasemu vypoctu:

exponent hodnota
-1 0,500 000 000
-2 0,250 000 000
-3 0,125 000 000
-4 0,062 500 000
-5 0,031 250 000
-6 0,015 625 000
-7 0,007 812 500
-8 0,003 906 250
-9 0,001 953 125

Tabulka 4.4.1: Zlomkové hodnoty nékolika binarnich cisel

Prevod ¢isla 0,2 do binarni ¢iselné soustavy:

1. prevadéné ¢islo: 0,2, cilovy radix: 2

(a) nasobime: 0,2x2=0,4; a_;=0,

(b)

(c) nasobime: 0,8 x2=1,6; a_3=1,
)

(d) nésobime: 0,6 x2=1,2; a_4=1,

nasobime: 0,4 x2=0,8; a_9=0,
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nasobime: 0,2x2=0,4; a_5=0,

nasobime: 0,4x2=0,8; a_g=0,

nasobime: 0,6 x2=1,2; a_g=1,

)
)
) nasobime: 0,8 x2=1,6; a_7=1,
)
) nasobime: 0,2x2=0,4; a_g=0,
)

2. vypocet nema konecny pocet krokt

3. cislo 0,2 ma nekonecny bindrni rozvoj

Rychlou kontrolou (s pomoci tabulky 4.4.1) zjistime, Ze pokud sec¢teme zlomkové
casti c¢isla pro nenulové koeficienty prislusnych exponentii zjistime, Ze se budeme s
libovolnou presnosti priblizovat presné hodnoté ¢isla 0,2, ale nikdy ji nedosdhneme!

Jinymi slovy, pro pfesnou reprezentaci ¢isla 0,2 v paméti pocitace potiebuje neko-
necny pocet bitl. Coz by mohl byt drobny technicky problém.

Reseni tohoto problému je nasnadé. Pouzijeme, ulozime do paméti poéitace jen tolik
prvnich bit1, kolik jich budeme ochotni v paméti pocitace vyhradit pro ulozeni priblizné
hodnoty ¢isla 0,2. Zbytek zanedbame.

Zobecnénim uvedeného ptikladu lze formulovat tlohu:

Najdéte, navrhnéte takovy zptisob ukladani dat do paméti pocitace, aby bylo
mozné ulozit co mozna nejvétsi rozsah hodnot s nejvétsi moznou presnosti.

Priklad 4.4.4: Ukladani dat v paméti pocitace

Ukazuje se, ze ¢isla s nekoneénym binarnim rozvojem lze ulozit v paméti pocitace
vice riznymi zptsoby. Naptiklad mizeme zvolit rizné pocty bitti pro ulozeni jednotli-
vych cifer daného disla. . .

Konkrétni volba je vzdy urc¢itym kompromisem mezi zadanymi pozadavky a kon-
krétnimi moznostmi dostupné techniky.

4.4.2 Format plovouci carky

Prakticky postup je nasledujici:
1. prevedeni cisla do normalizovaného tvaru
2. prevod mantisy z desitkové ¢iselné soustavy do dvojkové
3. prevod exponentu z desitkové ¢iselné soustavy do dvojkové
4. volba, rozhodnuti o:

(a) poctu biti vyhrazenych pro ulozeni hodnoty mantisy
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(b) poctu bitt vyhrazenych pro uloZeni hodnoty exponentu

(¢) poctu bit vyhrazenych pro ulozeni znaménka

5. ¢islo je ulozeno ve formatu plovouci édrky (floating point)

Priklady normalizace ¢isla:

—1256,123-10° — —0,1256123- 10°
—_— =

mantisa exponent

113,58-107% — 0,11358-107°
0,000123 — 0,123-1073

Obecny zapis:

1 len-1
a=sgna (Z ak-lok) — sgna ( > ak-lok) 107+

k=n k=0

Priklad 4.4.5: Priklady normalizace cisla

Rozvrzeni paméti pocitace obsahujici ¢islo v plovouci ¢arce lze vyjadrit:

Format ¢isla v plovouci carce:
a= (_1>s . Qexpfbms .m

kde:

S samostatny znaménkovy bit ulozeného c¢isla
exp pocet biti exponentu, je vzdy kladné celé cislo
bias posunuti exponentu, celé cislo

m mantisa, zapisovana jako zlomkovd cast cisla

bity mantisy

S eee---eec mimiu---1mimmin
—_———

bity exponentu

celkovy pocet bitu cisla

Blok 4.4.2: Format ¢isla v plovouci ¢arce nad mnozinou M (2,t)

Pozorny ¢tenar nejspise zjistil, ze v popisu formatu plovouci ¢arky (4.4.2) chybi
urceni znaménka exponentu. Absenci, respektive jeho nepotiebnost fesi pravé parametr
bias. Jeho hodnota je stanovena:

ExpMax — ExpMin
2

bias ~
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kde: ExpMax: maximéalni hodnota exponentu
ExpMin: minimélni hodnota exponentu

pak hodnota ulozeného exponentu je:
exp = (n+1)+bias
kde n+1 je exponent normalizovaného cisla.

Tim se zajisti, ze ulozena hodnota exponentu exp bude vZdy kladnd a tak neni nutné
vyhradit zvlastni bit v paméti pro znaménko ulozeného exponentu.

4.4.3 Implementace formatu plovouci carky

V tabulce 4.4.2 jsou uvedeny velikosti mantisy a exponentu pro rizné celkové pocty
bitt vyhrazené pro ulozeni ¢isel v mnoziné M (2,t), které mohou byt (jsou) implemen-
tovany v soucasnych mikroprocesorovych systémech.

Nazev biti exponent mantisa cifer ({) poznamka

binary16 16 5 10+1 3az4  poloviéni presnost
binary32 32 8 2341 7az8  zakladni presnost
binary64 64 11 52+1 15 az 16 dvojita presnost
extended 80 15 6441 norma [EEE 754-1985
binary128 128 15 112+1 33 az 34 ¢tyrndsobnd presnost

Tabulka 4.4.2: Formaty definované nad mnozinou M (2,t) dle normy IEEE-754

V tabulce 4.4.3 jsou pak uvedeny velikosti mantisy a exponentu pro rizné celkové
pocty biti vyhrazené pro ulzeni ¢isle v mnoziné M (10,t). Tyto jsou soucéasti druhé
revize normy IEEE-754 z roku 2008.

Nazev bita exponent cifer (t) poznamka
decimal32 32 -95 az +96 7az 8 zakladni presnost
decimal64 64 -383 az +384 16 dvojita presnost

decimall28 128 -6 143 az +6 144 34 ¢tyrnasobna presnost

Tabulka 4.4.3: Formaty definované nad mnozinou M (10,t¢) dle normy IEEE-754

Pozndmka: formaty nad mnozinou M (10,t) se zatim v praxi prili§ nepouzivaji.

Diky zvolené interni struktufe ¢isla v plovouci ¢arce, viz formulace (4.4.2), jsou
mozné nékteré, ponékud ,podivné“ hodnoty, které 1ze do dané struktury ulozit. Napii-

klad (viz tabulka 4.4.4):

4.5 Aritmetické operace v mnoziné M(q,t)

Jak jiz bylo konstatovano, mnozina M(q,t) neni z hlediska aritmetickych operaci
uzavrend, tzn. vysledek néjaké aritmetické operace s ¢isly z M(q,t) nemusi byt v M (q,t).
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nazev popis, hodnoty

skladna“ nula s=0,exp=0, m=0
yzaporna“ nula s=1,exp=0,m=0
ykladné“ nekonec¢no s=0,exp=11---1, m=0

(vysledek je prilis velky)
szaporné“ nekonecno s=1, exp=max, m =0
(vysledek je prilis maly)
,NaN“ Not a Number exp=max, m >0
(vysledek operace typu %, nebo 0%)

Tabulka 4.4.4: Nékteré zvlastni hodnoty ¢isel v plovouci ¢arce

Napriklad operace nasobeni dvou ¢isel s t — mistnou mantisou ma obecné 2t, pripadné
2t — 1 cifer.

Vime také, viz odst. 4.3, ze norma IEEE-754 definuje mimo vlastni format ulozeni i
souvisejici vypocetni operace, tak, aby byly ,dosazitelné“ matematické operace sc¢itani,
odcitani, nasobeni a déleni.

Ptipomenme jen, Ze operaci s¢itani (od¢itani) a nasobeni (déleni) provani Aritmeticko-
logickd jednotka (ALU) v mikroprocesoru, pripadné ji provadi specializovanda HW pod-
purna soucastka Floating-point unit (FPU), téz nazyvand matematicky koprocesor.

4.5.1 Operace scitani a odcitani

Pro ilustraci predpokladejme operace definované normou IEEE-754, viz odstavec
(4.3). Zvolime operace s¢itani (od¢itani) dvou ¢isel v plovouci ¢arce.

Operace séitani probiha tak prislusnd vypocetni jednotka (ALU, FPU) postupuje dle
krokii:

e zjisti, zda néktery z operandl neobsahuje ,,podivné hodnoty“, viz tabulka 4.4.4
e pokud ne, pak porovna exponenty obou operandi
e nalezne vétsi z operandlt porovnanim hodnot exponentii

e mantisa operandu s mensim exponentem se posune o tolik biti doleva, aby se
hodnoty exponentii shodovaly (proces denormalizace).

e seCtou se (ode¢tou) mantisy operandu, dle hodnoty znaménkovych biti
e je-li vysledek souc¢tu mantis > 1 provede se:

— vysledek mantisy se posune o jedno misto doprava

— hodnota exponentu se zvysi o 1
e doplni se vysledné znaménko

e vysledek se zaokrouhli dle jednoho ze 4 urc¢enych postupt (rounding modes)
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e kontrola, zda nedoslo béhem vypoctu k pretecent, tj. nebyla prekro¢ena maximalni
povolena hodnota.

e kontrola, zda nedoslo béhem vypoctu k podteceni, tj. vysledek neni mensi, nez
nejmensi povolena hodnota

e chybéjici ¢islice vpravo se doplni nulami

e vrati vysledek

Priklad scitani dvou ¢isel v mnoziné M (10,6):

zadani 0,256845- 101 +0,327917-1073
denormalizace 0,256845-10' +0,000327 - 10!
soucet 0,257172-10!

Vsimnéme si jednoho dosti neptijemného jevu:
e u druhého operandu se vypoctu ,ucastni“ pouze cifry: ...327
e cifry ...917 jsou ztraceny!
e dochazi ke ztrdte platnych cifer béhem vypoctu

Priklad 4.5.6: S¢itani dvou ¢isel v M(10,6)

Poznamka: Jev zvany ztrdta platnych cifer je zpusoben nepresnou aproximaci ¢isla v
paméti pocitace. Ta je ddna omezenym, konecnym poctem bita, které je mozné vy-
hradit pro ulozeni ¢isla v paméti pocitace véetné omezeného poctu biti pro provedeni
pozadované matematické operace.

Je-li tedy v : R — M a znamena-li symbol ® aritmetickou operaci provadénou
vypocetnim systémem a symbol x tutéz operaci nad télesem redlnych cisel, da se ovérit,
Ze pro vétsinu vypocetnich systémi plati:

r®y="y(x*xy); z,yeM

T®Y —y*y
Tr*Y

| <kg'!

Aritmetickou operaci ve vypocetnim systému (mnoziné M(q,t)) mizeme napodobit tak,

ze provedeme obvyklou operaci a jeji vysledek zobrazime na prislusné strojové ¢islo z
M(q,1).

D4 se také ukdzat, ze pro aritmetické operace v M(q,t) obecné neplati asociativni
a distributivni zakony. Jednim z diisledkl neplatnosti axiomt aritmetiky realnych éisel
pri strojnim pocitani je ze stejny vypocet realizovany rozdilnymi algoritmy mtize davat
rozdilné vysledky.

Uloha:
Rozhodnéte o vysledku vypoctu.

Méjme definovany dva castecné konecné soucty nasledujicim predpisem:
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N o1
1. Snlzz_.
i—1"

L
2. SnQZZ_.
i—N

Implementujeme dva primocaré algoritmy, vychazejici piimo z jednotlivych definic,
které spocitaji prislusné soucty. Rozhodnéte zda:

o Snu1=5Sn2
® Opl > Sn2
o Sn1 < Sp2

e pokud jsou S,1 a Sy ruzné, ktery vysledek je presnéjsi.
4.5.2 Operace nasobeni a déleni

Nyni zvolime operace nésobeni (déleni) dvou ¢isel v plovouci Carce.
Operace nasobeni pak probihd tak pislusna vypocetni jednotka (ALU, FPU) postupuje
dle:

e zjisti, zda néktery z operandu neobsahuje ,,podivné hodnoty“, viz tabulka 4.4.4

e pokud ne, pak se seCtou hodnoty exponenti (s korekeci pro parametr bias)

e vynasobi se obé mantisy

e pripadné se normalizuje vysledek soucinu

e doplni se vysledné znaménko (operace nonekvivalence - s; XOR. s2)

e vysledek se zaokrouhli dle jednoho ze 4 urcenych postupt (rounding modes)

e kontrola, zda nedoslo béhem vypoctu k pretecent, tj. nebyla prekro¢ena maximalni
povolena hodnota.

e kontrola, zda nedoslo béhem vypoctu k podteceni, tj. vysledek neni mensi, nez
nejmensi povolena hodnota

e chybéjici ¢islice vpravo se doplni nulami

e vrati vysledek
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Priklad ndsobeni a déleni dvou ¢isel v mnoziné M (q,t):

1.¢islo a] = (-1)31 .9¢1 -mq
2.¢islo a9 = (—1)32 .92 “mo
zadani a=aj- a9
souin a= (—1)31 . (_1)82 X 2(61+62) . (m1 ‘m2)
ai
po
a2
pOdﬂ b = (—]_)81 . (_1)52 . 2(61—62) .

zadani
mi
ma

Slovné:
1. u soucinu se sectou exponenty zakladu a vynasobi mantisy

2. u podilu se odec¢tou exponenty zakladu a vydéli mantisy

Priklad 4.5.7: operace v M(q,t)

Uloha:

Pracujete v mnoziné M (10,5). Rozhodnéte o vysledku vypoctu:
1. 1-1077 =7
2. 1+10" =7

10
10 0

3. 195 =
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Georg Cantor (1845-1918) vymyslel, vytvoril mnoziny, resp. teorii mnozin. Za za-
kladatele logiky je povazovan Aristoteles (384-322 pr. n. l.). Zalozil takzvanou sylogis-
tickou logiku.

Princip sylogismu:
1. Premisa: Kazdy c¢lovék je smrtelny.

2. Premisa: Sokrates je ¢lovek.

3. Zaver: Sokrates je smrtelny.

Dalsi jména Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Bernard Bolzano (1781-1848),
Gottlob Frege (1848-1925), Bertrand Russell (1872-1970).

Kurt Gédel ( 1906-1978) byl matematik rakouského puvodu, ktery se stal jednim
z nejvyznamnéjsich logiki vSech dob. Vyznamné jsou i jeho prispévky ve fyzice a ve
filosofii matematiky.

George Boole (1815-1864) byl britsky matematik a filosof, zndmy jako objevitel za-
klada formélni logiky, nazvané pozdéji Booleovou algebrou. Je povazovan za zakladatele
informatiky, jakkoli v jeho dobé nebylo o pocitacich ani uvazovano.

Motto (vyposlechnuto v tramvaji):
Babicka ukazuje svému vnukovi - asi prondkovi, velké parkoviste aut a

pta se: co to tam vidis? Je tam hodné aut. Vnoucek nic nechdpe.

No, jak rikdte v matematice tomu, kde je hodné veci pohromade, po-
kracuje babicka. Vnoucek opét nic.

No, preci mnozZina aut, prozrazuje babicka.

Vnoucek vrti hlavou. To neni mnoZina , auta nejsou v ohrddce a nejsou
vsechna stejnd.

69
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5.1 Abeceda mnozin

V predchozim textu jsme v konkrétnich situacich mnozinu ,definovali“ bud taxa-
tivné (vyctem prvki) - napriklad mnozinu prirozenych ¢éisel N, nebo néjakou charakte-
ristickou vlastnosti - naptiklad mnozinu raciondlnich ¢isel @ (viz také odst. 2.2).

Problém naseho stru¢ného vykladu spoc¢iva v tom, ze jazyk mnozin a jazyk formalni
(matematické) logiky se tak prolinaji, Ze i oznac¢ovani muze byt zdrojem nedorozuméni.

Zakladni znaky: x € A; x je prvkem mnoziny A;
xr ¢ A; x neni prvkem mnoziny A;
A C B; mnozina A je podmnozinou mnoziny B;
kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B;

Sjednoceni AUB={z:z€ AV z € B},
Sjednoceni mnozin je mnozina téch prvki, které patii
aspon jedné mnoziné, tj. patii jedné nebo druhé mnoziné
Prinik ANB={z:z€ A N z € B},
Prinik mnozin je mnozina téch prvki, které patii zaro-
ven obou mnozinam, tj. jsou pritomny v jedné i druhé
mnoziny zaroven

Rozdil A-B={z:z€ AN x¢B}.
Doplnék mnoziny A C E do mnoziny E: Ap=F—-Ax € Ap <= x € E A
x ¢ A.

Jestlize dvé mnoziny X a Y nemaji zadné spolecné prvky rikame, Ze tyto mnoziny jsou
disjunktni a ze jejich prunik je prazdna mnozina:

XNY =0 (znak prazdné mnoziny).

Vlastnosti mnozinovych operaci: AUB = BUA
ANB = BNA
AUA = A
ANA = A

Kartézsky sou¢in mnozin A, B

AxB={(a,b): ac ANbe B}

je mnozina usporddangch dvojic prvka a € A, b € B}.
Specidlné: Ax A= A% Ax Ax A= A3 atd. = R?’=RXxR.

Blok 5.1.1: Slovnik mnozin

Kartézsky soucin neni komutativni:
AxB#BxA
pokud A#(, B#( a A+# B.



5. JAZYK MNOZIN A FORMALNI LOGIKY 71

5.2 Abeceda vyroku

Vyrok V je sdéleni, u néhoz ma smysl hovorit o pravdivosti ¢i nepravdivosti, pricemz
plati pravé jedna moznost, tj. vyrok nemize byt soucasné pravdivy i nepravdivy.

Negace vyroku V znac¢ime V, (také non V V', =V).

1. Vyrok V: x € A, ¢teme ,x je prvkem mnoziny A*.

2. Vyrok V: x ¢ A; ¢teme ,x neni prvkem mnoziny A“, neni pravda, ze x je prvkem

mnoziny A.

Axiom dvouhodnotové logiky Vyrok V je pravdivy pravé tehdy, kdyz V je nepravdivy
(,Tercium non datur*)

SloZené vyroky:

Konjunkce

Slovné:

Disjunkce

Slovné:

Implikace

Slovné:

Ekvivalence

Slovné:

Vi AVa je pravdiva praveé tehdy, kdyz jsou pravdivé oba vy-
roky Vi, Va; v ostatnich ptripadech je konjunkce nepravdiva.

Vi aVs.

V1V V4 je pravdiva, je-li pravdivy alespon jeden z vyroku Vi,
‘/é’

V1 nebo V5.

Vi = V5 je nepravdiva, je-li V| pravdivy a V5 nepravdivy; v
ostatnich pripadech je implikace pravdiva.

Z vl plyne ‘/27

V1 je postacujici pro Vs,

V5 je nutné pro V.

V) <= V4 je pravdiva, jsou-li oba vyroky pravdivé nebo oba
nepravdivé.

Vi pravé tehdy, kdyz Vs,

V1 je nutné a staci pro Vo,

V5 je nutné a staci pro V.

Blok 5.2.2: Slozené vyroky

Je zvykem znacit pravdu jako 1 a nepravdu jako 0 a zachycovat situace pomoci
pravdivostnich tabulek. Pokud znate pravdivostni hodnotu Vi a V5, najdete si je v
prvnich dvou sloupcich a pak vidite hodnotu dalsich slozenych vyroka v prislusném

radku.
1 ‘ Vo H vy ‘VQ ‘ ViAVa ‘ ViV Vs ‘ Vi=V ‘ Vo=V ‘ ViV,
1 1 0 0 1 1 1 1 1
110 0 1 0 1 0 1 0
011 1 0 0 1 1 0 0
010 1 1 0 0 1 1 1

Napriklad:

Tabulka 5.2.1: Pravdivostni tabulka slozenych vyrokt
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1. V1: Dany trojuhelnik je pravouhly.
2. Vo: V daném trojihelniku plati rovnost a® 4 b? = ¢2,
kde: a,bfjsou délky & jeprepora—
Slozeny vyrok Vi < Vs je znama Pythagorova véta:

Trojthelnik s délky stran a, b, ¢ je pravouhly, pravé kdyz v tomto trojuhelniku plati

pro délky stran rovnost a?+b% = 2.

Logické zakony:

1. ViAVy & Vi1V Vs negace konjunkce je ekvivalentni dis-
junkci negaci
2. V1V Vs & ViAVsy negace disjunkce je ekvivalentni kon-
junkci negaci
3. Vi=V & Vi AVs  negace implikace - princip diikazu spo-
rem
4. Vi=Vy & Vo = Vi princip ditkazu sporem
5. Vi=Vy & ViV princip neptimého dikazu
6. VeV zakon dvoji negace (,,negace negace*)
VvV 3 L
- W, vzdy prafvdlve VyI‘O'k},/; /
= tautologicky pravdivé vyroky
Vev
8. el < Vi = WAV = W)

Blok 5.2.3: Logické zakony

5.3 Kvantifikované vyroky

1. Zapis: VxeM: V(x)
Slovné: pro kazdy prvek z € M plati V(z) (kazdy prvek =z € M ma
vlastnostV (z)).

2. Zapis: Jre M:V(x)
Slovné: existuje prvek x € M s vlastnosti V().

3. Zapis: dlze M:V(x)
Slovné: existuje pravé jeden prvek x € M s vlastnosti V().

Blok 5.3.4: Kvantifikované vyroky


mika
Tužka

mika
Tužka

mika
Tužka
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1. VreN: >0
2. VeeQ: z<5b
3. JreN:z>0
4. dreQ:x<5h

5. dzeR:224+1=0

,kazdé prirozené ¢islo x je kladné*“ - pravdivy vy-
rok;

ykazdé raciondlni ¢islo je mensi nez 5“ - neprav-
divy vyrok;

sexistuje prirozené cislo, které je kladné® - prav-
divy vyrok;

sexistuje raciondlni ¢islo, které je mensi nez 5 -
pravdivy vyrok;

sexistuje realné ¢islo x takové, ze jeho druha moc-
nina je -1“ - nepravdivy vyrok;

Priklad 5.3.1: Priklady kvantifikovanych vyroki - lekce ¢teni

Negace kvantifikovanych vyrokii:

VeeM: V(z) & JzeM: V(x).
Slovné: Neni pravda, ze pro vSechna x € M plati V(z) = existuje x € M, pro
které V(z) neplati.

dreM:V(z) & VeeM: V(z).
Slovné: Neni pravda, ze existuje x € M plati V(z) = pro vSechna x € M, je
V(z) nepravdivy = pro zadné x € M;V (x) neplati.

Blok 5.3.5: Negace kvantifikovanych vyrokt

5.4 Komentar

Hned na zacatku je tfeba konstatovat, ze logika neni schopna rozhodovat, ktera
tvrzeni jsou pravdiva, cisté podle jejich obsahu. Takze pokud se proste zeptate, zda
maji trojihelniky tii strany, tak necekejte od logiky, ze vam s tim pomuze. Logika déla
néco jiného. Vy ji dodéte vstupni data (ovéreni jejich pravdivosti je na vas), a podle
jejich vzajemné provazanosti vam logika muze pomoci rozhodnout, zda plati (¢i neplati)

také néjaké jiné véci.

Pokud se rozhodnete zacit predpokladem, ze véta ,Zemé ma tvar krychle® je prav-
diva, tak na tom logika neuvidi nic Spatného—jejim tikolem neni soudit. Ona vam jen
rekne, jaké disledky by plynuly z tohoto predpokladu. V podstaté to znamena, ze logiku
zajima jen struktura vytvorena jednotlivymi daty, nikoliv data samotna.

Zakladnim predmétem zkoumani formalni logiky jsou vyroky, coz jsou véty, kterym
lze pritadit pravdivostni hodnotu (pravda/nepravda).
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5.5 Zobrazeni mnozin

5.5.1 Od obrazu zvirat k magnetické ezonanci

Starovéci umélci byli prvni, ktefi zacali zobrazovat redlné objekty. Postupné se roz-
vijela geometrie jako nastroj zobrazovani, tedy zobrazovaci metody. Elektronika a poci-
tace je zatim posledni nastroj zobrazovani. Ruku v ruce s tim se rozvijela matematicka
abstrakce zakladniho zobrazovaciho principu: objekt — obraz objektu.

Bez komentare uvedme nékolik obrazkt z historie vytvarného umeéni:

Obrazek 5.5.1: Mladsi paleolit - jeskyné Altamira, Spanélsko
(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/Altamira)

Obréazek 5.5.2: Egypt - 18.dynastie
(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/Egypt)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Altamira
https://cs.wikipedia.org/wiki/Egypt
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Obrézek 5.5.3: Starovéké Recko - Achiles zabiji Penthesileiu
(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/Trojsk%C3%A1_v’C3%A1lka)

9 0 X 3 e A
- y <

Obrazek 5.5.4: Gotika - Klanéni tif kralt (Gentile da Fabriano)
(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/Gotika)

Obréazek 5.5.5: Renesance - Leonardo Da Vicni - posledni vecefe pané

(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/Line’,C3%A1rn%C3%AD_perspektiva)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Trojsk%C3%A1_v%C3%A1lka
https://cs.wikipedia.org/wiki/Gotika
https://cs.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1rn%C3%AD_perspektiva
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Principy zobrazovani - soucasnost:

Obréazek 5.5.6: Desktiptivni geometrie - pravoihlé promitani
(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/TechnickC3%BD_v’%C3%BDkres )

Rovnobézné pravouhlé promitani na dvé navzajem kolmé prumétny, pidorysnu a
ndrysnu se nazyva Mongeovo promitdand.

Nékdy je vhodné pouzit i tfeti primétnu. Vétsinou ji volime kolmo k ptdorysné i
narysné a nazyva se bokorysna.

Vsechny souradnicové osy jsou ve skutecné velikosti. Zobrazeni vsak neni prilis na-
ZOrneé.

Obréazek 5.5.7: Desktiptivni geometrie - Mongeovo promitani
(zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/Mongeovo_prom}%C3%ADt%C3%A1n%C37%AD)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Technick%C3%BD_v%C3%BDkres
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mongeovo_prom%C3%ADt%C3%A1n%C3%AD
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Axonometrie

Axonometrie je rovnobézné promitani, kieré je nazorné.
Smer promitani mize byt

- kolmy na primétnu - pravouhla axonometrie,

- nebo sikmy - kosouhla axonometrie.
Jednotky na véech osach jsou zkreslené.

z

Obrazek 5.5.8: Axonometrie - izometrie
(zdroj: http://sisyfos.zcu.cz/matika/predml/prednaska.htm)

Kosouhlé promitani

Rovnobézné promitani na jednu ze soufadnicovych rovin,
nejéastéji na rovinu (y,z).

Smer promitani neni kolmy na prumétnu.

Osy y a z jsou ve skutecéne velikosti, osa x je zkreslena.

Z

Obrazek 5.5.9: Axonometrie - kosotihlé promitani
(zdroj: http://sisyfos.zcu.cz/matika/predml/prednaska.htm)


http://sisyfos.zcu.cz/matika/predm1/prednaska.htm
http://sisyfos.zcu.cz/matika/predm1/prednaska.htm
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Linearni perspektiva
jednoubéznikova perspektiva krychle
pricelna poloha

Obréazek 5.5.10: Linearni perspektiva - jednoibéznikova perspektiva
(zdroj: http://sisyfos.zcu.cz/matika/predml/prednaska.htm)

Linearni perspektiva
dvojubéznikova perspektiva krychle
naroZni, nepriéelna poloha

- horizont

Obréazek 5.5.11: Linearni perspektiva - dvojubéznikova perspektiva
(zdroj: http://sisyfos.zcu.cz/matika/predml/prednaska.htm)

Linearni perspektiva M
triubéznikova perspektiva krychle /]
/ | 1

Obréazek 5.5.12: Linearni perspektiva - trojubéznikova perspektiva
(zdroj: http://sisyfos.zcu.cz/matika/predml/prednaska.htm)


http://sisyfos.zcu.cz/matika/predm1/prednaska.htm
http://sisyfos.zcu.cz/matika/predm1/prednaska.htm
http://sisyfos.zcu.cz/matika/predm1/prednaska.htm
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Nukledrni magnetickad rezonance:

Obrazek 5.5.13: Nuklearni magnetickd rezonance - snimek zatéze paméti
(zdroj:
http://www.wikiskripta.eu/index.php/Nukle’,C3%A1rn),C3%AD_magnetick’C3%Al_rezonance)

5.5.2 Abstrakce

V abstraktnim pohledu na zobrazeni a zobrazovani se odpoutdme od toho, jestli
zobrazovacim paprskem je proud fotontu (svétlo), kratkovinné elektromagnetické zareni
(paprsky X, CT), nebo elektromagnetické signaly vyvolané magnetickym polem pro-
tonil.

Zavedeme oznaceni a nazvy:

1. X je neprazdnd mnozina vzori, origindli, argumenti;
x € X, x je vzor, nezavisle proménna;

2. Y je neprazdna mnozina obrazi, hodnot;
y € Y, y je obraz, zavisle proménn4;

Uvédomime si, ze vzory a jejich obrazy jsou v néjakém vztahu - relaci, zavislosti prira-
zend. Oznac¢ime tento vztah néjakym symbolem, napiiklad: f, F; F,f; A,B; ...

V raznych situacich pouzivame nazvy: funkce, posloupnost, transformace, operdtor,
funkcional.

Defini¢ni obor zobrazeni F' ozna¢ime: Dy C X (Dp je podmnozina X'), obor hodnot
oznac¢ime: Hrp C Y.

Pouzivané zapisy:


http://www.wikiskripta.eu/index.php/Nukle%C3%A1rn%C3%AD_magnetick%C3%A1_rezonance
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F: X =Y, cteme:

F:Dp —-Y, Dp CAX,
F:2z =y zeDp

y=F(x), v € Dp; Cteme:
(x,y) € F, x € Dp, y € Hp Cteme:

F' pritazuje mnoziné X mnozinu Y;

F pritazuje kazdému prvku z € X jediny
prvek y € V;

F pritazuje kazdému prvku x € X jediny
prvek y = F(z) € Y;

prvek y € Y je jedinym obrazem prvku x € Dp;
F' je mnozina vsech usporadanych dvojic
vzoru a obrazl

Blok 5.5.6: Oznaceni a nazvy

Specialné pokud v zobrazeni F': X — Y je Y C X, resp. Hp C X, tikame, zZe jde
o transformaci mnoZiny Dr v mnoziné X. Termin transformace pouzivame v pripadeé,

kdy obrazy lezi v mnoziné vzort.

Napiiklad: posunuti, otoc¢eni rovinného geometrického ttvaru v R?.

Prifazeni (relace) F' prvka x € X, y € Y nazveme zobrazeni mnoziny X do mnoziny

YV, jestlize:

1. kazdému prvku x € X je prifazen jediny prvek y € Y, y = F(z) predpisem, pravi-
dlem f; tj. riznym obraztim odpovidaji razné vzory

2. Yy1,y2 € Hp; y1 # yo2; Jw1,22 € Dp, (1 = F(21),y2 = F(22)) = 21 # 22.

Blok 5.5.7: Zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y

Mame ¢tyti nazvoslovné formulace, které se matematickym vyznamem dosti lisi:

1. zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y - viz obrazek 5.5.14
(pripoustime, ze v mnoziné ) jsou prvky, které nemaji sviij vzor);

2. zobrazeni z mnoZiny X do mnozZiny ) - viz obrézek 5.5.15
(pfipoustime, Ze v mnoziné X jsou prvky, které se nezobrazuji, tj. nepatii do

defini¢niho oboru zobrazeni)

3. zobrazeni mnoZiny X na mnoZinu ) - viz obrazek 5.5.16

(kazdy prvek z Y je obrazem)

4. zobrazeni mnoZiny z X na mnozinu Y - viz obrazek 5.5.17

> mnozina X
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Obrazek 5.5.14: Zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y

~mmnozina Y

Obréazek 5.5.17: Zobrazeni z mnoziny A na mnozinu Y

Surjekce je zobrazeni ,na mnozinu“:

Hrp = YV;resp. Vye)Y,JreX: F(z)=y.

Injekce (prosté zobrazeni) - plati-li implikace:
F(:L’l) = F(:L‘Q) = X1 = T2,

tj:
Vri,29 € Dp: 21 75 ro = F(:I}l) 7£ F(:L’z)

Inverzni zobrazeni: F~': Hp — Dp k zobrazeni F : Dp — Hp je pravé takové
zobrazeni, které kazdému obrazu y = F(x) pfifazuje jeho vzor x.

Postac¢ujici podminkou existence inverznfho zobrazeni F~! je, Ze zobrazeni F : Dp —
Hr je prosté.

Bijekce (vzajemné jednoznacné prirazeni mnozin X a )): surjekce a injekce (konjunkce
vlastnosti), tj.:

r1# Ty = F(x1))# F(ra) ANVyeY, JxeX: F(z)=y
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Blok 5.5.8: Surjekce, injekce, bijekce

5.5.3 Konkretizace

Ctenai by z predchoziho odstavce mohl nabyt dojmu, Ze jsme se zpronevéfili svym
slibiim a vydali se na cestu abstraktnich matematickych pojmt a ,neuzitecnych“ po-
znatki. To zcela jisté neni pravda. Samotna priroda nas vsak svoji slozitosti k zobec-
novani nuti. . .

V kapitole 6 se chceme alespon zminit o vektorech a tenzorech, ale to bez pojmu
linedrni zobrazeni neumime a zda se, ze to ani nejde.

O cislech mame v sobé zakédovanu moudrost véku a jejich vlastnosti poznavame od
predskolniho véku. S vektory se seznamujeme od puberty a tenzory poprvé potkame az
na prednasce z fyziky, pripadné diferencialni geometrie. Vétsinou si odnasime poznatek,
ze fyzikové a geometii mluvi naprosto jinym jazykem.

Vénujme pozornost obrazkiim 5.5.18 a 5.5.19.

/
Y A

Obréazek 5.5.19: Otocené systémy

Obrazek 5.5.18: Posunuté systémy

Co pozorujeme? Vektorfys~se nezménily pii zméné soufadnicového systému. Totéz se
da ukazat pro vektory typu n — tice cisel, pripadné zcela obecné pro prvky linedrniho
prostoru.

Toto je ta potrebna vlastnost, aby néjaky objekt byl vektorem, pripadné tenzorem)!
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Kapitola 6
Skalary, vektory, tenzory

Obsah kapitoly

6.1 Jazyk prirody . . . . v v v v i it e e e e e e e e e e e e e e e e e 83
6.2 Prostory a souradnicové systémy . . . ... ... ... ... ... .. 84
6.2.1 Bodovy prostor R® =RxRx---xR ... ... ... ..... 84
6.2.2 Eukleidovsky (vektorovy) prostor E™ . . . . . ... ... ... 89
6.2.3 Afinni prostor A . . . ... 91

6.1 Jazyk prirody

Pojmy ¢isla a bodu jsou abstraktni nastroje pro vyjadreni polohy, vzdéalenosti, mnoz-
stvi, atd. Bylo tfeba mérit veli¢iny jako cCas, teplotu, hmotnost, energii, silu, rychlost,
moment setrvacnosti, napéti, ... Mezi fyzikalni veli¢iny radime:

o skaldry
k jejich popisu staci realnd ¢isla s doplnénim jednotky (sekunda, stupen), sméro-
vost nepotrebujeme.

o vektory
k vystizeni smérovosti potfebujeme jiz dvojici, trojici, n-tici, redlnych ¢isel, pokud
se spokojime s popisem jednoho sméru. Pusobi-li na téleso (¢astici, bod) vice sil,
pak se pohyb odehrava v tom sméru, ve kterém ptisobi vyslednice vSech sil, vektory
musime umét scitat, odcitat.

e lenzory
jsou ovsem veli¢iny, které nemaji jednu smérovost a navic tyto smérovosti se nesmi
skladat jako vektory. Napriklad silové ptsobeni v pevnych latkach a kapalinach
se popisuje tenzorem napjatosti (napétor). Potfebujeme vice n-tic redlnych ¢isel
a k tomu specificky definované operace.

Vhodnym matematickym modelem skaldru je realné cislo, modelem vektoru je n-
tice ¢isel, nebo orientovana tsecka, modelem tenzoru jsou urcité specifické soubory cisel.
Hovotime o slozkach vektoru, tenzoru. Matematickou predstavu a interpretaci davame
(dostavame) pomoci souradnicovych systém.

83
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6.2 Prostory a souradnicové systémy

Motto:
Nechdpu, co matematici na téch sprostorech nebo prostorech miluji.

Asi jsou to néjaké sprostarny. (odposlechnuto)

Prostory v matematice jsou jako byty v panelaku. Lisi se vyhledem a
vybavenim, ale jinak jsou na jedno brdo (S.Mika)

Vesmir. ¢i kosmos je souhrnné oznaceni veskeré hmoty, casu a pro-
storu. Myslim, tudiz jsem (Descartes)

Zdravy rozum je patrne ta nejlépe rozdélend véc na sveté, nebot kazdy
st mysli Ze jej ma dost a ani ti, kdo jsou v jinych nejvice nenasytni,
vibec netouzi mit jej vic, nez maj. (Descartes)

Terminem prostor oznacujeme prostredi, ve kterém:
e Zijeme (zivotni prostor, bytovy prostor),
e pracujeme (komeréni prostor),

e zkoumame a popisujeme ruzné stavy, déje a procesy (fazovy prostor, konfiguracéni
prostor),

e zkouméme polohu, vzdalenosti a rozméry (metricky prostor, normovany prostor)

Poloha objektu v prostoru je dany vzdy vzhledem k néjakym okolnim objektim. tj.
vzhledem k néjaké vztazné soustave.

V matematice terminem prostor oznacujeme neprazdnou mnozinu prvki opatienou
ur¢itou strukturou, tj. s definovanymi relacemi (rovnost, vztah k ¢islim) a operacemi
(s¢itani, skladani, prip. urcity typ nasobeni). Prvkim takové mnoziny fikdme obecné
body, specialné pak n —tice ¢isel, vektory, funkce, operatory, posloupnosti, ap.
prostoru. Ten umoznuje definovat pojmy bdze a dimenze prostoru, tedy to, co urcuje
souradnicovy systém.

6.2.1 Bodovy prostor R"=R xR x--- xR
Mnozinu vsech usporadanych n — tic realnych ¢isel oznacujeme:

RP=RxRx---xR={(21,22,...,24,...70) : x; ER pro:i=1,2,3,...,n}.

Tj.:
R! =R = (—00,+0)

Tento prostor se da ztotoznit s primkou (tzv. redlnd osa). Prvky tohoto prostoru na-
zveme body na ptrimce a prislusné realné ¢islo nazveme soutradnici tohoto bodu. Protoze
k urceni polohy bodu na pifmce staif jedna soufadnice, fikame, 7ze prostor R! je jedno-
rozmérny; piseme dimR! = 1.
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RZ=RxR={(z1,22): 21 €ER A 23 € R}

Tento prostor se da ztotoznit s rovinou. Prvky tohoto prostoru nazveme body v roviné
a Cisla x1,x2 jsou souradnice tohoto bodu. Protoze k urceni polohy bodu v roviné jsou
potiebné dvé soufadnice, ifkdme, Ze prostor R? je dvourozmérny a piseme dimR? = 2.

Mnozinu vsech usporddanyjch trojic redlnych ¢isel oznacujeme:
R3=RxRxR={(z1,22,23): 21 €ER, 29 € R, z3 € R}.

Cisla x1,x9, 23 jsou souradnice tohoto bodu ve zvoleném soutradnicovém systému.

René Descartes (lat. Renatus Cartesius, 1596-1650) priradil Eukleidovskym bodum
skupiny c¢isel a nazval je souradnice. Vymyslel tak jeden z nejvétsich matematickych
vysledkil tim, ze vynalezl analytickou geometrii. Umoznil tim prevadét geometrické
konstruovani na pocitani, tj. feSeni rovnic.

Bod X = (z1,72) € R? interpretujeme (stanovime jeho polohu v roving) takto:

V R? volime dva navzdjem kolmé systémy rovnobé&inych pifmek (tzv. pifmkova
pravouihld sit). Dale zvolime z tohoto systému dvé navzdjem kolmé primky jako vztazny
systém. Jejich priseciku P pritadime dvojici ¢isel (0,0) a nazveme jej pocatek, tj. P =
(0,0). Jesté zvolime méfitko. Rikdme, Ze jsme v R? zvolili souradnicovsj systém nebo
soustavy, souradnic.

Dalsi informace jsou patrné z obrazku 6.2.1 Jesté si vSimneme, Ze soufadnice vSech
bodt na ,vodorovné“ vztazné piimce (souradnicova osa x1) maji tvar (x1,0) a soufad-
nice vSech bodi na ,svislé“ vztazné piimce (soufadnicovd osa z2) maji tvar (0,z2).

t B=(23)
....................... NN it e AR TR
B | L A=1(3,2)
S A('Oi'z‘)'*'_"__?_'__'_'T_'_'__'T'”'”””"”

- A
e e -
(0,0)="r - B(2,0)

Obrézek 6.2.1: Pravothly (kartézsky) souradnicovy systém v R2,[P,z1,zo]

V R? mtizeme zavést kosotihly soufadnicovy systém (viz obrazek 6.2.2). Opét zvolime
sit (pouze) riznobéznych piimek a vybereme vztazny systém, pocatek @ = (0,0) a
meéritko.
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Obrézek 6.2.2: Kosotihly soufadnicovy systém v R?, [Q,y1,12]

Pro urceni polohy bodu potfebujeme:
1. volbu pocatku;

2. orientaci souradnicovych ¢ar (0s);
3. jednotky (méfitko).

V kartézském souradnicovém systému R? definujeme (Eukleidovskou) vzdalenost
bodia A a B jako nezaporné ¢islo:

d(A,B) = /(b1 —a1)2 + (b2 —a2)%; A= (a1,as), B = (b1, bs).

V R3 zvolime t¥{ navzajem riiznobé&mé souradnicové édry se spoleénym prisecikem P,
ktery nazyvame pocdatek. Na obrazku (6.2.3) je zndzornén pravouhly soufadnicovy sys-
tém (kartézsky systém). Alternativné je mozné zvolit tfi navzajem kolmé soutadnicové
roviny (prumétny), viz obrazek 6.2.3.

V R? zvolime poc¢atek P = (0,0,0) a t¥i body Py = (1,0,0), P, = (0,1,0) a P3 =
(0,0,1) (viz obrazek 6.2.3). Souradnicové ptimky jsou PP, PPy a PP3. Zvolili jsme tak
orientaci soutadnicovych piimek i métitko v R3.

V kartézském souradnicovém systému R3 definujeme (Eukleidovskou) vzdalenost
bodia A a B jako nezaporné ¢islo:

d(A7B) - \/(bl —a1)2+ (b2 _a2)2 + (b3 —(1,3)2; A == (a17a27a3)7 B - (b17b27b3)'

Poznamka: Obecné se vzdalenost dvou prvkil néjaké mnoziny zavadi axiomaticky, tj.
nepotiebujeme k tomu souradnicovy systém.
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Obrézek 6.2.3: Pravouhly (kartézsky) souradnicovy systém v R3

Transformace souradnic:

Volba souradnicového systému a prevody soutadnic jsou velmi dilezité matematicko-
technologické nastroje pro modelovani procest a jevi rtizné povahy. Vylozime elemen-
tarni princip prevodu na soutadnicovych systémech [P;xz1,22] a [Q;y1,y2] z obrazki
6.2.1 a 6.2.2.

Prevod: [P;xy,x2] — [Q;y1,y2): @

Predstavime si, ze jsme obrazek 6.2.2 prekopirovali do obrazku 6.2.1 tak, ze pocatek
Q = (0,0)y piesuneme do néjakého bodu Q = (q1,q2) x v systényu [P;x1,xo].

Soutadnicova osa y; bude primkou o rovnici:

a1x1 +bixo+c1 =0.
Soutadnicova osa ys bude primkou o rovnici:

asx1 +baxo 4+ co = 0.

kde koeficienty a;,b;,c; i = 1,2 jsou konkrétni cisla.
Regenim této soustavy je prave dvojice (¢1,q2).
Zobrazeni (prevod) [P;x1,x2] — [Q;y1,y2] definujeme proto transformacnimi vztahy

(kterym se dosti casto 1ika transformacéni rovnice i kdyz to zadné rovnice nejsou — ne
vSemu, kde se vyskytuje symbol ,=* se musi fikat ,rovnice“!)

y1 = a121 +brra+cq,
Yo = agx1 + baxa + c2.

Zmame-li souradnice x1,z9 néjakého bodu, mizeme jednoz
téhoz bodu v druhém souradnicovém systému.

T hed

¢né urcit soutadnice y1,y2

Prevod: [Q;y1,y2] — [P;21,%2):
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Predstavime si nyni prevrdacenou (inverzni) situaci a obrizek 6.2.1 prekopirujeme do
obrézku 6.2.2 tak, ze poc¢atek P = (0,0)x presuneme do néjakého bodu P = (p1,p2)y v
systému [Q;y1,y2]. Soufadnicové osy x1,x2 budou pfimkami o rovnicich:

cyr +diya+e1 =0,
coy1 +days +e2 = 0.

Zobrazeni (prevod) [Q;y1,y2] — [P;x1, 2] definujeme transformac¢nimi vztahy:

r1 =c1y1 +diy2 +eq,
x9 = coy1 +day2 + €.

Pozndmka: jisté nas napadlo, zda bychom vztahy [Q;y1,y2] — [P;x1, 2] dokdzali vy-
pocitat ze vztahi [P;x1,x2] — [Q;y1,2]. Jde to? Kladnd odpovéd zévisi na podmince,

zda matice koeficientti:
al b1 a 1 d1
a9 b2 C2 d2

Doporuceni: Formulujte sami otazky typu:

jsou navzajem inverzni!

1. jak se zobrazi jednotlivé rovinné geometrické utvary (piimky, tsecky, trojihelnik,
kiivky),

2. jak vymyslet transformacni vztahy, aby obrazem elipsy byla kruznice,

3. jak souvisi tyto elementy s tzv. Lorentzovou transformaci v zékladech Einsteinovy
teorie relativity.

Dvojici &sel z R?, nebo trojici ¢sel z R3 miizeme interpretovat jako soufadnice bodu i
v jinych souradnicovych systémech. Uvedme:

Poldrni souradnicovy systém v R?:
Polarni souradnicovou sit tvori soustava soustfednych kruznic se stfedem ve zvoleném
bodé P a systém ruznobéznych primek se spolecnym prusecikem prave v bodé P. Dvojici
souradnic pak oznacujeme:
0€ R, ae(0,42m)
viz obrazek 6.2.4
Vztazny systém tvori dvé vybrané orientované poloptimky vychézejici ze zvoleného
bodu P.
Transformaci poldrnich souradnic o, na kartézské souradnice x,y definujeme takto:
T =0-cosq,
Yy=p0- sinao.

Transformaci kartézskych souradnic na poldrni definujeme takto:

o=/x?+y%
a=inv(x,y)
—> kde funkce inv(z,y) je definovana takto: (v MA II, na stran¢ 176 jse@el nic, co

by pfipominalo inverzni funkci)
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P

Obréazek 6.2.4: Polarni souradnicovy systém v R?

6.2.2 FEukleidovsky (vektorovy) prostor E”

Prvky mnoziny E” z tohoto odstavce budeme nazyvat vektory a budeme je interpre-
tovat, jako sloupce (sloupcové matice) realnych ¢isel , kterym fikame slozky nebo také
soutradnice.

x= . = [xl,xg,...,xn]T sloupcovy vektor (sloupec),
Tn

Coz jsou dva razné zapisy prvku x € E"

T

X x1,%9,...,xy] Tadkovy vektor,

V mnoziné E" definujeme rovnost vektorti a operaci s¢itani vektorii a nasobeni vektoru
¢islem s témito vlastnostmi ( axiomy) :

e Dva vektory x,y € E" jsou si rovny pravé kdyz jsou si rovny jejich odpovidajici
slozky, tj.
X=Y < ;=Y.

e Definujeme scitani, tj. kazdym dvéma vektoriim x € E", y € E" pritadime vektor
z € E" nazyvany souctem takto:

z=x+y=[r1+y,22+ Y2, Tntynll, iz =ity

e Definujeme ndsobeni vektoru cislem, tj. kazdému x € E" a kazdému cislu a € R
pritadime vektor a-x € E" takto:

o-x = [axy,ars,... ax,] (ndsobek vektoru islem).

e x+y=y+x, komutativita;
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x+(y+z)=(x+y)+z, asociativita;

0, cR": x+0, =x, existence nulového vektoru: 0, = [0,0,0,...,0]”
(index n oznacuje, Ze jde o nulovy prvek prostoru E");

e Vx e R" X e R": x+X =0, existence opacné¢ho vektoru: X = —x;
a-(fx) = (a-f)x;

o a(x+y)=ax+ay;

(a+ B)x = ax+ px;

o 1. x=x.

Dtsledky axiomii:

1. Existuje jediny nulovy vektor;

2. Ke kazdému vektoru existuje jediny opacny vektor;

3. 0-x=0;

4. —x = (—-1)x;

5. Rovnost: x =y pravé kdyz x—y =0, x—y=x+(—1)y;

Souradnice v E": Zvolime n linearné nezavislych bdzovyjch vektoru:

e1r = [1,0,0,...,0"
e = 1[0,1,0,...,0]7
en = [0,0,0,...,1]T
Kazdy vektor x = [x1,72,...,2,]7 pak mizeme vyjadiit jako linedrni kombinaci bdzo-

vych vektoru, tj. ve tvaru:
X=21-€1+T2-€3+T3-€3+ -+ Tp-€Cn;

a ¢islim: z;, i = 1,2,...,n fikdme soutadnice vektoru x v béazi{e;}.
Skalarni soucin:

Skaldrni soucin dvou vektoru x,y € E” je realné ¢islo:

n
> ;- y; = [fadek ;] - [sloupec y;] =" xTy %2 ziy; (sumaéni konvence).
=1

Ma tyto vlastnosti:

1. xTy =yTx,

— 2 (X+y)T: x'z+ylz,

3. (ax)Ty = ax'y, pro libovolné realné ¢islo o € R
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4. xTx >0 pro x # 0.

Norma vektoru x € E™ je nezaporné cislo:

Zx — VxTx %0 lx|| &' (xQ)% (sumacni konvence).

7

Ma tyto vlastnosti:
L. [|x]|| > 0 pro x # 0 (rozlisujeme 0 a 0)
2. ||ax|| = |a - ||x]|| pro libovolné o € R

3. |Ix+yl <|Ix||+|ly]| (trojihelnikovd nerovnost)

Nezdporné cislo d(x,y) = ||x —y|| definuje metriku v E".

- > Cauchyova-Schwar}zova nerovnost:
L x"y] < |Ix[] - [lyll pro kazdé x,y € E",

2. pro nenulové x,y existuje realné ¢islo

xI'x
¢ = arccos ————, ¢ € (0,7),
[ - 1yl

tj. xTy = ||x||- ||y|| cosi, & je odchylka vektorii x, y.

Poznamky:

e Uplny nézev pro E™ je: Eukleidovsky prostor nad télesem redlnych &isel. Pokud
termin ,realné cislo“ nahradime terminem ,komplexni ¢islo“ a vlastnosti ska-
larntho souc¢inu modifikujeme, dostaneme prostor C": Eukleidovsky prostor nad
télesem komplexnich cisel.

e V Eukleidovském prostoru neni definovan tzv. wvektorovy soucin orientovanych
usecek, znamy z fyziky a z analytické geometrie.

Jednim z divodi je to, ze neumime v E" matematicky definovat ,pravidlo pravé
ruky“. Vektorové nasobeni je operace, které se da matematicky definovat az v
ramci tenzorového poctu jako specialni pripad souc¢inu dvou tenzort.

6.2.3 Afinni prostor A

V geografii, kartografii a predefsim v GIS (geografické informac¢ni systémy) a GPS
potfebujeme uréovat a zobrazovat polohu. Vystac¢ime proto s prostorem bodu (tj. R™ s
jeho ruznymi soufadnicovymi systémy).

Ve fyzice, mechanice, inzenyrstvi vSak potfebujeme urcovat a popisovat smery, po-
tfebujeme navic prostor vektoru (tj. E"”). K popisu polohy a sméru potiebujeme pro-
stfedi (prostor), kde jsou jak body tak i vektory.

Takovym ,hybridem* je vlastné mnozina geometrickych bodt a orientovanych tse-
¢ek s niz se pracuje v analytické geometrii.
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Body neumime scitat, neumime je nasobit (prostor bodi R™ neni vybaven zdkladni
strukturou). Vektory umime s¢itat a umime je nésobit ¢islem (prostor vektoru je vyba-
ven strukturou linedrniho prostoru).

Nebudeme se poustét do velkych abstrakei a zistaneme u obecnéjsi analytické geo-
metrie.

Vytvorime prostor A spojenim (prirazenim) prostori R™ a E™ podle téchto pravidel:
(znak ,=* uzivame ve smyslu pfirazeni), zna¢ime A = {R"™ E"}:

1. Prvky (body) prostoru R™ budeme oznacovat velkymi pismeny O, P, XY, ....

2. Prvky (vektory) prostoru E™ budeme oznacovat malymi zvyraznénymi pismeny
0,p,X,y,....

3. Kazdé dvojici bodi X,Y € R™ je pfifazen jeden vektor u ="' Y — X € E".

4. Pro kazdy bod X € R™ a pro kazdy vektor u € E" existuje pravé jeden bod
Y eR™, ze Y = X 4z (vSimneme si, zZe jsme pravé zavedli s¢itani bodu a vektori).

5. je-li er,eq,es,...,e, baze prostoru E™ a P je libovolny bod prostoru R, potom
skupinu {P,e1,ez,€e3,...,e,} nazyvame afinni bdzi prostoru A a bod P pocdtek
afinni baze.

6. dim A =dimE" = n.

Dtsledky:
X—-Y =o,

b) X —Y =—(Y - X),

d) X—(Y+u)=(X-Y)-

a)

)

o) (X4u)-Y =(X-Y)+u,
) X

e) (X4+u)+v=X+(u+v),
)

f) X=Y)+(@Q-U)=(X-U)+(Q-Y),

n
g) Kazdy bod X € R" lze vyjadrit ve tvaru X = P+x= P+ Zx, e;. Vektoru x € E"
=1
se potom Tika privodic bodu X a ¢islim x; afinni souradnice bodu X.
Ilustrace:

1. Afinni prostor A! = {R3 E!} je mnozina bodét X = P+t-v, kde X = (x1,29,23),
P=(p1,p2,p3), vEE" tj. x1 =p1+t-v1, xa =pa+1t-vy a x3=p3+t-v3. Jednd
se tedy o primku prochéazejici bodem P ve sméru v, tzv. parametrické vyjadreni
primky (viz obrazek 6.2.5 v R3).

2. Afinni prostor A% = {R3 E?} je mnoZina bodit X = P+t-v+s-u, kde X =
(x1,m2,23), P = (p1,p2,p3), tj- ;1 =p1+t-vi+s-up, zga=pa+t-va+s-ug a
r3 =p3+t-vs+s-us. Jednd se tedy o rovinu prochdazejici bodem P urcenou
dvéma nezavislymi bazovymi vektory u a v; tzv. parametrické vyjadreni roviny
(viz obréazek 6.2.6 v R3).
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Obrézek 6.2.5: Afinni prostor Al

Obréazek 6.2.6: Afinni prostor A2

objekt ‘ vyklad
bod, Bod jest, co nema dilu Eukleides z Alexandrie
(oTtypa, | Bod je to, co nema délku (obsah, objem) Preklady Eukleida
signum, | Prvek mnoziny n — tic ¢isel (napr R") Analyticka geometrie
punctus, | Obraz komplexniho ¢isla v Gaussové roviné Teorie komplexnich ¢isel
znacka, | Obraz redlného cisla na souradnicové ose Soutadnicové systémy
puntik) | Alternativni nézev pro prvek libovolného prostoru

Body fazového prostoru urcujici vsechny mozné

stavy soustavy hmotnych bodi, do kterych se sys-

tém muze dostat
vektor Prvek linearniho (vektorového) prostoru (napr. E™)

Tenzor prvniho radu

Dvojice, trojice, n —tice ¢isel Aritmeticky vektor

Orientovana tusecka, resp. mnozina rovnobéznych | Analyticky geometrie

,stejné dlouhych, orientovanych tisecek

Velic¢ina, kterda ma velikost (pocet jednotek) a smér | Fyzika
Piimka | Cara je délka bez sitky. Hranicemi c¢ary jsou body. | Eukleides z Alexandrie

Usedka je Céra, kterd se svymi body tdhne rovné
Projektivni prostor dimenze nejméné 1 je takovy,
ktery obsahuje alespon 2 body (a tedy primku)
Prvek mnoziny vSech feseni n —1 linedrnich rovnic
pro n nezndmych.

Tabulka 6.2.1: Nazvoslovna tabulka
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Stale sirsi pronikani vypocetni techniky do vsech oborti lidské ¢innosti prinasi po-
trebu ,,mit nékoho, kdo tomu rozumi*“. Nékoho, kdo poradi, pomuze, kdyz néco prestane
fungovat, néco se rozbije. Nékoho, kdo tfeba ,jen* poradi, kdyz si s né¢im nevime rady.

Ten nékdo by mél byt technicky vzdélany odbornik v oboru pocitacovych, obecnéji
asi informacnich, technologiich. Predpokldda se, ze bude mit prislusné znalosti, vétsi,
¢i mensi hloubky, z obort pocitacovych véd, matematiky, programovani.

Programovani je povazovano za jednu z klicovych dovednosti, maji-li byt technické
prostiedky efektivné vyuzivany. S tim souvisi velmi intenzivni rozvoj a vyzkum a im-
plementace funkci operac¢nich systému, programovacich jazykt a kompilatort a rtzné
programovaci techniky a postupy.

Dnes se programovani standardné vyucuje na stfednich Skolach s timto zamérenim.
Casto se pouziva k vyuce programovani! jazyk C, p¥ipadné jeho ,nastupci®. Didaktické
postupy vyuky programovani jsou prevazné zaméreny na zvladnuti zakladnich syntak-
tickych struktur, ptipadné datovich struktur jazyka. Méné pak uz byva vénovan prostor
pouzivanym algoritmim, jejich vlastnostem, principim funkce, ¢i jejich tvorby, nebo
upravy.

Ibohuzel z didaktického pohledu vyuky programovani nepfili§ vhodné

95
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Coz vede k mechanickému uceni kterak poskladat jednotlivé piikazy jazyka, tvorit
syntaktické struktury, pouze tak, aby kompilator takovy kéd tspésné prelozil. Bohuzel,
casto bez pochopenti jejich vyznamu a tak i funkce programu.

Podobny pristup je mozné spatfit i pri pouzivani jednotlivych typt proménnych,
které jsou v jazyce dostupné. Mechanicky pristup k navrhu datové struktury, nespravné,
nebo netiplné pochopeni jednotlivych vlastnosti datovych typt konci jejich nevhodnym,
¢i nespravnym pouzitim.

Tak jako v matematice pracujeme s objekty typu cisla, vektory, matice, funkce, body,
mnoziny, vyroky, tak, ze s nimi z riznych uziteénych duvodi manipulujeme (s¢itame,
skladdme, srovnavame , atd.), tak potFebujeme manipulovat s informa¢nimi, datovymi
objekty jako jsou bity, bajty, slova . ... Tyto objekty jsou zavislé na konstrukci pouzitého
technického vybaveni pocitace.

Manipulace musime definovat tak, aby byly technicky realizovatelné. Pomérné casta
je potfeba manipulaci s jednotlivymi signaly (sadou signali). Vyssi programovaci jazyky
obvykle nemaji ve svém seznamu dostupnych instrukef a povelt ( ,syntaktické vybavé*)
takové moznosti manipulace.

Vyuzitim vhodnych matematickych operaci, jejich dobrému porozumeéni a vhodné
aplikaci je mozné tyto potreby velmi efektivné naplnit.

Predlozeny clanek se snazi ukazat uzitecnost spojeni znalosti matematickych a tech-
nologickych, jejich vzajemné vyhodnou symbidézu. Predpoklada, ze ¢tenar, zak stredni
skoly, ma primérené matematické znalosti a chidpe pojmy ,soucet ¢isel“, pripadné
,soucin cisel“.

Také predpoklada, ze ziskal zakladni informace ze svéta programovani a chape
a rozumi pojmum ,prikaz®“, ,aritmetickd operace“, logickd operace“. Zna pojmy
ystrukturovand proménna®, | skalarni proménnd®, | logickd proménna® a rozdily mezi
struktur.

Je vyhoda, bude-li ¢tenar mit podrobnéjsi informace o zpusobu ulozeni zakladnich
typtt dat v paméti pocitace, reprezentaci zakladnich typti dat v paméti pocitace a
nékteré metody, zptisoby manipulace s nimi, nicméné pro pochopeni dalsiho textu toto
neni nutné.

Snazi se ukazat, ze matematika je schopna poskytnou univerzalni metodu kterak
pronikat do slozitych problémi. Ze je dobré, praktické, uziteéné ovladnout ,zékladni
matematicky vycvik“ a ziskat tak schopnost prace se symboly. Napf. existence ,,prostorové
predstavivosti“ (druh matematického mysleni) dovoluje znalci ¢ist technické vykresy,
nam dovoli 1épe chépat taje programovani.

7.1 Zakladni pojmy

Vyuka programovani se na vybranych stfednich $kolach? dnes ubird smérem ke stéle
intenzivnéjsimu pouzivani jazyka C' a jeho mnoha riznych néasledovnikii. Poc¢inaje verzi
jazyka ANSI C' a konc¢e dnes populdrnim jazykem C#.

2nékdy i vybranych zékladnich koldch
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Pro vyuku algoritmizace a datovych struktur se vsak zda byt vhodnéjsi jazyk Pascal
a jeho varianty (Delphi, Lazarus, ...), ktery byl pravé k tomuto tcelu ,sestrojen*.
Soucasny vyvoj je vSak ,tlaceny“ ponékud jinym smérem, asi hlavné diky pozadavkim
pozadavkiim vysokych skol a komercéni praxe.

Ukazuje se, ze pokud dany (pouzivany) jazyk neobsahuje piimo ve své definici
,build-in“ prostiedky pro manipulaci s hodnotami jednotlivych biti v bajtu (slovu,
dvojslovu, ...) je pro stfedoskolské studenty pomérné obtizné se samostatnymi bito-
vymi hodnotami programové ,manipulovat®. Nésledujici text se pokusi tuto mezeru
ponékud vyplnit.

Programovych technik, kterymi lze dosdhnout pozadovanych efekt je samozrejmé
celd tada. V textu uvedeme pravdépodobné nejpouzivanéjsi z nich, techniku masko-
vani. Ta je povazovana za obecnou techniku zalozenou na aplikaci zakontl nazyvanych
Booleova algebra a nezavisi tak na konkrétnim programovacim jazyce.

Strucéné vysvetleme zakladni pojmy.

7.1.1 Bit, bajt, slovo, ...

V souladu s obecné zazitou a pouzivanou terminologii velmi struéné pripomenme
uvedené vyznamy, tak, jak se ustalilo jejich pouzivani.

bit (bit): je oznaceni zdkladni jednotky informace. Termin bit vznikl z anglického ozna-
¢eni binary digit (bindrni ¢islo) ve vyznamu ,drobet“,  kousek“. Je to tedy bi-
narni hodnota, hodnota ve dvojkové ciselné soustavé a obsahuje tak pouze dvé
mozné hodnoty — hodnotu 0 a hodnotu 1.

Béhem rozvoje nepreberného poctu elektrotechnickych (a poté elektronickych)
obort byla oznac¢ovana ruznymi nazvy, podle tcelu pouziti tim kterym (elektro-
technickym, ¢i elektronickym) oborem.

Hodnota ,0“ (nula) byva také oznac¢ovana terminy:

e vypnuto - logické (releové, kontaktni) Fizeni
e false - teoretickd informatika, matematika

o L“ - logické (cislicové) polovodicové obvody
Hodnota ,1“ (jedna) byva také oznacovana terminy:

e zapnuto - logické (releové, kontaktni) fizeni
e true - teoreticka informatika, matematika

o H* - logické (¢islicové) polovodicové obvody

Svét programovani kupodivu pouziva vétsinu zminénych oznaceni. Neni tak pro-
blém nalézt v jednom odborném textu soucasné pouzité symboly ,0 (1)“, L
(H)“, i ,true (false)“. Je to pravdépodobné proto, ze vypocetni systémy jsou
zalozeny na (logickych) éislicovych obvodech (symboly L,H) a vétSina vyznam-
nych teoretickych informatiki (symboly true,false) se rekrutovala z vyznamnych
matematiku (symboly 0,1).
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bajt (byte): je dnes oznaceni skupiny obvykle 8 biti. Nebylo tomu tak ale ,jodjakziva“.

V roce 1956 zavedl tento termin Werner Buchholz, kdyz pracoval s pocitacem
IBM Stretch. Zpocatku tento termin popisoval skupinu 1 az 6 bit. Prechod na
osmibitovy bajt nastal o néco pozdéji. Casem se osmibitovy bajt stal standar-
dem pro pocita¢ System/360. Ukazalo se, ze osmice bitu bajt je optimélni volba
mezi poctem biti a (tehdy) uzitecné velikosti ¢isla, které se ,do néj vejde®. Jeho
popularita pak vedla k tomu, ze osmibitovy bajt je dnes standardem.

Slovo byte pochazi z anglického slova bite, znacici ,sousto®, tzn. nejmensi objem
dat, ktery pocita¢ dokaze ,prechroustat®. Puvodni slovo bite pak bylo upraveno
na tvar byte, aby se predeslo zaméné se slovem bit. Bajt je nedélitelnou informacni
jednotkou ve vyssich programovacich jazycich. V téch je deklarovan datovy typ
byte, piipadné jiny ,kompatibilni“ datovy typ (datovy typ char v jazyce C3).
Tyto jazyky pak ,nabizeji“ (umoznuji) s bajtem provadét jak aritmetické operace,
tak operace logické. Rozsah hodnot 0 az 255 (255 = 28 —1), které lze ulozit do
proménné typu byte je pomérné omezeny, byt pro fadu tloh ze skolni praxe? mize
byt dostatecny.

slovo (word): je skupina obvykle 2 bajti. Pokud je takto oznacena (deklarovéna), je

pak povazovana za dale nedélitelnou entitu. Vyssi programovaci jazyky ji obvykle
oznacuji terminem integer®. Pracuje se s ni podobné jako s bajtem s tim, Ze
je mozné do takové proménné ulozit mnohem vétsi rozsah hodnot 0 az 65535
(65535 = 216 —1).

dvojslovo (doubleword): je obvykle skupina 4 bajtu (32 bitt: 4 x 8). Jde v pod-

staté o ,extenzivni rozsiteni“ pojmu integer. Je ziejmé, ze do proménné délky
32 bitt (4 bajty) je mozné ulozit podstatné vétsi rozsah hodnot 0 az 4294967295
(4294967295 = 232 — 1).

ctyrslovo (quadword): je skupina 8 bajti (64 biti). Tento termin se prili§ nepouziva,

spise je ze svéta programéatorti rozsifen pojem long int®. Je ziejmé, Ze jde o pouhé
extenzivni rozsiteni predchozich tvah. ..

Poznamky:

1. Konkrétni oznaceni byte, int, pripadné long int mize byt implementacné zavislé

na pouzité verzi zvoleného opera¢niho systému (Windows, MS-DOS, Linux,. .. ),
pripadné na druhu a typu zvoleného jazyka (Ansi C, C#, ...). Stejné tak i pocet
biti pro oznaceni int, pripadné long int muze byt zavisly na zvolené technické
platformeé (16 bitové versus 64 bitové mikroprocesory).

.V literature lze nalézt alternativni vyznam terminu slovo. Casto byva odvozené

od hardware, technickych vlastnosti pouzivaného (mikro)procesoru a oznacuje
pamétovou jednotku.

3ANSI C norma jazyka
4komeréni praxe také

5

znaménkovy, bezznaménkovy, podle potfeb a moznosti dané implementace jazyka

6skoro vSechny. ..
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Podle typu pouzitého mikroprocesoru tak pracujeme s paméfovymi jednotkami,
slovy o délce 16 bit1, je-li pouzity systém 16bitovy, pripadné se slovy o délce 32
bitt, je-li pouzity HW' 32bitovy.

Dnes jsou nejcastéji pouzivané systémy 64bitové, takze pracujeme s pamétovymi
jednotkami, slovy o délce 64 biti. Tim terminy dvojslovo (doubleword) a ctyrslovo
(quadword) pozbyvaji svij puvodni vyznam.

7.1.2 Aritmetické operace

V matematice jsou ,znamy*“ aritmetické operace® séitani, odéitani, nasobeni, dé-

leni, umocnovani. Veskeré programové jazyky, nizsi i vyssi, implementuji tyto operace

definitoricky”.
Témér vsechny programovaci jazyky pracuji s bajtem, pripadné skupinou bajti
(slovo, dvojslovo, ...) jako s elementarni entitou, dale nedélitelnou.

Jinymi slovy, skupina ¢islic je povazovana za ¢islo jehoz hodnota je uréena prave
jednotlivymi ¢islicemi (ciframi) a jejich pozici v ¢isle. Je lhostejné, zda to jsou éislice 0
az 9 v dekadické ciselné soustavé, nebo cislice 0 a 1 ve dvojkové ¢iselné soustaveé.

dekadicka hodnota binarni hodnota
1 3 0O 0001 1 01
+1 5 0O 000 1 111
13 + 15 = 28 =2 8 0O 001 1100
13 * 15 = 195
1 3 0O 0001 1 01
*1 5 0 00 01 1 11
=1 9 5 1 1 0 0 1 1

Tabulka 7.1.1: Aritmetické operace v dekadické a binarni ¢iselné soustaveée

Aritmetické operace se v pocitaci vykonavaji podle stejnych principt, jako v ,,normalni
aritmetice®, stejné v desitkové i dvojkové ciselné soustavé. Az na to, ze vysledek ope-
raci je ,upraven‘ na mensi pocet cifer. V pocitaci nemame tolik paméti pro ulozeni
presného vysledku, viz ***** odkaz na sesit o pocitacovych ¢islech

Pripomenme jen, ze pracujeme s pozi¢nimi ¢iselnymi soustavami, kde vyznam, vliv,
Cislice (cifry) v éisle je urCen jeho pozici v ném. Plati, ze ¢im vice je ¢islice v ¢isle
yumisténa“ vice vlevo, tim vétsi vliv na vyslednou hodnotu ma.

Operace s ¢isly ve dvojkové (bindrni) soustavé nejsou prilis ,user friendly“. Preci
jenom, jsme spiSe zvykli pouzivat desitkovou ¢iselnou soustavu.

7.1.3 Logické operace

Logické operace jsou definovany na zakladé pravidel formalni (matematické) logiky.
Binarni operace operuji se dvéma vyroky a jsou to:

Tasi celkem zazita zkratka pro ,hardware“, technické vybaveni. Podobné oznaceni SW je asi zazita

zkratka pro ,software“, programové vybaveni. . .
8také mnozinové operace a logické operace, pFipadné jiné.
9v rémci mnoziny ,poéitacovych ¢sel“
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operace: konjunkce disjunkce implikace ekvivalence
oznaceni: A \% = &

Unérni operace negace operuje s jednim vyrokem a je to:
negace: —

Operace Booleovy logiky jsou definovany na mnoziné hodnot {0, 1}. Zabyvaji se (pracuji)
s operacemi A (logicky soucin), V (logicky soucet) a = (negace). Jejim rozsitenim je pak
Booleova algebra, kterd zobecnuje mnozinové a logické operace.

Napriklad:
e konjunkci vyroka V) a V, interpretujeme jako logicky (Booleovsky) soucin,

e disjunkci vyroku Vj a V3 interpretujeme jako logicky (Booleovsky) soucet.

Pfipometime jen, Ze jeden obor elektrotechniky, ¢islicova technika, si ,zvolil“!0 for-
malni oznaceni H - High oznacujici vyssi napéti a L - Low oznacujici nizsi napéti v
c¢islicovych elektronickych obvodech. Tyto symboly oznacuji vnitini stavy c¢islicovych
elektronickych systému vyjadiené urcitou tirovni napéti.

Z téchto duvodu se v technické odborné literature cislicové techniky, programovani,
teoretické informatiky, ... cCasto povazuji za ekvivalentni oznaceni:

pravda < true < 1 < H,

pripadné:
nepravda < false < 0 & L.

Z praktickych, uspornych duvodi se velmi ¢asto (nejcastéji) k zapisu logickych operaci
i mimo oblast ¢islicové techniky pouzivaji symboly:

L, (0), piip. H(1).

Pripomenme zékladni logické operace, tak jak jsou definovany Booleovou algebrou
pro dvouprvkovou mnozinu {0,1}. Jejich zndzornéni lze nalézt v tabulce (7.1.3).

A B|Q A B|Q A B|Q A B|Q

0 0[]0 0 0[]0 0 01 0 01

0 1]0 0 111 0 1]1 0 1]60

1 010 1 0|1 1 010 1 010

1 1)1 1 1)1 1 11 1 1)1
(a) Konjunkce (b) Disjunkce (c) Implikace (d) Ekvivalence

Tabulka 7.1.3: Binarni logické operace

Dopliime i unarni logicky operator, negaci. Znazornéni je tabulce 7.1.4.

10ze svych internich, ryze praktickych divodi
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o ~|O

A
0
1
Tabulka 7.1.4: Unarni logicka operace - negace

7.1.4 Bitové operace

Terminy bitové operace, pripadné bitové operdtory jsou ze svéta programatori, vypo-
Cetni a ¢islicové techniky. Elektronické obvody (mikro)procesort jsou sestrojeny tak, ze
L,umi“ tyto operace provést. Pfivedeme-li na jejich vstup(y) odpovidajici napéti (tirovné
L, ptip. H), ziskdme vystupni napéti z téchto obvodi, které odpovidd implementované
logické funkeci.

Tak, jako jejich matematické vzory, logické operace, pracuji s bitovymi hodnotami,
viz odst. 7.1.1.

Témeér vsechny programovaci jazyky implementuji bitové operatory logicky soucin
(konjunkce), logicky soucet (disjunkce) a negace (negace). Z ryze praktickych diavodu
implementuji jesté dalsi logickou operaci, nonekvivalence (exkluzivni disjunkce).

Za povsimnuti stoji fakt, Ze pocitace (jejich mikroprocesory) neimplementuji operace
implikace a ekvivalence. Na zédkladé De Morganovijch zdkoni formélni logiky lze:

implikaci A = B ekvivalentné nahradit disjunkci —AV B

nebo konjunkei:

—-(AN-B)
pripadné:
ekvivalenci A < B ekvivalentné nahradit konjunkei (AV-B)A(-AV B)
Pripomenime obvyklé znacky (symboly) pouzivané k zapisu logickych operaci v pro-

gramatorské praxi, pripadné v praxi konstruktéra cislicovych obvodi. Je uzitecné uvést
také symboly pouzivané (implementované) v jazyce C (C++, piipadné C#).

matematika Cislicova technika jazyk C
konjunkce &, A, AND AND & &&
disjunkce vV, OR OR | I

negace -, NON NOT ~ !
vylucovaci disjunkce XOR, @& -

Tabulka 7.1.5: Symboly a znacky pro bitové operace

Poznamka:

Jazyk C ,rozlisuje“ terminy bitovy operdtor a logicky operdtor. Logické operdtory jsou
aplikované na logické hodnoty ,pravda“, prip. ,nepravda“. Obvykle se pouzivaji ke
zietézeni logickych operaci jejich vysledkem je logickd hodnota. Napiiklad:

((a==0b)&&(c>=10))||(d! = e).
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Lze pozorovat, ze uvedeny piiklad je fragment kodu jazyka C zapsany programatorem.
Matematik by spise zapsal:

(a=b)A(c>b)V(d#e).

Vénujme se nyni bitové operaci bitovy soucin. Nyni budeme proménné A a B po-
vazovat za bitové proménné, které mohou nabyvat hodnot pouze 0 a 1. Operace bitovy
soucin:

QQ=AAND B piipadné¢ Q=A& B
bude mit vysledek:

A

T o
0
1

o™

T e | W
= o [o]c]o

—_ O

Tabulka 7.1.6: Operace - bitovy soucin

Pozorujeme nasledujici vlastnosti:

Je-1i logickd proménnd A nastavena na hodnotu ,L*“ (0), je patrné, ze ,vystupni®
hodnota @, neni hodnotou proménné B (signdlu B) nijak ovlivnéna. Signdl B se ve
vystupu neuplatni.

Rikdme, 7e je zamaskovan hodnotou signdlu A — maskou. Ta piekryje®, zamaskuje
vliv signdlu B na vystupni signal, ktery tak vzdy zistane nastaven na troven ,L¢ (0).

Podobnou tvahu nyni provedeme i pro bitovou operaci bitovy soucet. Stale budeme
proménné A a B povazovat za bitové proménné, které mohou nabyvat hodnot pouze 0
a 1. Operace bitovy soucet:

Q@=AOR B pripadné Q=A|B

bude mit vysledek:

A B1Q A Q
0 L L
1 = L H

E1 I VIR 1
1 [ ={H

Tabulka 7.1.7: Operace - bitovy soucet

=
=
=

— o = ol
asil uilia sl anlHue!

e o>
=

Také nyni pozorujeme relevantni vlastnosti:

Je-li logickd proménnd A nastavena na hodnotu ,H* (1), je patrné, ze ve ,vystupni*
hodnota @ neni hodnotou proménné B (signdlu B) nijak ovlivnéna. Signdl B se ve
vysledku neuplatni.

Rikéme, Ze je i nyni zamaskovan hodnotou signalu A — maskou. Vzdy zlistane nastaven
na troven ,H*“ (1).
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V odstavci 7.1.1 jsme nastinili, Ze bajt (slovo, ...) je skupina bit oznacend timto
terminem. Muzeme tedy na bajt (slovo, ...) také nahliZzet jako na urcitou skupinu
jednotlivych bité. Podle okolnosti!! to mtize byt skupina jednobitovich signdli, které
mohou byt mezi sebou v podstaté nezavislé.

Mame tedy skupinu nezdvislych signdli. Oznac¢me je B ={ By, By, ..., B7}. Muzeme
najit (sestavit, vypocitat) druhou skupinu signélia. Ty ozna¢me A = {Ap, Ay,..., A7}.

Vyuzijeme-li analogie s tabulkou 7.1.6, ptipadné tabulkou 7.1.7, je patrné, ze mtizeme
na prislusné dvojice signala aplikovat stejné zavéry. A to vzdy na stejnolehlé dvojice biti
(signali) Ag <> By, Ay <> Bi,..., A7 < By, Viz priklad v tabulce 7.1.9:

5 1. 0 0 1 1 0 1 1 155 10 01 1 0 1 1

VVOR T 377170313137 AAND T T TTTT1T7Y

233 1 1 1 0 1 0 0 1 233 111 01 0 0 1

N 2 R D A

251 1 1 1 1 1 0 1 1 137 100 0 1 0 0 1
(a) Bitovy soucet stejnolehlych bitu (b) Bitovy souéin stejnolehlych bitu

Tabulka 7.1.9: Bitové operace pro vicebitové operandy

Z tabulky 7.1.9 je patrné, Ze stejnolehlé bitové operace se provadéji nezavisle. Bitova
operace provadéna s dvojici biti (operandil) neni nijak ovlivnéna vysledkem logické
operace ,pravé dvojice” operandtl a nijak neovliviuji prubéh zpracovani ,levé dvojice*
operandii.

Téchto vlastnosti vyuzijeme v technice maskovdni, ktera je velmi uziteénd v kazdo-
denni programatorské praxi. Blizsi v kapitole 7.2.

7.2 Technika maskovani

Technika maskovani je urcity postup zalozeny na aplikaci logickych operacich do-
stupnych i pro vyssi programovaci jazyky. Je to vhodna technika v pripadé, ze dany
(zvoleny) programovaci jazyk nepodporuje praci s jednotlivymi bity, nemé pro tyto
operace instrukce, v rdmci vicebitovych operandi (proménnych).

Je to programovy postup, zalozeny na matematické logice jak pomeérné efektivné
zjistit stav libovolného vstupniho bitu (¢teného z ,okolniho svéta“) ve vicebitovém
operandu typu byte, int, long int, . ...

Dovoli také nastavit libovolny vystupni bit na pozadovanou hodnotu (zapisovany
do ,okolniho svéta“) ve vicebitovém operandu bez nezidouciho ovliviiovani hodnot
ostatnich bitt operandu.

Je proto povazovana za pomérné obecnou programovou techniku.

Hobvykle uréenych technologickymi okolnostmi
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7.3 Zjisténi vstupni hodnoty

Jako aplikac¢ni programétofi casto mame za kol zjistit stav néjaké bitové hodnoty
Lukryté“ ve vicebitovém operandu. Pomérné primocary postup, ktery by nas pravdépo-
dobné napadl jako prvni, je definovat pozadované ¢innosti pro vSechny mozné kombinace
vstupnich signali.

Vsimneme si, ze vlastné povazujeme prec¢tenou hodnotu daného vstupu za cislo ve
smyslu odstavce 7.1.2.

Zda se, ze pro relativné maly pocet (vstupnich) bita by tento piistup mohl poskyt-
nout pomeérné dobte fungujici metodu. Bohuzel, jiz prvni jednoduchéd analyza tohoto
pristupu ale odhali jeho zdvazné nedostatky. Osmibitovy operand (bajt) ,dovoli“, ob-
sahuje 256 riznych hodnot. Ma-li byt nas program schopen reagovat na libovolnou
kombinaci vstupnich signald, je zfejmé, ze bychom museli naprogramovat pravé 256
riznych variant reakci, riznych programovych situaci.

Budeme-li povazovat jednotlivé bity operandu (bajtu) za nezdvislé signaly, viz od-
stavec 7.1.4, zredukujeme pottebny pocet programovych reakei na 8!

Kolik raznych situaci lze ziskat, bude-1i pocet vstupnich (jednobitovych) signala
napiiklad 24 lze velmi snadno spocitat (224 ~ 16777216). Ziskany pocet moznych situaci
je v podstaté programové nezvladnutelny.

Prakticky je témér nezvladnutelny i mnohem mensi pocet vstupnich signéla (bajt).
Je totiz nutné si uvédomit, ze fada dil¢ich programovych konstrukei se bude velmi prav-
dépodobné vicenasobné opakovat v jednotlivych variantach ,reakci“ na urcitou kombi-
naci vstupnich signalti. Coz je sice nezadouci, nicméné idealni zdroj chyb a preklepi.
Tato ,vlastnost® je tak no¢ni mira vsech programétort.

Technika maskovéani, zalozend na bitovych operacich, (viz odstavec 7.1.3) poskytuje
onu efektivni, snadno ,uchopitelnou?“ techniku, kterd nas ,ochrani“ pied zjisténymi
nezadoucimi vlastnostmi.

Lze pouzit dva navzajem komplementarni postupy, jak ziskat pozadovany vysledek.
Oba postupy jsou ekvivalentni, nelze tici, ktery je lepsi, ¢i horsi. Volba dané metody, po-
stupu, je tak spiSe urcena konkrétni konstrukei pouzitych perifernich zarizeni (,zbytku
sveta“).

7.3.1 Aktivni vstupni aroven ,,L*

Méjme tizenou periferii, kterd je konstruovana tak, ze aktivni logické trovné, které
sprodukuje* jsou ,L*. Je patrné, ze to je vystupni signdl z pohledu periferie. Jestlize
z periferie tento signal ,vystupuje* musi zédkonité ,vstupovat®“ do pocitace. Z pohledu
naseho tidicitho programu jde tedy o vstupni signdl.

Budeme tedy pouzivat (domluvenou) konvenci, ze vstupni signaly budeme posuzovat
z pohledu pocitace. Signaly vstupujici do naseho procesu zpracovani nazveme vstupni
signdly. Jevi se mirné vyhodnéjsi pouzit postup pracovné nazyvany detekce L “.

Predpokladejme tedy, ze vhodnou instrukei ,,éteme® bajtovou vstupni hodnotu ze
vstupnich obvodl pocitace. Ta obsahuje 8 nezavislych jednobitovych signalt. Jejich

12¢ti pomérné srozumitelnou a snadno nauéitelnou techniku. . .
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vyznam je ur¢en konkrétnim schematem zapojeni (konstrukei systému). Dale predpo-
kladejme, ze nas bude zajimat jednobitovy signdl ¢islo dy4, viz tabulka (7.3.10). Na
hodnotach ostatnich bitovych signéli ted nezalezi, nejsou dilezité, nezajimaji nas.

dr dg ds ds dy dv dy

0 1 1 0 0o 1 1 1

Tabulka 7.3.10: Bitové signdly

Pti blizsim pohledu shledame, ze ,,odstinéni“ vlivu, zamaskovdni, ostatnich bitovych
hodnot v bajtu lze provést dvéma zptusoby.

e nastavenim ostatnich (nesledovanych) bitt na ,H*

e nastavenim ostatnich (nesledovanych) biti na ,,L“

Vyzkousejme nejprve jaky bude vysledek v pripadé, ze se rozhodneme bity, jejichz
hodnota nés nyni nezajimé, nastavit, zamaskovat na hodnotu ,,H“. Jak toho dosah-
neme? Vyuzijeme zavéry odstavce (7.1.3).

Kli¢ k tspéchu spociva ve vhodné volbé (a aplikaci) ,,druhého operandu® v bitové
operaci. Budeme ho nazyvat terminem maska. A bude slouzit pravé k odstinéni, zamas-
kovani téch signalti ulozenych v precteném bajtu, jejich hodnota nas nyni nezajima.

Je zfejmé, ze hodnota masky, ktera zamaskuje vSechny ostatni (nesledované) signaly
bude mit hodnotu, ktera je uvedena v tabulce (7.3.11). Stale chceme zjistit stav signalu

dy.

d. dg ds ds dy di do

11 1 o0 1 1 1 1
Tabulka 7.3.11: Maska pro signél dy

Je také patrné, ze ma-li technika maskovani spravné pracovat, je nutné pouzit (apli-
kovat) ,spravnou® bitovou operaci. V tomto pripadé aplikujeme operaci bitovy soucet,
oznacovany symbolem (V). Budeme-li aplikovat masku z tabulky (7.3.11) na bitové sig-
naly z tabulky (7.3.10), je zfejmé, Ze ziskdme vysledek uvedeny v tabulce (7.3.13) pro
aktualni hodnotu sledovaného signalu dy.

d7 dg ds |di| dy dy dy do d7 dg ds |di| ds dy dy do

o 1 1 1 0 1 1 1 o 1 1 0 0o 1 1 1
vi gttt 1t t1d vit 1t 1ottt t1?

11 1 0 1 1 1 1 11 1 0 1 1 1 1

N T T N T T T S S

11 1 1 1 1 1 1 11 1 0 1 1 1 1
(a) vysledek maskovani pro dy =1 (b) vysledek maskovani pro ds =0

Tabulka 7.3.13: Maskovani na ,,H*
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Z tabulky (7.3.13) je tak patrné, ze bude-li mit signal d4 neaktivni troven (,H®),
bude vysledek techniky maskovani hodnota OxF'F. V opacném pripadé bude vysledek
techniky maskovdni jiny.

Lze také nahlédnout, ze hodnotu Ox F'F' ziskdme pro jakykoliv jiny sledovany neak-
tivni signal. Coz je pomérné dilezity a vyznamny zavér.

Plyne z néj, zZe sestrojime-li pro libovolny bitovy signal vhodnou masku, vzdy jed-
noznacné ziskame informaci o hledané drovni sledovaného signalu. A to vzdy stejnou
vypocetni operaci.

V tabulce (7.3.14) je ptiklad programu (fragment kédu), ktery by mohl popisované
¢innosti provést. Vyznam a pouziti jednotlivych proménnych plyne z jejich mnemotech-
nickych nazvi.

unsigned char inPort; // bajtova hodnota
const int adrPortIn = 0x301;

const unsigned char maskD4H = OxEF;

const unsigned char nonActiveSignal = OxFF;

inPort = inportbyte(adrPortIn);
sigD4 = inPort | maskD4H;
if (sigD4 == nonActiveSignal)
{ akce pro neaktivni signal} // test is TRUE
else
{ akce pro aktivni signal} // test is FALSE

Tabulka 7.3.14: Fragment kédu pro maskovani na ,,H*

Nyni prozkoumejme variantu, kdy se rozhodneme nesledované signaly (bity) nasta-
vit, zamaskovat na hodnotu ,L*“. Zvolime takovou masku, abychom tohoto dosahli, viz
tabulka (7.3.15).

dr dg ds ds dy dy dy

o 0o 0 1 0 0 0 O
Tabulka 7.3.15: Maska pro signél dy

Meélo by jiz byt ziejmé, ze pro spravné fungovani nasich tvah musime pouzit logic-
kou operaci logicky soucin oznacovany symbolem A. Budeme-li tedy aplikovat masku z
tabulky (7.3.15), ziskdme vysledky uvedené v tabulce (7.3.17).

Z tabulky (7.3.17) je patrné, ze bude-li mit signal d4 aktivni troven (,L“), bude
vysledek techniky maskovdni hodnota 0x00. V opacném ptipadé bude hodnota jina.
Lze také nahlédnout, ze hodnotu 0x00 ziskame jakykoliv sledovany aktivni signal v
kombinaci s vhodnou hodnotou masky.
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d7 ds ds ds dy di do d7 de ds dg dp di do

0o 1 1 1 0 1 1 1 o 1 1 0 0 1 1 1
AT Tt ot Tttt AT Tt Ot T Tt

o 0 0 1T 0 0 0 O o 0 0 1T 0 0 0 O

N T T N N R T T S S

o 0 0 1T 0 0 0 O o 0 0 0 0 0 0 O
(a) vysledek maskovani pro ds =1 (b) vysledek maskovani pro dqs =0

Tabulka 7.3.17: Maskovani na ,L.“

Fragment programového kodu je uveden v tabulce (7.3.18). Lze vSimnou zmén pii-
slusnych hodnot pouzitych masek a logickych operaci v jeho struktutre ve srovnéni s
fragmentem kédu uvedenym v tabulce 7.3.14.

unsigned char inPort; // bajtovad hodnota
const int adrPortIn = 0x301;

const unsigned char maskD4H = 0x10;
const unsigned char activeSignal = 0x00;

inPort = inportbyte(adrPortIn);
sigD4 = inPort & maskD4H;
if (sigD4 == activeSignal)
{ akce pro aktivni signal} // test is TRUE
else
{ akce pro neaktivni signdl} // test is FALSE

Tabulka 7.3.18: Fragment kédu pro maskovani na L

Zaver:

Porovname-li vysledky ziskané v pripadé volby techniky maskovani na troven ,H® s
prave ziskanymi vysledky techniky maskovani na droven ,L.“, zjistime, ze vysledky jsou
vlastné ekvivalentni. Zalezi tedy na nasi volbé, ktery pristup zvolime. Oba dva pristupy
jsou si rovnocenné.

Zda se, ze z historickych diavodi se u programatorské verejnosti ponékud vice ,ujal*
pristup maskovani na hodnotu , L. Lze se pouze domyslet pro¢ tomu tak je. Pravdépo-
dobné je to zpusobeno formalni podobnosti aktivity sledovaného signélu (aktivni troven
,L%) s vysledkem techniky maskovani na hodnotu ,L.“ (vysledek maskovani je hodnota
0200).

Je proto doporucovano preferovat tento zptsob aplikace techniky maskovdni i kdyz
z formalniho hlediska jsou oba zptisoby ekvivalentni.
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7.3.2 Aktivni vstupni aroven ,,H*

Meéjme nyni fizenou periferii, kterd je konstruovana tak, ze aktivni logické drovné,
které ,produkuje” jsou ,,H“. Neni to sice ¢astym zvykem, nicméné existuji urcité, opod-
statnéné situace, kdy je vhodné (nutné) aplikovat pravé toto konstrukéni feseni.

Predpokladejme tedy, ze opét ,,cteme* bajtovou vstupni hodnotu. Ta zase obsahuje 8
nezavislych jednobitovych signala. Jejich vyznam je stale urcen konkrétnim schematem
zapojeni.

Déle predpoklddejme, Ze nas stale bude zajimat signl ¢islo dy, viz tabulka (7.3.19).

d. dg ds ds dy di do

o 1 1 o0 O 1 1 1
Tabulka 7.3.19: Bitové signély

Vidime, Ze hodnota vstupniho bajtu (8 nezavislych signali) je stejné, jako v pripadé
odstavce (7.3.1). ZkuSenost, kterou jiz mame z odstavce (7.3.1) nam pravi, ze postupy
asi budou podobné. Také v tomto pripadé je mozné ,odstinit* ostatni hodnoty v bajtu
dvéma zptisoby.

e nastavenim ostatnich biti na ,H*

e nastavenim ostatnich biti na ,L*

Vyuzijeme-li vysledky jiz ziskané v odstavei (7.3.1), mizeme dojit k praktickym
zavérum rychleji.

Prostudujme nyni variantu, kdy se rozhodneme maskovat nesledované bity na hod-
notu ,H“. Z tabulky (7.3.20) je patrné, ze volime takovou masku, kdy aplikace ,spravné‘
bitové operace povede k zddanému cili, podobné jako v odstavei (7.3.1)

dr ds ds ds dy di dy

1 1 1 0 1 1 1 1

4

Tabulka 7.3.20: Maska pro signél dy

Nyni to je operace bitovy soucet, oznac¢ovana symbolem (V). Budeme-li aplikovat
masku z tabulky (7.3.20), ziskdme vysledek uvedeny v tabulce(7.3.22).

Z tabulky (7.3.22) je také patrné, ze bude-li mit signal dy aktivni troven (,H®),
bude vysledek techniky maskovani hodnota OxF'F. V opa¢ném pripadé bude vysledek
techniky maskovdni jiny.

Lze také nahlédnout, Zze hodnotu 0z F'F' ziskdme pro jakykoliv jiny sledovany aktivni
signal. Coz je opét pomérné dulezity a vyznamny zaver.

Porovndme-li toto zjisténi s obdobnym zjisténim prislusné c¢asti odstavce (7.3.1),
lze konstatovat, ze formalni vzhled i pouzity postup jsou totozné. Odlisnost spociva
pouze ve vyznamu, interpretaci vysledku ziskaného operace maskovani. Ten je logicky
navzajem komplementarni (opacny).
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dr dg ds [dy] d3 dy dy do  dy ds ds [di] ds dy di dy

0 1 1 1 0 1 1 1 o 1 1 0 0 1 1 1
vit ottt ivye ottt 1t?

1 1.1 0 1 1 1 1 11 1 0 1 1 1 1

N T T T N T T S

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 o0 1 1 1 1
(a) vysledek maskovani pro ds =1 (b) vysledek maskovani pro ds =0

Tabulka 7.3.22: Maskovani na ,,H*

Nyni prozkoumejme variantu, kdy se rozhodneme nesledované signaly (bity) nasta-
vit, zamaskovat na hodnotu ,L*“. Zvolime tedy takovou masku tak, abychom tohoto
dosahli, viz tabulka (7.3.23).

d7 dg ds dy dy di dy
o o 0 1 0 0 0 O
Tabulka 7.3.23: Maska pro signél dy
Mélo by jiz byt zfejmé, ze spravné fungovani nasich dvah musime pouzit logickou

operaci bitovy soucin oznacovany symbolem A. Budeme-li tedy aplikovat masku z ta-
bulky (7.3.23), ziskdme vysledky uvedené v tabulce (7.3.25).

dr dg ds [dy] d3 dy dy do dy ds ds [di] ds dp di dy

o 1 1 1 o0 1 1 1 o 1 1 0o 0 1 1 1
ATt Tttt T Attt ot ot ottt

o o 0 1 0 0 0 O o o 0 1 0 0 0 O

N T T N R T T A

o o 0 1 0 0 0 O o o 0 o0 0 0 0 O
(a) vysledek maskovéani pro dy =1 (b) vysledek maskovani pro dy =0

Tabulka 7.3.25: Maskovani na ,L.“

Z tabulky (7.3.25) je patrné, ze bude-li mit signél d4 neaktivni troven (, L), bude
vysledek techniky maskovdni hodnota 0x00. V opa¢ném pripadé bude hodnota jina. Lze
také nahlédnout, zZe hodnotu 0200 ziskdme jakykoliv sledovany neaktivni signal.

Vsimavy ctenar patrné zaregistroval absenci prikladi programového teseni v od-
stavci (7.3.2). Je to proto, Ze piipadné fragmenty programového kédu by byly v podstaté
identické s fragmenty kdédu uvedenymi v odstavci (7.3.2).

dilim porovnavanych postupt. Spatné ,uchopeni®, interpretace vyznamu jednotlivych
vysledkl vede na dosti obtizné odhalitelné sémantické chyby.

Porovname-li vysledky ziskané v pripadé volby techniky maskovani na troven ,H* s
prave ziskanymi vysledky techniky maskovani na aroven ,L.“; zjistime, ze vysledky jsou
vlastné ekvivalentni. Zalezi tedy na nasi volbé, ktery pristup zvolime. Oba dva pristupy
jsou ekvivalentni.
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Zopakujme jesté jednou, zda se, ze z historickych divodi se vice ,ujal® pristup mas-
kovani na hodnotu ,L“. Je to pravdépodobné zptusobeno formalni podobnosti aktivity
sledovaného signalu (aktivni troven ,L*) s vysledkem techniky maskovani na hodnotu
,L¢ (vysledek maskovan je hodnota 0200). Je proto doporu¢eno preferovat tento zptsob
aplikace techniky maskovdni i kdyz z logického hlediska jsou oba zptsoby ekvivalentni.

7.3.3 Zaveér

Vsimavy ctenar patrné zaregistroval absenci prikladi programového teseni v od-
stavci (7.3.2). Je to proto, Ze piipadné fragmenty programového kédu by byly v podstaté
identické s fragmenty kdédu uvedenymi v odstavci (7.3.1).
lfim porovhavanych postuptl. Spatné ,uchopeni®, §patna interpretace vyznamu jednot-
livych vysledkt vede k dosti obtizné odhalitelnym sémantickym chybam.

Porovname-li vysledky ziskané v pripadé volby techniky maskovani na troven ,H* s
prave ziskanymi vysledky techniky maskovani na droven ,L.“, zjistime, ze vysledky jsou
vlastné ekvivalentni. Zalezi tedy na nasi volbé, ktery pristup zvolime. Oba dva pristupy
jsou si rovnocenné.

Zopakujme jesté jednou, zda se, ze z historickych davodi se vice ,ujal® pristup mas-
kovani na hodnotu ,L“. Je to pravdépodobné zptsobeno formalni podobnosti aktivity
sledovaného signdlu (aktivni droven ,L“) s vysledkem techniky maskovéni na hodnotu
,L* (vysledek maskovan je hodnota 0200). Je proto doporuceno preferovat tento zpisob
aplikace techniky maskovdni i kdyz z formélniho hlediska jsou oba zpiisoby ekvivalentni.

7.4 Nastaveni vystupni hodnoty

Mame za kol zajistit nastaveni daného jednobitového signalu ,,ukrytého® ve vicebi-
tovém operandu. Jednoduchy, primocary postup, ktery by nas pravdépodobné napadl
jako prvni, je vselijak, nejspise dosti slozité, kombinovat stavajici hodnotu vystupni
kombinace bitli s pozadovanou hodnotou. Coz je slozité, neprehledné, neefektivni.

Nicméné, je ziejmé, ze pro relativné maly pocet vystupnich bitd by tento pristup
mohl poskytnout pomérné dobre fungujici metodu. Bohuzel, jiz prvni jednoducha ana-
Iyza tohoto pristupu ale odhali jeho zavazné nedostatky. Vysledky této analyzy budou
totozné se zjisténimi z odstavce (7.3).

Také v tomto pripadé poskytuje technika maskovani, zalozena na logickych opera-
cich, (viz odstavec 7.1.3) efektivni, snadno ,,uchopitelnou® techniku. Nastaveni riznych

vvvvvv

hledné.

7.4.1 Nastaveni vystupni hodnoty ,,L*

Méjme tizenou periferii, ktera je konstruovana tak, ze aktivni logické trovné, které
»Spotfebovava“ jsou ,L“. Je patrné, ze to je vstupni signdl z pohledu periferie. Jestlize
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do periferie tento signal ,vstupuje* musi zakonité ,vystupovat“ do pocitace. Z pohledu
naseho tidicitho programu jde tedy o vystupni signdl.

Predpokladejme nyni, ze ,zapisujeme® bajtovou vystupni hodnotu ,do periferie.
Presnéji, do vystupnich obvodu pocitace spojenych soustavou 8 vodici s periferii. Ta
obsahuje 8 nezavislych jednobitovych signali. Jejich vyznam je urcéen konkrétnim sche-
matem zapojenim.

Déle predpokladejme, ze nés bude zajimat signél ¢islo dy, viz tabulka (7.4.26), ktery
chceme nastavit na uroven ,L“ tak, aby ostatni vystupni signaly ztstaly nezménény.

Tento pozadavek je velmi dulezity, primo kriticky. Nezddouci zména jiného vystup-
niho signalu miize zptisobit velmi nezadouci reakci fizené technologie. Naptiklad ne-
vhodnym uvedenim do pohybu nékteré strojni ¢asti technologie mizeme nékoho i zabit!

d. dg ds ds dy dyi do

0o 1 1 10 1 1 1
Tabulka 7.4.26: Bitové signély

Jiz mame urcité zkusSenosti s technikou maskovdni pro zjisténi stavu sledovaného
vstupniho signélu z odstaveu (7.3.1) a (7.3.2). Jak ji vyuzijeme v piipadé potfeby na-
stavit jednobitovy vystupni signdl? Opét vyuzijeme zavéry odstavce (7.1.3).

Kli¢ k tspéchu spoc¢iva ve vhodné volbé (a aplikaci) ,,druhého operandu® v bitové
operaci. Opét ho budeme nazyvat terminem maska. A bude slouzit pravé k odstinéni,
zamaskovdni téch signall, které nechceme ve vystupnim bajtu ménit. Tentokrat vsak
budeme manipulovat s vystupnim bajtem, vystupni hodnotou.

Je ztejmé, ze hodnota masky pro signal d4 bude mit hodnotu, ktera je uvedena v
tabulce (7.4.27). Malé pripomenuti, pozadavek zni: nastavit signal ds na hodnotu ,L*.

dr dg ds ds dy dv dy

11 1 o0 1 1 1 1
Tabulka 7.4.27: Maska pro signél dy

Je také patrné, ze ma-li technika maskovani spravné pracovat, je nutné pouzit (apli-
kovat) bitovou operaci bitovy soucin, oznac¢ovany symbolem (A). Budeme-li aplikovat
masku z tabulky (7.4.27), ziskdme vysledek uvedeny v tabulce(7.4.28).

dr dg ds ds dy di dy

0 1 1 T 0 1 0 1
A A A
1 1 1 0 1 1 1 1
N T T T
0o 1 1 0 0 1 0 1

Tabulka 7.4.28: Nastaveni vystupu d4 na , L

V tabulce (7.4.28) lze nahlédnout, ze se opravdu zménila pouze hodnota signilu
dy, ostatni zustaly nezménény. Nyni ,staci“ odeslat vhodnou instrukei takto ziskanou
hodnotu na prislusny port.
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V tabulce (7.4.29) je priklad programu (fragment kédu), ktery by mohl popisované
¢innosti provést. Vyznam a pouziti jednotlivych proménnych plyne z jejich mnemotech-
nickych nazvi.

unsigned char outPort; // bajtova hodnota
const int adrPortOut = 0x301;
const unsigned char maskD4L = OxEF;

// nastav signal d4 na "L"
outPort = OutPort & maskD4L;

// odesli "ven"
outportbyte (adrPortOut,outPort) ;

Tabulka 7.4.29: Fragment kodu pro nastaveni vystupu d4 na L

7.4.2 Nastaveni vystupni hodnoty ,,H*

Predpokladejme. ze stdle mame nasi rizenou periferii, ktera je konstruovana tak, ze
aktivni logické urovné, které ,spotrebovava“ jsou tentokrat ,H®“. Neni to sice bézné
feSeni, ale cas od ¢asu se pouziva.

Opét jen pro tuplnost doplnme, Ze to je vstupni signdl z pohledu periferie. Jestlize do
periferie tento signal ,vstupuje“ musi zakonité ,vystupovat® do pocitace. Z pohledu
naseho tidictho programu jde tedy o vystupni signdl.

Také nyni ,zapisujeme” bajtovou vystupni hodnotu. Ta obsahuje 8 nezavislych jed-
nobitovych signali. Jejich vyznam je urcen konkrétnim schematem zapojenim.

Dale predpokladejme, ze nas bude zajimat signdl ¢islo dy, viz tabulka (7.4.26), ktery
chceme nastavit na troven ,H* tak, aby ostatni signaly ztustaly nezménény. Co by se
jinak mohlo stat jsme jiz zminili.

dr dg ds [di] d3 dy dy do
0 1 1 0 0 1 1 1

Tabulka 7.4.30: Bitové signdly

Je zfejmé, ze hodnota masky pro signal dy bude mit hodnotu, kterd je uvedena v
tabulce (7.4.31). Malé pripomenuti, pozadavek zni: nastavit signal ds na hodnotu ,H*.

d. dg ds ds dy di do

o 0 0 1 0 0 0 O
Tabulka 7.4.31: Maska pro signél dy
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Je také patrné, ze ma-li technika maskovani spravné pracovat, je nutné pouzit (apli-
kovat) bitovou operaci bitovy soucet, oznac¢ovany symbolem (V). Budeme-li aplikovat
masku z tabulky (7.4.31), ziskdme vysledek uvedeny v tabulce(7.4.32).

dr dg ds [dg] d3 dy di do
0 1 1 0 0 1 0 1
vitt 1111
00 0 1 0 0 0 0
AR TR T S A
0 1 1 1 0 1 0 1

Tabulka 7.4.32: Nastaveni vystupu dq na ,H*

V tabulce (7.4.32) lze pozorovat, Ze se opravdu zménila pouze hodnota signdlu dy,
ostatni zustaly nezménény. I nyni ,staci“ odeslat vhodnou instrukei takto ziskanou

hodnotu na prislusny port.
V tabulce (7.4.33) je vhodny piiklad programu (fragment kédu), ktery by mohl

popisované ¢innosti proveést.

unsigned char outPort; // bajtova hodnota
const int adrPortOut = 0x301;
const unsigned char maskD4H = 0x10;

// nastav signal d4 na "H"
outPort = OutPort | maskD4H;

// odesli "ven"
outportbyte (adrPortOut,outPort) ;

Tabulka 7.4.33: Fragment kédu pro nastaveni vystupu d4 na H*

7.4.3 Zaveér

Podrobnéjsi prizkum techniky nastaveni vystupu na hodnotu ,L“ a techniky na-
staveni vystupu na hodnotu ,H* nas dovede k zajimavym zavértum.

Porovnanim obou pouzitych masek s hodnotou masky pro nastaveni pozadovaného
vystupu na troven ,L“ viz tabulka (7.4.27) a nastaveni pozadovaného vystupu na
troven ,H*, viz tabulka (7.4.31) lze zjistit jisty vzdjemny vztah.

e potrebujeme definovat dve rizné masky a pouzit dve rizné logické operace.

e jedna hodnota masky je bitovou negaci té druhé.



114 7.4 NASTAVENI VYSTUPNI HODNOTY

Nabizi se tak moznosti pouzit pouze jednu masku (pro manipulaci s jednim signdlem)
a ,opacnou hodnotu* ziskat jeji bitovou negaci.

Zda je mozné pouzit instrukci pro negaci jednotlivych bitl pouzité datové struktury
je zavislé na implementaci. A to jak operacniho systému, tak i pouzitého jazyka. Pokud
pouzita verze jazyka nemé potiebnou instrukci pro negaci jednotlivych bitovych hodnot
operandu, je nutné pouzit jiny postup.

Vhodny, mozna obecnéjsi postup je vyuziti instrukce XOR, viz ptislusna tabulka
(7.1.3) v odstavci (7.1.3). Poznamenejme jen, ze symbol (©) je obvykle pouzivin pro
zapis operace XOR. Lze si v§imnout, ze vystupy bitovych operaci jsou navzajem kom-
plementéarni. Plati:

00010000)

e OxFF @& OxEF = 0x10 (11111111 & 11101111

e OxFF @ 0x10 = OxEF (11111111 ¢ 00010000 11101111)

Je na uvazeni uzivatele - programéatora, ktery postup povazuje vyhodnéjsi, zda pouziti
vzdy dvojice masek, ¢i kombinaci jedné masky a instrukce XOR.
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Motto: (konference JCMF, listopad 2014: ,,Moderni technologie ve vyuce fyziky*)
Modernimi technologiemi se zde rozumi tablet, iphone, snad i-mobily.

Co nevidét bude jisté takovd konference i pro vijuku matematiky. TakZe
fyzika © matematika jsou tak nemoderni, Ze je nutné je zmodernizovat?
Nepotrebujeme spise ,,zmodernizovani“ ucitelu?

8.1 Pocty, Méricstvi, Rysovani

nebo-li Aritmetika, Algebra, Geometrie vcera a dnes.
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8.1.1 Pocitani v ére pocitacu

M4 smysl ucit se pocitat a rysovat (v $irSim smyslu tim myslime matematiku vse-
obecné stredoskolské tirovné), kdyz mame dokonalé kalkulacky? Odpovédi mohou byt
nasledujici:

e Nemd, jediné do vyse svého platu ¢i podpory.
e Nemd, nechépal jsem proc jsme se to ve skole ucili, nikdy jsem to nepotieboval.

e Nemad, Je to pouze Sance ucitelli vybit si sviij intelektudlni sadismus na nevinnych
dusich zaki a adolescentii.

e Nemad, na matematice neni nic zajimavého; je to pouze memorovani fantasmago-
rickych vzoreckii.

e Nemd, ve vSeobecném referendu by to obc¢ané (lid) jasné potvrdili; citat: ,Zavrzenithodné
uméni matematické jest zakdzano predevsim .

Ale
MA!
matematika jako poznani je neoddélitelnym zakladem evropské vzdélanosti.

Vyjadreno mluvou spise lidovou:
Pouzivej a trénuj si sviij mozek, jinak o néj prijdes.

Poznamka:

V Byzanci, vychodni ¢asti fimského cisafstvi, vydaval cisar Justinian 1. (527-565)
vynosy proti vyznavacim ruznych kacitstvi a v roce 529 vydal zdkaz vyucovat v Athé-
nach jakékoli filozofii. V pravnim kodexu, ktery Justinian uverejnil ¢teme odstavec:

,De maleficiis mathematicis et caeteris similibus®

(O zloc¢incich, matematicich a jinych jim podobnych)

a v ném se nachézi tento bod:
»Ars autem mathematica damnabilis interdicta est omnino“

(Zavrzenihodné uméni matematické jest zakdzano predevsim).

V té dobé byly v hlubokém tupadku vsechny svétské nauky a s nimi i matematika. Coz
je celkem charakteristické pro pozdéjsi celkovy tragicky upadek byzantinské spole¢nosti
a jeji nasledny pad (dobyti osmanskymi Turky v roce 1453).

Mnohem dalekosahlejsi dopad méla jim podnicena kodifikace fimského prava, ktera
vesla ve znamost jako ,Corpus iuris civilis“. Pro sifeni tohoto traktatu byla v Italii
ziizena pravnicka skola Alma Mater Studiorum Universita di Bologna a povazuje se za
nejstarsi evropskou univerzitu. Historicky je predevsim znama pro vyuku svétského a
kanonického prava.

Mozna, ze pravé odtud prameni animozita matematiky a politiky, nebot vétsina
politiktl jsou prévnici, resp. lidé preferujici pravni vzdélani pred matematickym.
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8.1.2 Rozvoj pocitani

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze tloha vynasobit dvé ptirozena cisla je neza-
jimava. Zname to prece uz ze zakladni skoly. Stac¢i umét malou nésobilku a sé¢itat, a
uloha je vytesena. Uloha vsak zajimava je, protoze vypocetnich postuptl existuje cela
rada:

o Egyptské a ruské nasobeni je zalozeno na bindrnim rozvoji nasobence.
e Cauchyovo komplementarni nasobeni vyuziva zapis ¢isel pomoci zapornych cifer.

e Cinské nasobeni je grafické, a tedy pro zaky s vrozenym odporem k matematice
mozna nejprivétivejsi.

e Ve stfedoveké Evropé bylo bézné prevadéni nasobeni na scitani, nékdy velmi
zvlastnim zpusobem. Naptiklad se vyuzivalo funkce kosinus ve vzorci:

(cos(a+ ) +cos(a— f3))

DO | —

cosa X cosff =

Dokladem, ze se timto zptsobem nasobeni provadélo, jsou obsahlé, patnactimistné
tabulky goniometrickych funkci z roku 1613. Dalsim prevodem nésobeni na s¢itani je
prevod pomoci logaritmi. Tento postup se jesté pred neddvnem udil i na skolach (s
pomoci logaritmického pravitka), dnes upadd v zapomnéni.

Nasobeni na prstech ucitelky na zakladni skole nevidi rady. Chtéji nas totiz naucit
nasobit do 10 krat 10 zpaméti ,jako kdyz bicem mrska“.

Presto je pouziti prsti ruky prirozenym zjednodusSenim, kterym si lidé pomahaji
pii vypoctech odedavna. Stfedovéci obchodnici s oblibou vyuzivali tzv. cikanskou né-
sobilku, kterd umoznuje nasobit pomoci prsti do 9 krat 9 (se znalosti pouhé nasobilky
do 5 krat 5).

Pocitacové nasobeni v binarni soustavé neni pro ¢lovéka bézné. Lidé totiz diky deseti
prstim provadéji vypocty v soustavé desitkové, tj. Cisla zapisuji pomoci mocnin desitky
a cifer od 0 do 9. Se soustavou binarni ovSem pracuje valna vétsina pocitacu.

Pti nésobeni na papife tvorime c¢asteéné souciny, které prislusné posunuté vlevo
sepisujeme pod sebe a na zaveér vSechny secteme. Na pocitaci je vyhodnéjsi provadét
nasobeni a s¢itani soucasné (viz tzv. algoritmus M'). Rychlé ndsobeni je nisobeni se
slozitosti mensi nez pocitacové nasobeni klasické.

Snaha o zrychleni algoritmt se zesiluje ruku v ruce s rozvojem pocitacii a specialné
snaha o maximalni zrychleni nésobeni je ddna potifebami kryptografie, kde je nutné
nasobit v prijatelném ¢ase ohromna &isla (fadove 10109).

Dvé rychld nasobeni - Karacubovo nasobeni a Schonhageovo nésobeni v modulérni
aritmetice jsou zalozena na duvtipnych myslenkach a pomérné jednoduse popsatelna.
Mezi rychlymi algoritmy patti k tém nejstarsim, ovSem algoritmy jesté rychlejsi uz jsou
prilis technickeé.

Zajemce o nasobeni prirozenych c¢isel s bindrnim rozvojem délky n blizici se svou
slozitosti libovolné blizko az k nejnizsi hranici O(n) si dohledd podrobnosti v D. E.
Knuth, The Art of Computer Programming volume 2: Seminumerical Algorithms, 3rd

Iblizsi informace - viz http://kmlinux.fjfi.cvut.cz/~balkolub/nasobeni_pocitac.html
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ed, Addison-Wesley Boston etc., 1998. Poznamenejme, ze jde o jednu z nejrespektova-
néjsich publikaci v oboru programovani. Donald E. Knuth (na obrazku 8.1.1) je pru-
kopnikem oboru matematické algoritmické analyzy a vyznamnou osobnosti v mnoha
dalsich oborech teoretické pocitacové védy.

Obrazek 8.1.1: Donald Erwin Knuth
(zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Donald_Ervin_Knuth)

Ani nas nejpouzivanéjsi zpusob déleni na papire nebyl prvni a zfejmé nebude po-
sledni. V priubéhu stovek az tisicti let, vznikaly a zase zanikaly nejriznéjsi civilizace a
s nimi taktéz vznikaly a zanikaly ¢asto témér nepochopitelné slozité zptsoby pro nas
jednoduchych matematickych tkont, jako je naptriklad déleni.

Jako otec (S.M.) ditka $kolou povinného jsem se za komunistické civilizace v Cesko-
slovensku seznamoval s ,origindlnim“ zptsobem déleni, ktery byl pry ucitelim narizen
Statnim Pedagogickym tstavem. Déale jsem se seznamoval s prevody ¢iselnych soustav a
dalsimi vydobytky tzv. mnozinového silenstvi. Bylo to tusim v Sesté nebo sedmé tridé.
Kladu si otazku, zda pravé toto neni ten divod, pro¢ zaci i jejich rodice povazuji ma-
tematiku za tyranii. Zaci maji sice Matematiku v kostce, v kapse, atd. ( Jaroslav Eisler
— podnikatel ), ale nikoliv v hlavé a v srdci.

Silné se primlouvame za pocty ve vzdélavaci matematice, véetné déleni na papire
zpusobem, ktery se osvédcil u nasich predkii.

8.1.3 Vyznamna jména spojena s rozvojem pocitani

Diofantos z Alexandrie (asi 200-284 n. 1.) — Jeho nejvyznamnéjsi spis, kterym vesel do
déjin matematiky a vyslouzil si tak oznaceni ,otec algebry“, se jmenoval Aritme-
tika. Stejné jako Eukleidovy Zdklady méla i Aritmetika 13 knih, v nichz bylo
shroméazdéno vse, co bylo v dobé Diofantova zivota znamo o teseni linearnich
rovnic a kvadratickych rovnic.
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Vlivem kiestanskych cistek v knihovnach a neSetrnému zachazeni se nedocho-
valy vSechny knihy. I tak se staly Diofantova Aritmetika a FEukleidovy Zdklady
zakladem studia matematiky po cely stfedovék a jesté v 17. stoleti byly témér
nenahraditelné.

Diofantos neznal nulu ani zaporna cisla a tak napf. rovnici:

4=4y+20
nazyva absurdni rovnice, protoze vede na nesmyslné reseni (zaporné reseni tehdy
neznal).
Motto: Matematika uci: neprehlizejte nuly ! (Gabriel Laub)

Vsiml si, ze nékteré kvadratické rovnice mohou mit dva kofeny a pro ten tucel
kvadratické rovnice rozdélil na tti typy podle toho, jaky ¢len psal na pravou stranu.
Vyhnul se tim pocitani se zadpornymi koeficienty.

Pti feseni rovnic obecné nepozadoval celociselné teseni, jak bylo v té dobé v fecké
matematice zvykem, ale spokojil se s kladnymi racionalnimi fesenimi. Diofantova
Aritmetika sehrala velmi dulezitou roli pro formulaci a zejména pro dikaz tzv.
Velké Fermatovy véty. Tu vyslovil francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-
1665).

Al-Chwarizmi (asi 780-850 n.l.) — Prvni dilo, které popisovalo desitkovou soustavu a
operace v ni, byl -Chwdrizmiho Aritmeticky traktdt. Ten se bohuzel dochoval pouze
v neuplném latinském prekladu z poloviny 12. stoleti s nazvem Algorithmi de nu-
mero indorum. Cesky bychom fekli Al-Chwdrizmiho Kniha o sc¢itdni a odecitdnd
podle indického zpisobu. Dvojkovou soustavu jiz 3 000 let pt. n. 1. objevil ¢insky ci-
sal Fou-Hi. Za novodobého pritkopnika dvojkové soustavy povazujeme Gottfrieda
Wilhelma Leibnitze (1646-1716).

John Napier (1550-1617) — byl skotsky matematik, fyzik, astronom a astrolog. Do pa-
meti se zapsal jako vynalezce logaritmu, proto se na jeho pocest prirozenému
logaritmu (tedy logaritmu o zdkladu e) ikd Napieriv logaritmus.

Jakub Filip Kulik (1793-1863) — V roce 1826 byl jmenovan profesorem vyssi matema-
tiky na univerzité v Praze. Vedle podrobnych ucebnic vyssi analyzy a mechaniky
jsou nejvyznamnéjsi jeho dila tabulkova (tabulky nasobeni, druhych a tfetich moc-
nin, logaritmické, trigonometrickych a hyperbolickych funkci a jejich logaritmai,
tabulky k vypoc¢tu obsahu valcovych a kuzelovych nadob, délitela cisel, primitiv-
nich koreni).

Kromé toho Kulik sestavil znamé Kulikovy tabulky délitela ¢isel od 3 do 100
miliontl, které byly uloZeny do knihovny Videnské cisarské akademie véd a na
kterych Kulik pracoval dvacet let. Poznamenejme, Ze pti ruc¢nim sestavovani tak
obsahlych tabulek se Kulik samoziejmé nevyhnul chybam. Navic v dnesni dobé
pocitact jeho dilo prirozené upadlo v zapomnéni.

Antonin Svoboda (1907-1980) — byl jeden z nejvyznaméjsich novodobych ¢eskych ma-
tematikt a prukopniki vypocetni techniky. Narodil se v Praze jako syn profesora
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ceského jazyka. Vystudoval dvé vysoké skoly, nejdrive elektrotechnické a strojni
inzenyrstvi na CVUT, poté fyziku na Karlové Univerzité.

Po obsazeni Ceskoslovenska nacisty utikd i se svou manzelkou a kolegou Vla-
dimirem Vandem ze zemé nejdiive do Francie, odkud se jim pozdéji po témeér
neuveéritelnych cestach podaii vycestovat do USA. V Americe spolupracoval na
vyvoji samoc¢innych pocitact pro vojensky projekt protiletadlového zameérovaciho
systému MARK 46, ktery se pouzival na letadlovych lodich dalsich 50 let.

V roce 1946 se vraci zpatky do Ceskoslovenska a vydava knihu o mechanickych
pocitacich zafizenich, kterd o dva roky pozdéji vychazi i v USA, kde ve stejny rok
obdrzi ocenéni Naval Ordance Development Award. I proto mél v nasledujicich

vvvvvv

Roku 1950 zalozil Oddéleni matematickych stroji. Pod zastitou této instituce
zacal od roku 1951 pracovat na prvnim ceskoslovenském samocinném pocitaci,
zkracené SAPQ, jehoz zakladni soucastkou byla elektromagneticka relé. SAPO
byl poprvé slavnostné spustén v roce 1958, bohuzel byl jiz v té dobé opotieben a
roku 1960 vyhorel.

Dalsim Svobodovym projektem byl pocitac¢ EPOS, Elektronkovy POcitac Stroj.
Zajimavosti je, ze EPOS pracoval v desitkové soustavé a hardwarové sdilel ¢as az
pro pét programi. Byl spustén v roce 1960, mél pamét 40 tisic slov a rychlost
priblizné 35 tisic operaci za sekundu. Néasledujici upravena tranzistorova verze
byla spusténa roku 1962. Roku 1964 Svoboda opét emigroval do Ameriky, kde
zustal az do své smrti, kterd ho zastihla pri pozorovani vybuchu sopky Mount St
Helen roku 1980.

Richard Dedekind 1831-1916) — byl némecky matematik, ktery proslul v oboru algebry
a teorie Cisel. K jeho nejznaméjsim pocinim patii konstrukce mnoziny realnych
¢isel. Béhem svého ptisobeni v Curychu pfisel s myslenkou konstrukce mnoziny
redlnych cisel, které dnes fikdme Dedekindiiv Tez. Jeji zakladni myslenka je tato:

Rozdélime-li vSechny body primky do dvou ttid tak, aby kazdy bod prvni tridy
lezel vlevo od kazdého bodu druhé tridy, pak existuje prave jediny bod, ktery toto
rozdéleni vSech bodii do dvou tfid, resp. rozfiznuti primky na dva kusy vytvari.

Receno populdrnéjsim jazykem, éiselnd osa neni ,,,dérava“, kazdy jeji bod je bud
raciondlni anebo iracionalni ¢islo. Je zajimavé, Ze iracionalnich ¢isel je ,,vic“ nez
racionalnich, coz dokazal velmi elegantné Georg Cantor, se kterym se Dedekind
osobné znal a podporoval jej v jeho odborném zapoleni s Kroneckerem.

Georg Cantor (1845-1918) — nejdiive zavedl nastroj (termin) pro porovnavani konec-
nych mnozin. Naptiklad mnoziny:

{1,2,3} a {2,3,4}

si nejsou rovny, ale maji stejnou kardinalitu. Je to zobecnéni terminu ,pocet
prvka“. Cantora zajimalo, zda kazdd nekone¢nd mnozina ma vlastnost kardi-
nality. Kardinalité mnoziny prirozenych ¢isel dal nézev spocetnost a oznacil ji
symbolem:

Nog  (alef nula).
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Dokazal, ze mnozina realnach c¢isel neni spocetna. Cantor nauc¢il matematiku po-
¢itat s nekone¢nem (aktudlni nekonecno!).

8.2 Neuplna cisla a uplné ciselné mno-
zZiny
V roce 1889 vysel velmi hezky napsany c¢lanek:

O relativnich chybach cisel netplnych

Sepsal:
F.Hoza, Reditel vyssich realnych $kol v Hradci Kralové

Citace:

, V ucebnych knihdch mathematickijch pohresujeme témeér napordad nauku
o relativnich chybdch cisel neuplnych. Kterak nauka ta duleZitd jest pro
pocitani praktické, vysvita odtud, Ze vede k jednoduchym vétdm o poctu
spolehlivijch mist ve vypoctu. .. “

(Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky, vol. 18 (1889), issue 1, pp.
5-9).

Domnivali jsme se, ze termin ,netuplné ¢islo“ uz opravdu patii do éry Rakouska-
Uherska. Termin ,neiplné ¢islo“ je nevhodny! Obvykle se jim (pouze na Skole) rozumi
¢islo ziskané mérenim nebo aproximaci jiného ¢isla. Nevhodnost spociva v tom, ze
netplnym ¢islem muze byt jakékoliv redlné(raciondlni, celé, prirozené ¢islo). Napriklad
¢islo 7 je aproximaci Cisla %, a tudiz je ,nedplnym ¢islem“!?

K nasemu udivu, témér soku, zjistujeme, ze je stalou soucasti ucebnic matematiky
(v kostce, na dlani, v kapse, pro nizsi gymndzia, atd.).

Klademe si otazku, zda se to stale uci na skolach, protoze se to uéi na pedagogickych
fakultach, nebo se to uci na pedagogickych fakultach, protoze se to stale uci na skolach?
Viele doporucujeme, abychom tento termin nechali v klidu odpocivat v Rakousku-

Uhersku.

Mame dvé vhodné ndhrady:

e Aproximace redlného c¢isla, napriklad: ¢isla 5; 3; 3,1; 3,14; jsou ruzné aproximace
cisla ,

o Obraz redlného cisla do mnoziny M (q,t), zobrazeni: v: R — M(q,t), viz odstavec
4.2 na strané 57.

V matematice je velmi frekventovany a dilezity termin wupilnd mnozina. Je to na-
priklad mnozina redlnych cisel R, ale nikoliv mnozina racionalnich ¢isel Q. Uz jsme se
zminili, ze v Q jsou ,diry“, kdezto v R nikoliv. O uplnych a netplnych mnozinach jesté
hovorit budeme na riznych mistech této série sesitu.
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Dilezitym procesem je tzv. ziplnéni. Naptiklad vime, ze kdyz k mnoziné racional-
nich ¢isel Q pridame vsechna iracionalni ¢isla, dostaneme mnozinu realnych cisel R.
Déle vime, ze kazdé iracionalni ¢islo lze libovolné presné aproximovat néjakym racio-
nalnim ¢islem. Posloupnost takovych aproximaci nam tedy reprezentuje iracionalni c¢islo
(viz napft. ¢éislo 7). Ttida vSech téchto posloupnosti je tedy tim ,zaplnénim* prislusné
,diry“ v mnoziné Q.

8.3 Déjepis komplexnich ¢isel

8.3.1 Realita a mystika

K tomu, aby mohla byt v matematice uznana existence komplexnich ¢isel a doslo k
implementaci téchto ¢isel do matematiky, musela byt uznédna existence jednak zapor-
nych veli¢in a jednak druhych odmocnin. V babylonské matematice doslo k pribliznému
vycislovani druhych odmocnin, chybély zde vsak zaporné velic¢iny. Zaporna cela ¢isla se
objevuji v ¢inské matematice. Az indickd matematika (predevsim do 5.stoleti n.l.) pri
feseni kvadratickych rovnic se setkdva s problémem druhych odmocnin ze zapornych
veli¢in. Problém vsak indicka matematika obchazi tim, Zze prohlasuje tyto druhé od-
mocniny za neexistujici. Prislusné kvadratické rovnice vedouci k druhym odmocnindm
ze zapornych veli¢in jsou prohlaseny za nefesitelné.

V déjinach matematiky lze pozorovat dva odlisné filozoficko-metodologické pristupy
ke komplexnim ¢islim. Pracovné je oznacime jako mysticko-operacionalisticky a realis-
ticky.

Mysticko-operacionalisticky pristup je vétSinovy a zaujimala jej fada pfednich mate-
matiki 16.-18. stoleti. Nez se budeme zabyvat postojem jednotlivych matematikii,
par predbéznych poznamek. Komplexni ¢isla stoji v protikladu k predchozim ¢is-
lim, ktera vznikala v postupném vyvoji matematiky. Byla zde cisla prirozena,
ktera byla kvantitativnimi charakteristikami konec¢nych predmétnych soubort ¢i
udalosti diskrétni povahy. Byla zde zaporna c¢isla celd, ktera popisovala v ekono-
mické interpretaci dluhy. Byly zde zlomky, které popisovaly ¢asti celku, ¢i vyjad-
fovaly pravdépodobnost. Byla zde ¢isla redlna, kterd popisovala spojité se ménici
kvantitativni procesy v objektivnim stavu byti.

Poté se objevuji ¢isla komplexni jako néco, co je zbaveno objektivniho obsahu. Jsou
fesenim kvadratickych rovnic, které de facto nemaji Teseni, supluji neexistujici
pruseciky. Predchozi ¢iselné obory byly stiny existujicich objekti, komplexni ¢isla
se jevila jako stiny téchto stint, nebylo mozné dohlédnout skutecné objekty, které
jsou pricinou téchto stini. Komplexni ¢isla se jevila jako abstrakta nemajici své
pravzory, zdala se byt vyplodem cistého mysleni, méla jakousi dudlni existenci,
nachazela se nékde mezi bytim a nebytim.

Vétsina matematikia 17. a 18. stoleti byla pfesvédcena o mystickém charakteru
komplexnich ¢isel, o nemoznosti redlného zdivodnéni jejich existence, o objek-
tivnosti jejich smyslu. Jsou nazyvana pomysinymi, fiktivnimi ¢isly, ktera nemaji
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zaddny objektivni obsah a nemaji zadnou interpretaci. Dostavaji atribut mystic-
nosti a jsou nékdy téz oznacovana jako bozska ¢isla. Na druhé strané je jim pfi-
znana uzitecnost, efektivnost pri vypoctech a jejich nezastupitelnost pro zobec-
novani, zavrsovani a elegantnost matematické teorie. (Maji obdobnou funkei jako
svornik v gotické klenbé.)

Uvedme nazory nékterych matematiki.

Newton Prti feseni konkrétni tilohy jsou mozné dva pripady: bud je tato iloha te-
Sitelna a potom jeji feseni se naléza v oblasti redlnych ¢isel, nebo je tato tiloha
neresitelna, coz je zdivodnéno tim, ze jeji feseni lezi v mnoziné komplexnich
c¢isel. Komplexni ¢isla jsou zdivodnénim nefesitelnosti ilohy.

Euler Euler si je védom nedostatku komplexnich ¢isel, kterym je nemoznost je-
jich usporadani. Na druhé strané definuje matematiku jako védu o veli¢inach,
kdy pod veli¢inou se rozumi néco, co muze byt zvétseno nebo zmenseno. Pod
kladnou veli¢inou se rozumi veli¢ina vétsi nez nula, pod zapornou veli¢inou
veli¢ina mensi nez nula. Komplexni ¢isla jsou tak Eulerem postavena vné ma-
tematiky. Jedna se o fiktivni, nemozna ¢isla, nemajici realny obsah. Existuji
pouze v nasi fantazii.

D’Alembert poukazuje na principidlni rozdil mezi iraciondlnimi a komplexnimi
¢isly. Iraciondlni ¢isla nelze reprezentovat pomoci racionalnich ¢isel, ale jsou
reprezentovatelnd pomoci geometrickych objekti (napt.jako thlopficka ¢tverce
o jednotkové strané). Komplexni ¢isla tuto vlastnost nemaji, jsou nevyjad-
fitelnd a nereprezentovatelna. Komplexni ¢isla povazuje za pouhé hieroglyfy
absurdnich kvantit.

Navic nékteré vlastnosti komplexnich ¢isel jsou kontroverzni k uctivanym vlast-
nostem redlnych (napf. vzpomenutd usporadanost mnoziny redlnych éisel, nebo
pravidlo v/a-b = \/a-v/b). Mechanické pievadéni vlastnosti redlnych &sel do ob-
lasti komplexnich ¢isel na zdkladé nezdivodnéné analogie Casto tstilo v para-
doxech. To vSe vedlo k odmitnuti komplexnich ¢isel jako objektivné existujicich
objekt.

Existuje ovSem kardinalni problém. Jak je mozné, ze fiktivni, nic neodrazejici
komplexni ¢isla, jsou spolehlivym nastrojem matematického zkoumani a vedou ke
spravnym vysledkiim. Dochéazi k paradoxnimu spojeni: odmitnuti objektivnosti a
pragmatické uznani prospésnosti a uzite¢nosti.

Rada matematiki (J. Bernoulli, D’ Alembert, Carnot, Laplace) chdpou komplexni
¢isla jako formy, v nichz lze vyjadrit redlné veliciny. Pregnantné to vyjadruje
Carnot:

,V algebfe ¢asto pouzivame ryze imaginarni pojmy, fiktivni pod-
staty (etres), které neexistuji, jsou nepochopitelné, neztraceji vsak
svou uzitnou hodnotu. Maji pouze pomocnou funkeci, umoznujici
nalézt spravné vztahy mezi skute¢nymi kvantitami. Tyto vztahy
jsou ziskavany pomoci urcitych transformaci majicich ryze me-
chanicky charakter.“
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Cauchy podtrhuje uzitecnost komplexnich ¢isel pro zjednoduseni vypocti, pro ele-
gantni a zkraceny zapis slozitych vyrazi. Mysticky pristup ke komplexnim ¢islam
dostava novou dimenzi, kterou mizeme oznacit jako operacionalisticky pristup.

Realisticky pristup byl ptristupem, ve kterém je dan komplexnim ¢islim realny vyklad,
jsou déany jejich obsahové interpretace, je jim proptijcen atribut objektivnosti.

Prvni matematik, ktery se snazil o redlny vyklad komplexnich ¢isel byl J. Wallis.
V odmitnuti realnosti imaginarnich veli¢in spatiuje souc¢asné odmitnuti realnosti
zapornych veli¢in. Zadné veli¢ina nemtize byt mensi neZ nic je vyrok ve stejné
roviné jako vyrok, ze neexistuje velic¢ina, jejiz ¢tverec by byl zapornou velic¢inou.
Wallis ve své Algebre (1695) vyslovil obdivuhodnou myslenku, kterd se pozdéji
ukazala jako plodna:

wZaporné veli¢iny vyjadruji protikladné stavy. To, co pripoustime
na primce vzhledem k zapornym veli¢cinam, musime pripustit v
roviné ohledné komplexnich ¢isel. Komplexni ¢isla pripousti jak
geometricky, tak algebraicky vyklad.

Za povsimnuti stoji idea o dvourozmérnosti pti interpretaci komplexnich ¢isel.
Wallis interpretuje imaginarni veliciny jako délky stran ¢tvercovych pozemki,
které predstavuji dluzné pozemky. Znamena to, ze dluzny ¢tvercovy pozemek o
rozloze —a arti mé velikost strany v/—a. Odtud jiZ plyne interpretace oné zdhadné

formule:
vV —a-v/—a=—a.

Jednd se o prvni dosti spekulativni interpretaci komplexnich ¢isel. Se zcela zda-
rilou interpretaci se setkavame u danského matematika K. Wessela. V roce 1799
publikuje préci, ve které komplexni ¢isla interpretuje jako orientované veliéiny, tj.
jako vektory. Jestlize aritmetika redlnych ¢isel popisuje veli¢iny ptisobici v pri-
mém ¢i opacném sméru, tak komplexni ¢isla jsou popisem orientovanych velic¢in
pisobicich v roviné. Ty jiz nelze popsat redlnymi ¢isly. Jde o velmi moderni in-
terpretaci, ktera na Cas zanikla, protoze Wesseltiv spis byl psan dansky a predni
evropsti matematici tento jazyk neovladali.

q-% Komplexni ¢islo a+1b je interpretovano jako Vektoy jehoz pocatecni bod je v po-

c¢atku pravoithlého souradnicového systému a koncovy bod je bod majici sourad-
nice [a,b]. S¢itdni komplexnich ¢isel je interpretovano jako s¢itdni geometrickych
vektort, viz odstavec 1.2.

Problémem bylo nasobeni komplexnich ¢isel ve vektorové interpretaci. Soucin
komplexnich ¢isel pres vektorové reprezentanty se provedl tak, ze velikost pri-
slusné tsecky reprezentujici souc¢in komplexnich ¢isel se dostal grafickym soucinem
usecek odpovidajicich komplexnim ¢isltim, jejichz soucin se hledal. Amplituda sou-
¢inu (uhel, ktery sviral vektor s kladnou poloosou ) se dostala souctem amplitud
nasobenych komplexnich ¢isel.

Wessel dostédva zcela presvédéivou interpretaci zahadné formule 22 = —1. Imagi-
narni jednotka 2 je interpretovana jako jednotkovy vektor v kladné ¢asti poloosy
y a tedy vektor reprezentujici ¢tverec imaginarni jednotky lezi v zaporné céasti
poloosy = a reprezentuje tedy ¢islo —1. Imagindrni jednotka dostava jednodu-
chou geometrickou interpretaci - nasobeni touto jednotkou predstavuje rotaci o


mika
Tužka
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90 stupiiti. Rada matematiki (R. Argand, J. Francis), kteif vykladali imaginarni
jednotku jako symbol kolmosti v podstaté neprekrocili horizont Wesselovy inter-
pretace komplexnich ¢isel.

8.3.2 Algebra

V roce 1545 G.Cardano publikuje praci ,Artis magnae sive de regulis algebraicis*,
v niz se zabyva Tesenim kubické rovnice pomoci odmocnin. Objevuji se jeho proslulé
vzorce pro Teseni kubické rovnice, kterd je ve tvaru:

& +pEtq=0.

Uvazujme z Cardanovych vzorci ten vzorec, ktery vyjadiuje koten &; bez pouziti primi-
tivnich tfetich odmocnin z jedné (tento vzorec téz Cardano vyuzival pii feseni kubické
rovnice). Kofen £ je vyjadren ve tvaru:

R RO ER )

Z klasické algebry vime, ze je-li D > 0 kde:

- (' +2)

potom vzorec pro &1 vyjadruje redlny koten kubické rovnice, zbyvajici dva koteny jsou
komplexni a to komplexné sdruzené (ty se ovSem za kofeny nepovazovaly).

S neptijemnou situaci se Cardano setkava v pripadé, kdy D < 0 ( tzv. pripad casus
ireducibilis). Tak tomu jest u kubické rovnice:

€3—216+20=0.

V tomto ptipadé je D = —243 a pro kotfen & dostavame:

€1 = {/-10+ v—243+ {/—10 - v/—243.

Vyjdeme-li z tehdy prijaté teze, ze jsou-li koteny algebraické rovnice vyjadieny pomoci
druhych odmocnin ze zapornych veli¢in, potom tato rovnice neni fesitelna, tak dana
kubicka rovnice nema teseni. Hornerovym algoritmem se ovsem snadno presvédcime, ze
dana kubicka rovnice mé dokonce tti redlné kotreny 1,4, —5.

Dochéazi k radikalnimu zvratu. Jestlize se drive komplexni ¢isla vyskytovala az v
zavéru vypoctu, coz se povazovalo za prokazani nereSitelnosti prislusné rovnice, tak
nyni se komplexni ¢isla stavaji pribéznym meziclankem ve vypoctech, které posléze
vedou k realnym kofeniim dané rovnice. Této skuteCnosti si vSimla dalsi vyznamna
osobnost italské algebraické skoly - R. Bombelli. Ve své Algebte (1572) na konkrétnich
prikladech ukazuje, ze v pripadé je koren vyjadren jako soucet dvou c¢isel komplexné
sdruzenych a je tedy c¢islem redlnym.

Vypocet tedy neni ukoncen komplexnimi ¢isly, ktera vypovidaji o nefesitelnosti rov-
nice, ale stavaji se prubéznym clankem vypoctu. S témi je tieba provadét zdhadné
mystické operace, podle specifickych pravidel, konc¢ici realnymi ¢isly.

Redlné koreny kubické rovnice jsou maskovany pomoci komplexnich ¢isel. O jedné
takové zahadné operaci se jiz presvédcil Cardano, kdyz resil dlohu:
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Vyjéadri ¢islo 10 jako soucet dvou séitanct, jejichz soucin je roven 40.

Priklad 8.3.1: Cardano - kvadraticka rovnice
Uloha vede, jak se snadno presvédéime, ke kvadratické rovnici:
€2 106 +40=0
Tato rovnice ma koreny:
&1 =54+v—15, zig =5—+/—15.

Co kdyz upravime ptivodni tezi o nefesitelnosti dané tilohy a prohlasime tato ,podivna*
¢isla za Teseni této tilohy. Neni problém vidét, ze sectenim téchto ¢isel dostaneme cislo
10. Horsi je to s jejich souc¢inem. Abychom je mohli prohlasit za TeSeni nasi tlohy,

musime prijmout pravidlo:
vV—15-v/—=15= —15.

Toto pravidlo je vSak v kontroverzi s uznavanym pravidlem platicim v oblasti redlnych
Cisel:

Va-vVb=va-b, kdea>0 A b> 0.

Uznéni komplexnich ¢isel (ve tvaru druhych odmocnin ze zadpornych veli¢in) jakoZto
feseni algebraickych tloh vedlo italskou algebraickou skolu k poznani, ze pro tato ¢isla
zacinaji platit jind pravidla, nez ve svété redlnych velicin. Jde naptiklad o pravidlo:

vV—a-v—a=—a, kde a > 0.

Cardano vzhledem k podivnym vlastnostem komplexnich ¢isel tato ¢isla prohlasuje za
nsofisticka“. Citi, Ze je vSak nelze ignorovat, praxe feseni algebraickych rovnic je vyza-
duje. Jejich smysl vsak zustéva zahalen (proto téz nékdy jejich oznaceni jako mystickych
Cisel).

Nékteré jejich vlastnosti, ke kterym se dospélo pragmatickou cestou (aby byla TeSe-
nim danych problému), se jevily v té dobé jako paradoxni a tézko pochopitelné. Bom-
belli jako prvni ustalil zapis komplexnich cisel a formuloval pravidla pro jejich s¢itani a
nasobeni. Komplexni ¢isla zapisuje ve tvaru:

a+byv—1.
Definuje rovnost komplexnich ¢isel:
a+bv/—1=d+Vv/-1 < a=d Nb=V.
Definuje s¢itani a nasobeni komplexnich cisel:
(a+bvV=1)+ (' +VvV=1) = (a+d )+ (b+V)V—-1.
(a+byv—=1)- (' +bv/=1) = (aa’ —bb) + (ab’ +a'b)/—1.

Pro pravidlo o nasobeni musi vSak formulovat jiz vyse vzpomenuté kontroverzni pravidlo

pro a = 1:
v—1-v—-1=-1
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Toto pravidlo jiz predstavuje proslulou zndmou rovnost:
2 =—1.

V roce 1629 Girard formuluje tvrzeni, ze algebraickd rovnice n —tého stupné ma prave n
korent. Tim, jesté pred Gaussem, formuluje zakladni vétu algebry. K takovému tvrzeni
je vsak nutné zrovnopravnit komplexni ¢isla s redlnymi ¢isly a priznat jim objektivni
status kotent algebraickych rovnic.

Girard poukazuje na to, ze pro vyvozeni Vietovych vzorci, které vyjadiuji vztahy
mezi koteny a koeficienty algebraickych rovnic, je nutné neomezené pouzivani komplex-
nich ¢isel. Girard jako prvni odpovidd na otazku: K ¢emu jsou komplexni ¢isla?

,Pro spravnost obecnych vzorct a kviili prospésnosti. ¢

Gauss 11.12.1811 v dopise Besselovi zdliraznuje:

,Komplexni ¢isla jsou nepostradatelna pro usporadanost a zavrsenost
matematické teorie. V pripadé jejich pouziti neni nutné obecné pravdy
znasilnovat nepotfebnymi omezenimi.

8.3.3 Analyza

G. W. Leibniz (1646 - 1716), Abraham de Moivre (1667 - 1754) a L. Euler (1707
- 1783), zduraznovali vyznam a pouziti komplexnich ¢isel v riznych matematickych
oborech.

Euler zavedl oznaceni pro imaginarni jednotku. Leibniz nékteré integraly realnych
funkci zasifroval v podobé prirozenych logaritmit komplexnich ¢isel. Ucinil jiz tak pri

integraci funkce 1 Tuto funkei lze vyjadrit jako soucet parcidlnich zlomkt ve tvaru:

+ 22

1 _1( Lo )
1422 2\1+4+w 1—w/)’

Odtud dostaneme:
1. 1+

1
——dx=—1 C.
/1+;1:2 . 22nl—w:+

Na druhé strané vsak vime, ze plati:

/ LI t
Xr = arc X
1422 &

Tim Leibniz dokazal proslulou identitu:

1. 14w
arctgxr = —1In .
21 1—wx

Vznikla situace je analogicka k situaci v algebre, kdy realné koteny kubické rovnice byly
zasifrovany pomoci komplexnich ¢isel. V infinitesimalnim poc¢tu analogicky byly redlné
funkce zasifrovany v nic nefikajicich logaritmech komplexnich ¢isel.

V tomto trendu pokracuje L. Euler. V roce 1740 v dopise J. Bernoullimu sdéluje,

ze objevuje formule:

ezx +€—zx
cosx = —
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) e
SINT =

—e K

2
K témto formulim dochéazi na zakladé teorie diferencidlnich rovnic. Napt. uvazujeme-li
pocatecni tlohu:
y'+y, y(0)=1,
tak Tesenim této rovnice, za dané pocatecni podminky, jsou pravé uvazované Eulerovy
funkce stojici v rovnosti. Stejné se dokaze, ze y = sinx je feSenim tlohy:
y'+y=0, y(0)=0.
Neni problémem z uvedenych formuli vyvodit vysledek:

e = cosx +1sinz.

Coz je proslula Eulerova formule, kterou Euler dokazuje v roce 1743. Imaginarni jed-
notka se tak ukazuje jako most spojujici drive od sebe ostie oddélené goniometrické
funkce a funkce exponencialni.

V Eulerové dobé byla v matematice povazovana za nejdilezitéjsi c¢isla:

0,1,7,e,1.

Matematici byli presvédceni, ze tato ¢isla jsou na sobé nezavisla. Dosadime-li do po-
sledni formule x = 7, dostaneme zajimavou rovnost e’ = —1. Odtud jiz dostavame:

e"+1=0.

Euler tuto formuli povazuje za tak excelentni, Ze ji povazuje za diikaz Boha. Ta umoznila
Eulerovi vybudovat teorii logaritmi se zapornym argumentem a obecné teorii logaritmu
s komplexnim argumentem.

Nejprve se ptejme, jak vypada logaritmus zaporného ¢isla. Dosadime-li do prislus-
nych formuli x = 7+ 2k7, dostaneme:

ez(7r+2k‘7r) - 1

Po vynasobeni kladnym ¢islem a, dostaneme po tprave:

elna+z(7r+2k7r) - _a
7 ¢ehoz uz dostavame rovnost:

In(—a) =Ina+(r+2knr), ke C.

Zaver 1: Kazdé zaporné ¢islo ma v mnoziné komplexnich ¢isel nekoneéné mnoho
prirozenych logaritmt, které jsou vsechny komplexnimi ¢isly.

Obdobnym zptisobem miizeme odvodit rovnost:
Ina =Ina+ 2knw, k € C.

pro kladné cislo a.
Zaver 2: Kazdé kladné ¢islo ma v mnoziné komplexnich ¢isel nekoneéné mnoho
ptirozenych logaritmi, z nichz pravé jeden je redlnym ¢islem (pro k = 0).
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Euler odvodil celou fadu prekvapivych rovnosti svazujicich komplexni ¢isla s ¢isly
realnymi. Na ukdzku aspori jednu z nich. Polozime-li v rovnosti y"+y =0, y(0)=1,
dostaneme:

0=eZ 4¢3,

, . xz , ,
Zavedenim substituce z = €'2 ziskdme rovnost:
1
0=z+-—,
z

ze které plyne z = 1. Tak dostavame rovnost:

Vv

kaz uzavienosti mnoziny komplexnich ¢isel vici vsem algebraickym a elementarnim
transcendentnim operacim.

To znamenalo napr. dokazat, ze mocniny komplexnich ¢isel s komplexnim exponen-
tem, odmocniny komplexnich ¢isel, logaritmy komplexnich ¢isel, goniometrické funkce
komplexnich ¢isel, exponencialni funkce s komplexnim exponentem jsou vzdy komplexni
¢isla.

Ukazme to na piikladé exponencialni funkce e a logaritmické funkce In(a +1b).
Pro exponenciglni funkei e bude postupné platit (pouzitim Eulerovy formule):

a+1b

et = 0. e — ¢%(cosb+sinb).
Pro logaritmickou In(a +b) funkci bude postupné platit:
In(a+10) = In(p(cosa+sina)) = Inp+In(cosa+1sina) = Inp + 1.

Presli jsme ke goniometrickému tvaru komplexniho ¢isla a opét pouzili Eulerovu formuli.

Tim byla matematika pojisténa pred tim, ze v dusledku neuzavienosti komplexnich
¢isel vici néjaké algebraické ¢i transcendentni operaci by bylo nutné budovat néjaky
novy ciselny obor vznikly rozsitenim mnoziny komplexnich ¢isel.

8.3.4 Geometrie

Od konce 18. stoleti, kdy se mnozi matematici zabyvali také znazornovanim kom-
plexnich ¢isel v roving, uzivala se komplexni ¢isla velmi ¢asto. Prispély k tomu i prace
o komplexnich ¢islech némeckého matematika K. F. Gausse (1777 - 1855) a anglického
matematika W. R. Hamiltona (1805 - 1865).

V 17. stoleti v dtsledku vzniku analytické geometrie se komplexni ¢isla dostavaji do
této nové matematické discipliny, u jejiz zrodu stal Descartes. Pti zkouméani vzajemné
polohy rovinnych kiivek Descartes prohlasuje:
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yJestlize kruznice neprotinad a ani se nedotyka paraboly v zadném je-
jim bodé, znamena to ze prislusné rovnice odpovidajici témto kiivkam
maji pomyslné kotreny (pomyslné - ¢teme imaginarni).

(René Descartes (lat. Renatus Cartesius) (1596-1650) byl francouzsky
filosof, matematik a fyzik).

Descartes jasné dava najevo, ze v analytické geometrii komplexni ¢isla nemaji realny
vyznam, body s komplexnimi souradnicemi neexistuji, komplexni ¢isla nazyva pomysl-
nymi ¢isly.

Descartes navazuje na prvotni vyklad vyznamu komplexnich éisel v algebie (vypovi-
daji o nefesitelnosti tlohy), komplexni pruseciky danych kiivek vypovidaji o neexistenci
téchto prusecik, kiivky se neprotinaji. Descartes vSak dava komplexnim ¢islim atribut
uzitecnosti.

Umoznuji totalni klasifikaci vzdjemné polohy dvou kfivek. Pfimka je nesec¢na kruz-
nice pravé tehdy, kdyz prislusna soustava linearni a kvadratické rovnice ma teseni v
mnoziné komplexnich ¢isel.

Situace se radikalné méni se vznikem projektivni geometrie a se zavedenim homo-
gennich soutradnic, které umoznuji popsat nevlastni body roviny. Provedeme nékolik
demonstraci.

V roviné opatiené pravotuhlym souradnicovym systémem hledejme geometrické misto
bodil, které maji od poddtku soufadnicového systému vzddlenost rovnou nule. Uloha
vede k rovnici:

%+ y2 =0.

Uvazujeme-li komplexni ¢isla, mizeme rovnici prepsat do tvaru:

(@+w)-(z—w)=0.
Resenim je dvojice pifmek:

r+wy=0,xr—1wy=0,
ktera je dvojici komplexnich pfimek (komplexné sdruzenych) majicich redlny prusecik
v pocatku soutradnicového systému.

Tyto primky se nazyvaji izotropickymi primkamsi eukleidovské roviny a maji tu

zvlastni vlastnost, ze dva riazné body nachazejici se na jedné z téchto primek maji
nulovou vzdalenost. Prestoze tyto primky jsou v Descartové terminologii naprosto po-

myslné, mohou charakterizovat naprosto realné vlastnosti.
S rozvojem projektivni geometrie vznikly alternativni geometrie 19. stoleti:

e hyperbolickd (Lobacevského geometrie),
e cliptickd (Riemannova geometrie),
e parabolickd (Eukleidovskd geometrie).

Sférickéd geometrie — geometrie na povrchu koule je zvlastni pripad eliptické (Rie-
mannovy) geometrie.

Predstava, Ze imaginarni kruznice je feSenim rovnice kruznice 22+ 3% = —1=14>s
imaginarnim polomérem patii k tém, které jsme ochotni akceptovat.

Charakteristickou vlastnosti tzv. hyperbolické geometrie je, ze soucet vnitinich hla

kazdého trojuhelniku v této geometrii je mensi nez 180°. Soucet vnitfnich thla troju-
helnika muze byt libovolné maly. Lokalné se da hyperbolickd geometrie modelovat na
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¢asti plochy, kterda ma zapornou Gaussovu krivost, napi. jednodilného hyperboloidu
nebo hyperbolického paraboloidu.
Lobacevského hyperbolicka geometrie se realizuje na sfére s imaginarnim polomérem.
Poslednim matematikem, ktery uzavira etapu geometrické interpretace komplexich
¢isel, je C. F. Gauss. V roce 1811 ve svém dopise Besselovi pise:

»otejné tak jako lze redalna cisla zobrazit pomoci nekonecné primky, to-
talni oblast vsech veli¢in realnych a imaginarnich lze zobrazit pomoci
nekonec¢né roviny. Kazdy bod o soufadnicich [a,b] soucasné predsta-
vuje veli¢inu a + 20

To je jiz idea Gaussovy roviny jakozto geometrické interpretace komplexnich ¢isel. Za-
roven je to ochuzena interpretace Wesselova, kdy modelovani komplexniho vektorem je
zuzeno na modelovani bodem, predstavujiciho koncovy bod vektoru. Wesselova inter-
pretace je totalnéjsi a obsahové bohatsi.

Geometricka interpretace komplexnich ¢isel je jeden z vrcholit matematického mys-
leni 19. stoleti.

,Odhaleni geometrické interpretace komplexnich ¢isel predstavuje je-

vvvvvv

(N. Bourbaki)

Nicolas Bourbaki byl pseudonym, pod kterym od roku 1935 publi-
kovala svoje prace skupina pievazné francouzskych matematiki. Cle-
nové této skupiny jsou souhrnné oznacovani jako bourbakisté. Zame-
rem Bourbakistii bylo vybudovat celou matematiku na zakladé teorie
mnozin. Tim méla byt matematika plné axiomatizovana a postavena
na pevny zaklad.

F. Klein poukazuje na diulezitost komplexnich ¢isel pro totalni popis podobnych
zobrazeni v roviné. S¢éitani komplexnich ¢isel slouzi pro popis posunuti v roviné, naso-
beni komplexnich ¢isel pro rotaci ( napr. g-€'# je analytickym vyjadienim rotace roviny
kolem pocatku o tihel ¢ pri zméné velikosti tsecek v poméru 1 : p).

Na zavér odstavce uvedme priklad tloh, kterymi se zabyvali jiz v 16. stoleti italsti
matematikové Hierongymo Cardano a Rafael Bombelli:

Rozlozte ¢islo 10 v soucet takovych ¢isel, aby jejich soucin byl 40.
Oznacime-li hledana ¢isla u,v, mé platit:
u+v=10, u-v =140

Po dosazeni:
(10"v) -v = 40, neboli v* — 10v +40 = 0.

Snadno se presvédcite, ze Teseni této kvadratické rovnice vede ke kofentm:

v1 =5++V—15, v9 =5—+/—15.

Pripomenme, Ze {/a byla definovina jen pro prirozend ¢isla n a nezdporna redlné cisla
a.
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Nase kvadraticka rovnice je v tzv. normovaném tvaru. To pro jeji kofeny znamena,

ze:
v1+v2 =10, v1 v =40

Prvni rovnost zrejmé plati, nebot je zfejmé, Ze, ze v/—15 a —/—15 jsou navzajem
opac¢né prvky (jejich soucet se rovné nule). Pak:

(5++v—15)+ (5 —+v—15) = 10.
Leva strana druhé rovnosti ma tvar rozdilu ¢tvercii. Lze pak zapsat:
(54++/=15)- (5 —v/—15) =52 — (v/=15)% = 25 — (—15) = 40.

S odmocninou ze zaporného ¢isla jsme zde vSak pracovali podle pravidel zavedenych
dosud jen pro pocitani s odmocninami z nezapornych c¢isel.

Odmocniny ze zapornych ¢isel byly nazyvany imagindrnimi (neskutecnymi) ¢isly.
Vyrazy tvaru a-+1b, kde a,b jsou redlnd ¢isla se zacaly nazyvat komplexni ¢isla (slozena
¢isla).

8.3.5 ,Komplexni* perly ze soucasnosti

Kdyz ve slovniku cizich slov hledate vyznam slova imaginarni,najdete, ze se tim
rozumi vymyslené, pomyslné, neskutecné, zdanlivé.

Kdyz si zvidavy matematicky analfabet chce zjistit vyznam terminu imaginarni ¢islo,
slovnik mu nic nenabidne a pokud jeho zvidavost neni hlubsi, spoji si tento termin se
slovem vymyslené ¢islo. Neuvédomi si, ze vlastné vSechna cisla jsou vymyslena.

Na otézku, co je komplexni ¢islo, dostaneme kliknutim odpoved:

e Od béznych ¢isel se komplexni ¢isla lisi predevsim v tom, Ze obsahuji dvé casti —
realnou a imaginarni.

Do zivota si odneseme poznatek, ze to nejsou bézné ¢isla. Vime viibec, co to jsou bézna
c¢isla? Kliknutim zdroj informaci radéji zavieme. Zjistili bychom také, ze:

e napr. ¢islo 2,565656... je iracionalni

(VSTE CB - ,Iraciondlni ¢isla jsou ¢isla s nekoneénym desetinnym rozvojem®). A co
ty tecky?

Perla z wikipedie:

e mnozinu C komplexnich ¢isel ziskame z mnoziny realnych ¢isel R tak, ze k ni
ptiddme ¢islo 2 (C =R +177).

To byl napsano ve zpravé o vyreSeni jednoho projektu spolufinancovaném Evropskym
socialnim fondem a statnim rozpoctem Ceské republiky (INVESTICE DO ROZVOJE
VZDELAVANTI).

Z4vér? No comment!
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8.4 Co je matematika

8.4.1 ,Definice matematiky *

Matematika je véda zabyvajici se z formalniho hlediska kvantitou, strukturou, pro-
storem a zménou. Matematika je téz popisovana jako disciplina, jez se zabyva vytvare-
nim abstraktnich entit a vyhledavanim zakonitych vztahi mezi nimi.

,2Matematika nam dava oci, kterymi muzeme spatrit to, co by nasemu
zraku zustalo jinak skryto. V tomto smyslu lze fici, Ze matematika je

zpusob, jak zviditelnit neviditelné.
(Keith Devlin)

Krasny obraz, hudebni skladba i roméan musi byt prekvapujici i samoziejmy, har-
monicky i sokujici, vSezahrnujici i rafinované jednoduchy. Takova musi byt i kazda
matematické teorie.

Co je to matematika? Obvykla odpovéd, kterou uslysime, bude: ,Matematika —
to jsou pocty“. Mozna se nam dostane upfesnéni, ze jde o védu o cislech. Ale takto
chapany popis matematiky prestal platit jiz pred 2 500 lety!

Pro starovéké Reky, ktefi kladli diiraz na geometrii, byla jiz matematika naukou o
¢islech a tvarech. Newton a Leibniz zase pretvorili matematiku ve studium ¢isel, tvaru,
ale také pohybu, zmény a prostoru.

Koncem 19. stoleti se matematika stala i naukou o matematickych postupech, které
jsou pri studiu téchto pojml pouzivany. Bouflivy rozvoj matematiky ve 20. stoleti pak
prinesl novou definici matematiky jako védy o strukturach. Matematik zkouma abs-
traktni ¢iselné struktury, struktury tvari, zdkony pohybu, principy chovani a rozhodo-
vani (fizeni), podstatu pravdépodobnosti, atd.

Vsechny struktury mohou byt redlné nebo uméle sestavené, zjevné nebo skryté,
statické nebo dynamické, kvalitativni nebo kvantitativni, ryze tucelové nebo vymyslené
jen tak pro zabavu. Jejich podstata vychazi ze svéta, ktery nas obklopuje, z hlubin
prostoru a ¢asu i z labyrintu lidské mysli.

Slovo matematika vzniklo z feckého padnuatiko( (mathematikés) = milujici poznani
a padna (mathema) = véda, védéni, poznani. Takze je to véda pro vsechny, ktefi miluji
poznani .

Fakta matematiky jsou pravé tak uzitecna, jako fakta kterékoli jiné védy. Bez ohledu
na to, jak nesrozumitelna se zprvu mohou zdat, diive ¢i pozdéji si naleznou cestu zpét
k aplikacim.

Tak naptiklad fakta teorie grup se mohou zdat byt abstraktni a odtazita, ale prak-
tické aplikace teorie grup byly pocetné a vyskytovaly se takovymi zplisoby, které nikdo
nemohl ocekavat.

Fakta dnesni matematiky jsou odrazovym mistkem pro védu zittka. Matematicka
teorie zaCina definicemi a odvozuje své vysledky na zakladé vSeobecné uznanych od-
vozovacich pravidel. Kazdy fakt matematiky, mé-li byt uznan za pravdivy, musi byt
zaclenén do axiomatické teorie a formalné dokazéan.

Axiomaticky vyklad je v matematice nezbytny, protoze fakta matematiky, na roz-
dil od fakt fyziky, nemohou byt podrobena experimentalnimu ovérovani. Axiomaticka
metoda matematiky je jednim z nejvétsich tspéchu nasi kultury. Je to vSak jen metoda.
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Zatimco se jednou objevena fakta matematiky nikdy neméni, metoda, jiz byla tato
fakta ovérena, se v minulosti mnohokrat zmeénila a bylo by silenstvim ocekavat, ze k
takovym zménam nebude v budoucnu opét dochazet.

8.4.2 Nazory

Teprve koncem devatenactého stoleti byla dokoncena presna teorie realnych cisel.
Jesté i dnes, navzdory jednoduché predstavé o realnych cislech jakozto o bodech na
primce, je jejich formalni (a vysoce abstraktni) definice postrachem pro vysokoskolské
studenty.

Podobné se obtizné zavadéla zaporna cisla, ktera si dnes predstavujeme jako body
lezici nalevo od nuly. Jejich zavedeni ale matematici odolavali az do poloviny 19. stoleti.

Mnozi lidé dnes maji problém s predstavou komplexnich ¢isel, ktera obsahuji odmoc-
ninu ze zaporného ¢isla —prestoze je k dispozici jednoduchy intuitivni obraz komplexnich
¢isel jakozto bodi v roviné.

V dnesni dobé pracuje s redlnymi, komplexnimi a zapornymi ¢isly bez problémi
dokonce i mnoho nematematikt. A to presto, Ze tato ¢isla predstavuji vysoce abstraktni
koncepty a s pocitdnim maji jen velmi mélo spolecného. A to navzdory tomu, ze se v
nasem kazdodennim Zivoté s zadnymi konkrétnimi priklady iraciondlnich redlnych éisel
nebo s ¢islem obsahujicim odmocninu z ¢éisla —1 nesetkavame.

V 18. stoleti zptisobil v geometrii odbornikiim i nematematikiim podobné obrovské
koncepéni potize objev existence jinych geometrii nez té, kterou popsal Eukleides ve
své slavné knize Zaklady. Myslenka ,neeukleidovskych geometrii“ se dockala obecného
prijeti az v devatenactém stoleti. Ke smiru doslo bez ohledu na to, ze nas kazdodenni
svét je vyhradné eukleidovsky.

S kazdym novym koncepénim skokem si museli i matematici zvykat na nové mys-
lenky a prijmout je za soucast celkového obecného ramce, na jehoz zakladech délaji
svou praci.

Jesté nedavno byla rychlost pokroku v matematice takova, ze zaujaty pozorovatel
stacil zazit jednu zménu diive, nez prisla dalsi. To se vSak drasticky zménilo.

Abychom porozuméli Riemannové hypotéze (tedy prvnimu problému na seznamu),
musime bezpecéné ovladat nejen komplexni ¢isla (a jejich aritmetiku) a pokrocilou mate-
matickou analyzu, ale musime navic jesté pochopit, jak secist nekone¢né mnoho (kom-
plexnich) ¢isel a jak mezi sebou nekoneéné mnoho (komplexnich) ¢isel vynésobit.

Takové znalosti jsou dnes jiz témér vyhradné vysadou téch, kdo vystudovali mate-
matiku na univerzité. Jen oni mohou vnimat Riemannovu hypotézu jako jednoduché
tvrzeni, asi tak jako primérny clovék chépe Pythagorovu vétu?.

e Kdo kéra vznesenou moudrost matematiky, zivi se bludem. (Leonardo da Vinci)

e Tvrdim vsak, ze v kazdé jednotlivé nauce o prirodé lze najit jen tolik skutecné
védy, kolik je v ni matematiky. (Immanuel Kant)

e Matematika uci: nepiehlizejte nuly! (Gabriel Laub)

27droj: http://fyzmatik.pise.cz/14-matematicke-problemy-tisicileti.html



8. POUCENI Z HISTORICKEHO A DIDAKTICKEHO VYVOJE 135

e Vzdy se sméji, kdyz nékdo tik4, ze neni chytry na matematiku, ale zZe je chytry
na déjepis nebo na cokoliv jiného. Smutna pravda je, ze kdo neni chytry na ma-
tematiku, neni chytry vibec. (Milos

Cermak)

Vyuka matematiky?:

V 50. letech : Drevorubec proda naklad dreva za 100 dolart. Naklady na produkci jsou
4/5 ceny. Jaky je jeho zisk?

V 70. letech : Drevorubec proda naklad dreva za 100 dolart. Naklady na produkci jsou
4/5 ceny neboli 80 dolarti. Jaky je jeho zisk?

V 80. letech : Dievorubec proda naklad dfeva za 100 dolarti. Naklady na produkci jsou
80 dolart. Docilil zisku? Ano nebo Ne?

V 90. letech : Drevorubec proda naklad dreva za 100 dolart. Naklady na produkci jsou
80 dolart a jeho zisk je 20 dolarii. Vase zadani: Podtrhnéte ¢islo 20.

Po roce 2000 : Drevorubec porazi krasny les, protoze je sobecky, bezohledny a nezajima
ho ochrana zivotniho prostiedi zvifat ani ochrana nasich lest. Cini tak proto,
aby dosahl zisku 20 dolarti. Co si myslite o tomto zpisobu obzivy? Namét na
celotiidni diskusi po odpovédi na tuto otazku: Jak se citi ptaci a veverky, kdyz
dfevorubec podiezavé jejich domovy? (Zadna odpovéd neni $patnd, neobévejte
se ale svobodné vyjadrit své pocity, tedy hnév, rozhorceni, pocit ménécennosti,
bezmoci atd.) Pokud budete po skonceni zkousky potiebovat akéni poradu, jsou
vam k dispozici poradci, ktefi vam pomohou se prizptisobit zpét do realného svéta.

v roce 2050 : .
Yooy a5 7 G SEt/0 M 20 e jeoay e

Ceska, varianta vtipu®:

Presto vSak nejen mnozi maturanti, ale i mnozi absolventi zakladni skoly dosud zvladaji
troj¢lenku a nékteri i znaji pojem procenta. Géniové mezi maturanty pak jsou schopni
rozlisovat i mezi procentem a procentnim bodem.

1960 : Statni podnik prodava naklad dieva za 10000 korun. Vyrobni nédklady jsou Ctyti
pétiny ceny. Jaky je prinos pro nase socialistické hospodarstvi?

1980 : Statni podnik vyméni mnozinu D dreva za mnozinu P penéz. Udélej 10000 tecek
predstavujicich prvky mnoziny P. Mnozina N vyrobnich nédkladi obsahuje o 2000
bodl méné nez mnozina P. Znazorni mnozinu N jako podmnozinu mnoziny P a
ukaz mnozinu zisku.

2015 : Drevorubec vykaci ¢ast lesa a na ptlku nasazi fepku. Naklady na praci mu
zaplati grant ministerstva zemédélstvi. Repku proda Babisovi za 1000 euro. Z
Bruselu dostane 1500 euro za neobdélani druhé ptlilky. Co udéla v pristim roce?

37droj: http://neviditelnypes.lidovky.cz/chtip-vyuka-matematiky-0v1-/p_ zabava.aspx?c=
A150618_222500_p_ zabava_ wag
4., . dtto
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Neékteré dalsi citace a nase komentare

e Anglicané, na rozdil tfeba od Australani, prestavaji verit v tc¢innost trznich sil
ve vzdélavan. (R.Kvackova,LN 10.3.2015)

Jenom Anglicané? U nas tomu veéri vétsina politika a ti, kteri ziskali vzdélani
ynetrzné. A také rizné vice ¢i méné pochybné vzdélavaci agentury. Co to je trh
se vzdélanim? Kdyz nebude poptavka po matematice, tak nebude ani nabidka.

e Proc¢ ceskym détem matematika nejde? A ¢im to je, Ze se chlapcim v testech dari
vyrazné lépe? Zamérujeme se predevsim na praci se slabsimi zaky nebo témi, kteii
nemaji matematiku v oblibé. (B.Cihelkové, LN 10.3.2015)

Co jim vlastné nejde? Matematika nebo je skola nepripravila dobre k vyplnovani
test? Specificky typ zvracenosti. Nikoho nenapadne z télesné zanedbaného nebo
baculatého starsiho adepta vychovavat sprintera nebo tenistu.

Co se muzeme naucit od Hongkongu, Koreje a Singapuru, od stati, které v posled-
nich letech obsazuji prvni mista v mezinarodnich srovnavacich testech? Podle nové ame-
rické studie (2010) zamérené na srovnavani matematickych standardt v téchto zemich
se tu vyuka matematiky v 1. az 6. rocniku zaméruje zejména na ¢isla, metody méteni a
geometrii a klade jen maly dfiraz na analyzu dat a algebru. Zéci rovnéz probiraji lekce v
logickém sledu tak, ze probirané téma navazuje na predchozi, coz konceptualné posiluje
vedomosti zaku, uzavira studie.

Kdo si mysli, Ze nedostatek specialistit doplnime importem mladych mozki z Ciny
nebo Koreje, je idiot.

Zijeme v zemi, kde se zruseni povinné maturity z matematiky bere jako soucést de-
mokratickych svobod zavedenych s novym rezimem. Soucasti maturity by méla byt
povinna zkouska z matematiky. Vzdycky mé prekvapuje, Ze si nékdo miize myslet néco
jiného. Jenze takovych lidi je prekvapivé mnoho.

Berou matematiku jako néjakou formu utlaku nebo dokonce druh diskriminace.
Koho? Prece téch, ktefi ,na matematiku“ nejsou dost chytti. Ale tim mohou obala-
mutit jen oni sami sebe. My ostatni vime, Ze je to spol¢eni hloupych, linych nebo prosté
pohodlInych.

,Hriizu vzbuzuji nazory typu: matematiku jsem v zivoté k ni¢emu ne-
potteboval. Tyto nazory prameni pravdépodobné i z toho, Ze samotni
ucitelé matematiky sami nevi, k ¢emu je matematické vzdélani zapo-
trebi. «

(M.Cermék, LN 1.2.2010)

Lze jen souhlasit s celym ¢lankem. Ale mé to hacek. Co vlastné rozumét matemati-
kou, ze které by se mélo maturovat? Je to jazyk potfebny k formulaci technologickych a
prirodovédnych otazek a také ke zkoumani vztahu a struktur? Je to prostredek hledani
odpovedi na formulované otézky.

Maturant z matematiky by mél prokézat svoje kompetence tim, ze umi psat (=for-
mulovat), ¢ist (=rozumét), pocitat (=pracovat se strukturami), myslet (=argumento-
vat).

Nabizime jeden test:

Priradte spravné odpovédi:
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1. Pythagorova véta
1. 224+ y? =12
2. vtip
2. a2+ =¢?
3. rovnice kruznice
3. &+ =2
4. néco jiného
(spravna odpoved je 4): Pro¢? Protoze 1), 2), 3) to nejsou!)
Zpravodaj JCMF: 28 listopadu 2014 se konala conference JCMF _Moderni technologie
ve vyuce fyziky .

Z kontextu informaci je patrné, ze modernimi technologiemi se rozumi tablety,
iphony, snad i mobily. Ponékud se désime toho, az se takové ,conference* budou orga-
nizovat i pro vyuku matematiky, chemie, biologie. Nicméné tato zminka potvrzuje nas
nazor, ze zmodernizovani vyuky, resp. spise kontinualni modernizovani, je mozné pouze
kdyz budeme mit zmodernizované ucitele.

8.4.3 Potize s nekoneénem

Nekonecno je pojem dosti zvlastni a znacéné osidny. Myslet nekonecéno je dobro-
druzstvim. V matematice ma podobu nekonecna potencialniho a je vyjadienim procesu
nekonecnosti jako trvale mozného pokracovani. Leckdy mé ale také podobu nekonecna
aktudlniho (vystizeného predevsim v teorii mnozin), v némz nekone¢no je uchopeno
veelku jako hotové a je objektem nasich dalsich manipulaci jako kterykoliv jiny objekt
nasi zkusenosti.

Zaludnosti nekonecna a vztahi diskrétniho a spojitého si byli lidé védomi odedavna.
Jsou vyjadfeny napf. v Zenonovych paradoxech (Zelva, letici &ip, ap.). Stafi Rekové se
nekonecna bali.

Gauss vyjadril sviij odmitavy postoj slovy: , Protestuji proti pouziti nekonec¢nych
velikosti jako skutecného celku, to neni v matematice dovoleno. Nekonecno je jen zptsob
mluvy. .. “.

Z dalsich uvedme jesté Kroneckera: ,,Celd c¢isla stvoril Biih, vse ostatni je dilo ¢lo-
véka a Poincarého: , Aktualni nekonec¢no neexistuje. ..

Zaklady teorie nekonec¢nych mnozin a tim i teorie aktualniho nekonecna polozil pred
koncem 19. stoleti Georg Cantor, 1845-1918). Bohatstvim struktur zde vytvorenych byli
matematici tak fascinovani, ze Hilbert vyjadril presvédceni: ,Nikdo nas nevykaze z raje,
jenz pro nas Cantor vytvoril.

8.5 Samé prostory kolem nas

Nejvice pouzivany termin pro ,vesmir® mezi starovékymi feckymi filozofy od dob
Pythagora byl Tomrav (vSechno), definované jako celek (70 oAv) a prostor (7o kevov).
Dalsi synonyma vesmiru u starovékych feckych filozofi byla koopo( (coz znamenalo
svet, kosmos) a uoi( (jez puvodné znamenalo Zivou piirodu a z néhoz pochézi slovo
fyzika).



138 8.5 SAME PROSTORY KOLEM NAS

Podobnéd synonyma se vyskytuji v latiné (totum, mundus, natura) a pfezila i v
modernich jazycich, napt. némecka slova Das All, das Weltall a die Natur pro vesmir.
Podobna synonyma jsou také v anglicting, jako everything (v teorii vseho), cosmos
(v kosmologii), world (hypotéza mnoha svéti) nebo nature (prirodni zakony a piirodni

filozofie).
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