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Anotace

Ve vykladu se pokousime rozbourat (i kdyz spiSe nesmeéle) tradi¢ni strukturu po-
znatki z matematickych ucebnic, abychom vice zdtraznili vazbu matematiky na pro-
blémy praxe a ponékud potlacili skolskou hierarchii vykladu. U kazdé kapitoly je také
uveden obsah kapitoly, aby se ¢tenar mohl rozhodnout, zda si ji precte, nebo ji ,,preskoci®.

Ve vykladu se také ,, dopoustime* prohresku strucnosti tim, ze casto opakujeme ¢ést
z predchoziho vykladu. To je diktovano snahou ulehéit ¢tenari studium textu.

V prvni kapitole informujeme ¢tenare o spravné formulaci matematickych tloh. Zde
zdiuraznujeme dulezitost vstupnich a vystupnich dat dlohy. Zminujeme se také o resi-
telnosti tloh. Také uvadime jakysi vSeobecné vzdélavaci seznam téch nejzajimavéjsich
uloh z historie.

Druha kapitola je vénovana podrobnéjsimu vykladu problematiky algoritmt a to
nejen z Uzce matematického pohledu. Vyklad obsahuje prehled hlubsich vysledki z
teorie slozitosti.

Ve treti kapitole se vénujeme zédkladnimu typu matematickych tloh, a to rovnicim.

Ctvrté kapitola je jakymsi pokusem uvést ¢tenaie do problematiky matematického
modelovani. Vybirame takové ,modelované jevy“, u nichz vysta¢ime s jednoduchymi
matematickymi prostredky a nastroji.

Zaveérecna kapitola zaznamenava nejen nazory a zkusSenosti autori, ale i nékteré
historické souvislosti a rozsitujici poznatky.

Dovolime si jesté citovat nékolik vét z prednésky prof. Petra Pithy, prednesené 23.
9. 2010 na konferenci Jak pripravit ucitele matematiky, poradané katedrou didaktiky
matematiky MFF UK:

Zijeme v dobé nedostatku presného a tiplného splnéni tikoli (tiloh). V
zivoté pak narazime na Slendrian a nekoncici vymluvy, ze v podstaté
je vse hotovo a v poradku, pouze se vloudila chybicka, nebo posunul
termin. Matematicka tloha je pripadem, kdy takto postupovat nejde.
Priklad neni vypocitdn (tloha neni vyfeSena) tim, ze zdk vi, jak na
to. Know how musi byt aplikovano a realizovano. Matematika je snad
jediny predmét, kde nikoho nenapadlo zadat test s otazkami typu:

Je 217 = 34 nebo 36 nebo 0 nebo 289 — oznacte i vice spravnych
odpoveédi.



Velké heslo musime déti naucit myslet svedlo mnoho ucitelit v mnoha predmétech k
tomu, ze uci déti, jak se hadat a prosazovat sviij nesmysl.

Matematika vyzaduje znalosti a kazen, bez nichz zadné poradné mysleni neexistuje.
Vyzaduje také, dik tomu, Ze jde o teorii, znalost teorémt a axiomi a vSeho, na ¢em stoji
vyssi patra daného oboru.

V matematice na rozdil od nékterych jinych predmétia neni pripustné, ani mozné,
aby zak tesil diferencidlni rovnici bez znalosti s¢itani ¢i nasobilky. Mame dnes v jinych
oborech mnozstvi odbornikti, kteti mutatis mutandis neumi jejich nasobilku.
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Motto: Prilis mnoho prili§ nudnych nic nefikajicich rovnic

(stanovisko studenta FAV ZCU na anketni hodnoceni
predndsky z parcidlnich diferencidlnich rovnic)

Vychézime z predpokladu, Ze obsah pojmu ,tuloha“ (tikol, problém, ...) je ¢tenafi
alespon ¢astecné znam a ze citi souvislosti s terminy ,formulace tlohy*“, ,zadani alohy*,
,data tulohy“, | feseni tulohy“, fesSitelnost ulohy*, ,vysledek®, ...atd.

Resfme-li néjaky problém (dlohu), hleddme odpovédi na dané nebo formulované
otazky. Pokud lze tilohu formulovat matematickymi prostredky, hovorime o matematické
uloze.

Abychom naptiklad mohli stanovit vyvoj (prognézu) néjakého systému, musime si
nejdrive vytvorit matematicky model systému. Ten nam pak umozni formulovat mate-
matickou tulohu.
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1.1 Formulace matematickych dloh

1.1.1 Ulohy a p¥iklady

Matematicka tuloha a jeji formulace musi obsahovat
a) wvstupni informace (data tlohy, zadéani, ,co je ddno/zndmo*, ...),
b) wvgstupni informace (vystupni data, pozadovany vysledek, ,co se hleda“, cil, co se
ma najit).
Hledéni vztahtt mezi vstupnimi a vystupnimi daty se ik analyza (rozbor) ilohy. V
feci politika se pro analyzu pouziva slovni spojeni ,Fesime problém“.
Duilezité upozornéni: V ¢eském jazyce ma termin reseni ulohy dva vyznamy:
a) proces (angl. solving) - smérujici k ziskani vysledku,
b) vysledek procesu z bodu a) - (agl. solution).

Terminem ,priklad*“ se v ucebnicich oznacuje uloha, ktera ma ilustrativni nebo
procvicovaci charakter. Cilem byva obvykle ozfejmit néjaké pojmy nebo procvicit néjaké
(vypocetni) postupy.

1.1.2 Resitelnost tloh

Resitelnost iloh je (zjednodusené teceno) soubor odpovédi na otazky typu:
e za jakych podminek existuje feseni (jedno, vice, nekoneéné mnoho) dané tlohy.

Abychom mohli formulovat otazky i odpovédi, musime budovat systém poznatkt, ktery
obvykle nazyvame teorie resitelnosti resp. teorie ulohy.

Napf. teorii Tesitelnosti tilohy stanovit k dané funkci jeji integral je teorie Rieman-
nova integralu nebo teorie Lebesgueova integralu.
Korektni a nekorektni tilohy.

Rekli jsme, Ze matematické tlohy (nejen numerické) lze obecné chépat jako funkéni
vztah mezi vstupnimi daty a vystupnimi daty (vysledky) typu:

w=U(v),veDB, we B,

kde: B; je mnozina obsahujici vstupni data,

B> je mnozina obsahujici vystupni data.
Rekneme, e dan4 tiloha je korektni (stabilni) na dvojici mnozin (By,B2), kdyZ mé tyto
dvé vlastnosti:

1. ke kazdému v € By existuje jediné w € B,

2. jsou-liw=U(v), w, =U(v,) vysledky pro data v, v, € By, pak existuje konstanta
K, 7e plati:
W —wal| S K- |[v—vd
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Vlastnost 2 se také nazyva spojitd zavislost reseni na vstupnich datech. Znamena to,
ze kdyz (v —v,) je ,malé“ potom (W —wy,) je také (srovnatelné) malé.
Omlouvame se za prilis ,nédzornou” definici.

Prikladem nekorektni tlohy je tloha najit readlné koteny polynomu:
p(z) =2t —22(2a—1)+ala—1).
e pro a > 1 ma polynom 4 redlné koreny,
ﬁ ° pro ma polynom 2 realné koreny
e pro a < 0 nema zadny redlny koten

tj. pri malé zméné vstupniho parametru a v mnoziné realnych cisel dochazi ke skokové
zmeneé po&u realnych korenu.
Ulohy, které nesplnuji podminky 1 a 2 se nazyvaji nekorektni (nestabilni).

Velkou fadu nekorektnich tloh tvori nejednoznacné resitelné ulohy.
Napf. pro ulohu:

Ax =Db (soustava linearnich algebraickych rovnic)
muzeme vyse deklarovany vztah vstupnich a vystupnich dat zapsat ve tvaru:
x=U(A,b),
a jenom pro korektni (jednoznacné fesitelnou) tilohu mize byt tento vztah zapsén jako:

x=A"'b.

1.2 Slavné i zajimavé ulohy

1.2.1 Problémy dodatecného Eukleidova postulatu

Eukleidovy postulaty (Eukleidovy axiomy), na zakladé kterych axiomaticky vystavél
geometrii ve svych Zdkladech, jsou:

1. Prvni postulat: budiz tikolem od kteréhokoliv bodu ke kterémukoliv vésti primku.
(Dvéma body lze vést primku.)

2. Druhy postulat: a pfimku omezenou neptetrzité rovné prodlouziti. (Primku lze
neomezené prodluzovat. Pod pojmem ptimka se ptivodné rozumél geometricky
utvar, ktery v soucasné dobé nazyvame usecka.)

3. Treti postulat: a z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomérem narysovati kruh. (Ze
zadaného stiedu lze opsat kruznici se zadanym polomérem.)

4. Ctvrty postulat: a ze viechny pravé tihly sobé rovny jsou. (Vsechny pravé tihly
jsou stejné.)
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5. Paty postulat: a kdyz primka protinajic dvé primky tvori na téze strané vnitini
(prilehlé) dhly mensi dvou pravych, ty dvé piimky prodlouzeny jsouce do neko-
necna ze se sbihaji na té strané, kde jsou thly mensi dvou pravych.

Dva tisice let se uc¢enci snazili podat dikaz, ze paty Eukleidiv postulat je disledkem
svym znénim ale také vyznamem - nepopisuje totiz zadnou fundamentdlni vlastnost
zékladnich geometrickych objektiu ale je spiSe jistym netrividlnim tvrzenim o nich. Vy-
sledkem téchto netspésnych pokusiu o dikaz je cely seznam vét, které jsou ekvivalentni
s patym postuldtem (tj. mohou jej nahradit). Mezi né patii napiiklad véta ,soucet
vnitinich ahla v trojihelniku je roven dvéma pravym* nebo Pythagorova véta.

Vsechny pokusy o ditkaz tohoto postuldtu byly ukonceny zac¢atkem 19. stoleti (Lo-
bacevskij, Bolyai, Gauss) s negativnim zavérem, zZe tento postuldt je v rdmci tzv. euk-
leidovské geometrie nedokazatelny.

Pokud tedy platnost tohoto postulatu nepredpokldadame, resp. nahradime jej jinym
axiomem, dostaneme jinou geometrii (!).

Stala ta namaha dvou tisice let za to?

Ano!

Einsteinova obecnd teorie relativity se bez ,jiné“ geometrie neobejde. Momentalni vy-
sledky tohoto snazeni (,feseni problému*) zatim konéi u Gédela a soucasném pohledu
na axiomatické struktury matematiky.

1.2.2 Diofantovy tlohy a diofantické rovnice

Tyto ulohy lze povazovat za zacatek vyvoje teorie ¢isel, algebraickych struktur s
disledky do soucasnosti. Viz zavér odstavce.

Uloha o trech krychlich: (Diofantos z Alexandrie, asi 200-284 n.1.)
Pro libovolnou krychli o strané z stanovit dvé krychle o stranach z,y takové, aby platilo:

B = 8

Obecné: Najit prirozend cisla x,y,z a n, pro ktera plati:
2" +y"=2", kde n > 2.

Vime, Ze pro: n =1 ma rovnice z+y = z o tfech nezndmych nekoneéné mnoho fesent;

pro: n = 2 ma rovnice 22 + y? = 22 nekoneéné mnoho feseni, napt. kazdy piirozeny
nasobek trojice (3,4,5) - pythagorejské trojice.)

V 17. stoleti si francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-1665) poznamenal na
okraj jedné knihy toto:

Je nemozné rozdélit krychli do dvou krychli, ¢i cturtou moc-
ninu do dvou cturtych mocnin, nebo obecné jakoukoli mocninu
vyssi nez druhou do dvou stejngch mocnin.

Objevil jsem opravdu tak podivuhodny dikaz, Ze tento okraj je
prilis maly, aby se do néj vesel.
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Uvedeny ditkaz ovSsem nebyl v jeho poztstalosti objeven — vime, ze Fermat nasel
dikaz pro n rovno ¢tyfem, ale nejspise nikoli pro jiné exponenty.

Tuto vétu (Velkd Fermatova véla) se pokouseli matematici dokazat déle nez 300
let. Mezi netspésnymi Tesiteli problému nalezneme slavnéd jména jako byl Euler, Lamé,
Cauchy.

Dokéazat tuto vétu se povedlo az v roce 1994 britskému matematikovi Andrew Wi-
lesovi, a to prosttedky matematiky 20. stoleti. Samotny diikaz ma zhruba 100 stran a
nepredpoklada se, ze by mohl existovat néjaky jednoduchy zptisob, jak vétu dokazat,
jak tvrdil Pierre de Fermat.

Velka Fermatova véta je jedna z nejslavnéjsich vét v historii matematiky. Zni takto:

Neexistuji prirozena ¢isla x,y,z a n, pro kterd 2" +y" = 2", kde n > 2 a z,y,z # 0.

Uloha z Diofantova nahrobku:

Bth mu dopral, aby:

byl hochem sSestinu svého zivota a pridav k této dobé dalsi dvanactinu, ozdobil jeho
lice vousem. Po dalsi sedminé prozatil jeho zivot svétlem manzelstvi, po dalsich péti
letech pak daroval mu syna. Vsak béda! Sotva ubohé dité dosdhlo poloviny délky otcova
zivota, netiprosné sudicky vzaly si jej zpét. Kdyz Bih utésil jeho hore u¢enim o ¢islech,
po dalsich ¢tytech letech ukoncil dobu jeho ziti.

Muzeme prozradit, ze Diofantos zemrel ve véku 84 let. V jazyku rovnic dostaneme:

Lot Lo lors=tota
6" Tt Tt T T
Uloha rybara a Diracovo FeSeni:

TTi rybati spoleéné ulovili uré¢ité mnozstvi ryb s tim, ze zZe jejich podily na tlovku jsou
tretingyé. Pak ulehli ke spanku.

% “Baky prvni se vzbudil jeden z nich a chtél si odnést sviij podil. Pocet ryb ale nebyl
délitelny tremi, proto jednu rybu pustil zpét do vody. Vzal si tfetinu zbyvajicitho poctu
a odesel. Kdyz se vzbudil druhy rybafr, situace se opakovala. Jednu rybu pustil, vzal si
tretinu a odeSel. Totéz udélal tieti rybar.

Otézka je, kolik bylo ulovenych ryb a kolik jich zbylo po tomto déleni se zbytkem.
Uloha je ponékud absurdni, ale rybati neuméli zlomky a nedovedli si predstavit, ze
by rybu rozsekali na casti.

Ulohu mtizeme pieformulovat jako bilanci po¢tu ryb. Oznaéime:
e pocet ulovenych ryb: x
e pocet zbylych ryb: y

Po upravé dostaneme rovnici:
8x = 2Ty + 38
(lindrni algebraickd rovnice pro dvé neznamé).

Jedna dvojice vysledku je:
r=25,y=6.
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Zjistéte aspon téch ,zbylych“ nekonec¢né mnoho dvojic ptrirozenych ¢isel.

Kdyz tuto tlohu ve skole tesil slavny fyzik Paul Dirac (1902-1984), prohlasil, ze
rybari chytili —2 ryby. Z hlediska rybait je odpoveéd absurdni, ale toto ¢islo je feSenim
prislusné rovnice. Navic péknym, protoze je jediné, pti némz také y =x = —2.

Pozdéji Dirac jako prvni predpovédél existenci antihmoty, kdyz fyzikalné interpre-
toval podobné ,absurdni® feseni Schrddingerovy rovnice.

1.2.3 Izoperimetrické tlohy - Ulohy princezny Didé

Mezi vSemi rovinnymi oblastmi ohrani¢ené uzavienymi ktivkami predepsané délky
mame najit takovou ktivku, jez ohranicuje oblast maximalniho obsahu. Analogicky, mezi
vSemi prostorovymi oblastmi ohrani¢ené uzavienymi plochami predepsaného povrchu
mame najit takovou plochu, ktera ohranicuje oblast s maximalnim objem.

Soucasnou verzi téchto tloh jsou tzv. wlohy tvarové optimalizace. V pramyslové
aerodynamice se Tesi tlohy nalezeni takového aerodynamického profilu (kiidla letadla,
lopatky turbin), aby ztraty vykonu byly minimAlni.

Neni tfeba zdtraznovat, ze jsou to tlohy velmi narocné jak na matematickou teorii,
tak na numerické metody a algoritmy, véetné vysokého vykonu pocitacii.

a) Prvni Didonina tloha
Mezi vsemi oblouky AB délky Ip lezicimi v poloroviné ohranicené primkou p, pev-
nym koncovym bodem A € p a pohyblivym bodem B € p, najit takovy oblouk, ktery
spolu s tseckou AB ohrani¢uje obrazec nejvétsiho obsahu (viz obrazek 1.2.1).

b) Druha Didonina iloha
Mezi vsemi oblouky délky [p lezicimi v poloroviné ohranicené primkou p a danymi
(pevnymi) body A, B € p, najit takovy oblouk, ktery spolu s tseckou AB ohrani-
¢uje obrazec nejvétsiho obsahu (viz obrazek 1.2.2). Muzeme prozradit, ze hledanym
obloukem je ¢ast kruznice.

c) Treti Didonina tloha
Mezi vSemi oblouky lezicimi v poloroviné ohranic¢ené primkou p a danymi (pevnymi)
body A, B € p najit takovy oblouk (kfivku), ktery méa pro dany obsah spolu s tiseckou
AB nejkratsi délku.

Zde budeme obecné formulovat tlohu tohoto typu. Konkrétnéjsi verzi uvedeme v
sesitu vénovaném optimalizacnim technologiim.

Ip 5 Ip

Ip

A B, By A B

Obréazek 1.2.1: Mozné tvary oblasti Obrazek 1.2.2: Mozné tvary oblasti
ohranic¢ené danou délkou oblouku Ip ohranicené danou délkou oblouku {p
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Oblast v roviné oznacime 2 a jeji hranici 02. Obsah (miru) oblasti € oznacime
1(2). Dovedeme si predstavit, ze mezi vsemi moznymi obdélniky €2 s danym obvodem
(délkou hranice) chceme najit takovy, ktery mé nejvétsi obsah.

Délku hranice oznacime [(0S2).

Formulace lohy:

Z mnoziny {Q} vSech oblasti © s délkou hranice splnujici rovnost (vazbu) ((092) =1
najit takovou oblast Q, aby max u(Q) = u(Q).

Zde se setkdvame s tzv. funkci oblasti, tj. funkei, jejimz argumentem (,nezévisle
proménnou*) je oblast.

Blizsi pozornost této tloze bude vénovana v seSitu vénovaném optimalizacnim tech-
nologiim.

1.2.4 Uloha sedmi mosti mésta Kralovce

Sedmi mosty mésta Kralovce! to zacalo a v soucasnosti je to moderni, bouilivé
se rozvijejici se teoreticky i aplikacni obor. Jde o diskrétni matematiku a teoretickou
informatiku.

Diskrétni matematika se zabyva témi oblastmi matematiky, kde hraji hlavni tlohu
cela ¢isla a jednotlivé konecéné objekty. Diskrétni objekty jsou prezentovany prevazné
pomoci kone¢nych grafi a mnozin.

Slovo ,diskrétni* je v ndzvu minéno jako opak ,spojitého“. Obsahuje: Kombina-
toriku, Teorii Cisel, Teorii grafi, Teorii her, Teorii slozitosti, Teorii vycislitelnosti. Te-
oretickd informatika je oblast matematické informatiky, ktera zkouméa matematické
zékonitosti, které maji vyuziti v pocitacich a zpracovani informaci. Jsou to (kromé vyse
zminénych): Automaty a gramatiky, Uméld inteligence, Teorie informace, Gramatiky a
jazyky, Kryptografie, Formalni sémantika, Neuronové sité, Teorie pocitacti, Teorie typi,
Diskrétni optimalizace.

Meésto Krélovec (Konigsberg, Kaliningrad) se rozprostird na brezich a ostrovech teky
Pregely. Mezi jednotlivymi bfehy a ostrovy vede sedm mostti. Obyvatele mésta zajimalo
(zacatek 18.stoleti), zda-li mohou pfi svych promenadach projit vSechny mosty tako-
vym zpusobem, ze se dostanou opét do ptivodniho mista, aniz by jednu spojnici presli
dvakrat.

Obrétili se na Leonharda FEulera, slavného matematika, a ten jim v roce 1736 sdélil,
ze to nelze, tj. ze zadana tloha je netesitelna. Pokud chtéji vyjit z jednoho mista a vratit
se na totéz misto, a prochazet kazdy most pouze jednou, musi mosti byt bud vice nebo
méné, aby moznych cest byl sudy pocet. Polozil tim zaklad teorie grafi a také .... (viz
odst. 5.5.2).

V matematickém jazyce:

Tvrzeni 1: Neorientovany graf lze pokryt jednim tahem pravé tehdy, pokud
je souvisly a je Euleruv (mé vSechny uzly sudého stupné).

Tvrzeni 2:  Necht G je souvisly neorientovany graf, ktery obsahuje pravé 2n
uzlt lichého stupné (n vétsi nebo rovno 1), pak se kazdé jeho mi-
nimalni pokryti sklada z n otevienych tahti, z nichz kazdy spojuje
dvojici uzlt lichého stupné.

Leitovano z vefejné dostupnych zdroji
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Prilozené obrazky nam napovi vice:

LR W@ﬁ%
-ISE;E > = _Jﬁ@-ﬁ

Obrazek 1.2.3: 7 Mostu v Konigsbergu - Obrdzek 1.2.4: 7 Mosttl v Koénigsbergu -
historickd mapa idealizace

Obréazek 1.2.5: 7 Mosti v Konigsbergu - Obrazek 1.2.6: 7 Mosti v Kénigsbe%—/

3 idealizace Eulerav graf

1.2.5 Matematické problémy tisicileti

Starovékym Rekam by jisté pripadala teorie komplexnich ¢isel nebo neeukleidov-
skych geometrii nesrozumitelna a nepotiebna. Nam tak dnes pripadd moderni matema-
tika. Ovsem to, co se Tesi v matematice nyni, bude tfeba ¢asem povazovano za béznou
matematiku 22. stoleti.

Problémy tisicileti (anglicky Millenium Prize Problems) je oznaceni pro sedm ma-
tematickych problémﬁ které vV roce 2000 vyhlasil Clayﬁv matematicky institut jako
bertovych problému ze zacatku dvacatého stoleti. Na vyteseni kazdého z nich vypsal
institut odménu jednoho milionu dolart. Do této chvile byla vyfeSena pouze Poincarého
domnénka.

Problém P versus NP je jediny ze 7 problémt tisicileti, ktery se tyka pocitact. Otazka
zni, zda je tiida slozitosti NP rovna tiidé slozitosti P. Jinymi slovy, zda problémy,


mika
Tužka

mika
Tužka

mika
Tužka
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pro néz lze jejich reseni ovérit v polynomialnim cCase, 1ze téz v polynomialnim case
vyftesit.

Hodgeova domnénka se tyka topologie a tvrdi, ze pro projektivni algebraické variety
jsou Hodgeovy cykly racionalni linearni kombinaci algebraickych cykla.

Poincarého domnénka se rovnéz tyka topologie a jako jedina z problému tisicileti byla
jiz vyresena. Dikaz podal roku 2003 Grigorij Perelman; jeho spravnost byla po-
tvrzena v srpnu 2006. Domnénka tvrdi, Ze kazdy jednoduse souvisly trojrozmérny
povrch je ekvivalentni povrchu ¢tyirozmérné krychle.

Riemannova hypotéza je jedinym dosud nevyTtesenym problémem z Hilbertova se-
gantnim zpusobem matematickou analyzu a teorii ¢isel a méa hluboky vyznam pro
rozlozeni prvocisel. Tvrdi, Ze vSechny netrividlni nulové body Riemannovy funkce
zeta maji redlnou ¢ast rovnou 1/2. Rika se, Ze jeji vyteseni by zptsobilo senzaci
v teorii kodovani.

Yangova-Millsova teorie a hypotéza hmotnostnich rozdild Yangovy-Millsovy rovnice
popisujici chovani elementarnich ¢astic jsou zobecnénou verzi Mazwellovijch rov-
nic.

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou parcialni diferencialni rovnice, které popisuji prou-
déni kapalin a plynta. Byly formulovany jiz v 19. stoleti, dosud vSak neni jasné,
zda pro dané pocateéni podminky existuje jejich feseni. Uspésné vyfeseni tohoto
problému by napriiklad prispélo k porozumeéni turbulenci.

Birchova a Swinnerton-Dyerova domnénka tvrdi, Ze pro jisty typ rovnic existuje rela-
tivné jednoduchy zptsob, jak urcit, zda ma dand rovnice konecny nebo nekonecny
pocet Teseni v racionalnich ¢islech. Pro obecné diofantické rovnice bylo dikazem
Matijasevicovy véty prokézano, ze nelze dokonce ani urcit, zda rovnice ma viibec
néjaké resent.

Nezasvécena osoba dnes nema sanci se do nékterych soudobych problémii matema-
tiky moznost zapojit. Hloubka a abstrakce dosahly takové tirovné, ze uz ji mize stacit
jen spickovy odbornik.

Teprve koncem devatenactého stoleti byla dokoncena presna teorie realnych cisel.
Jesté i dnes, navzdory jednoduché predstavé o redlnych ¢islech jakozto o bodech na
primce, je jejich formalni (a vysoce abstraktni) definice postrachem pro vysokoskolské
studenty.

V 18. stoleti zptisobil v geometrii odbornikiim i nematematikiim podobné obrovské
koncepéni potize objev existence jinych geometrii nez té, kterou popsal Eukleides ve
své slavné knize Zaklady.

Myslenka ,neeukleidovskych geometrii“ se dockala obecného prijeti az v devate-
nactém stoleti. Ke smiru doslo bez ohledu na to, ze nas kazdodenni svét je vyhradné
eukleidovsky.

Volné zpracovano podle wikipedie a knihy Keith Devlin: Problémy pro treti tisicileti.
Sedm nejvétsich nevyresenych otdzek matematiky.
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1.2.6 Hilbertovy problémy

Seznam 23 takzvanych Hilbertovijch problémi predlozil David Hilbert (1862-1943) v
roce 1900 ve své prednasce Problémy matematiky na 2. mezindrodnim kongresu mate-
matikt v Parizi. Tyto problémy predstavovaly nejvétsi tehdy nevyfesené matematické
problémy. Velka ¢ast téchto problémi je jiz dnes vyfesena, ptricemz jejich TeSeni vy-
znamné ovlivnilo matematiku 20. stoleti.

Seznam problémt je v nésledujici tabulce:

Stav Popis Pribuzné
téma

la. wvyTeseno Existuje mnozina, jejiz kardinalita by byla Hypotéza
mensi nez kardinalita mnoziny redlnych ¢i- kontinua
sel, ale vétsi nez kardinalita spocetné neko-
ne¢né mnoziny?

1b. vyreseno Je kontinuum realnych ¢isel dobte usporda- Axiom — vy-
dana mnozina? béru

2. wvyvraceno Lze dokazat, ze axiomy logiky jsou beze- Godelova
sporné? véta

3. vyvraceno  Existuji dva mnohostény o stejném objemu, 3. Hilbertiv
které neni mozno preskladat jeden v druhy? problém

4. v podstaté Najdéte geometrie, které jsou pti zachovani 4. Hilbertav

vyfeseno axiomu primky a kruznice oslabeni axiomu problém
pravého tihlu a odstranéni axiomu o rovno-
bézkach nejblizsi Eukleidovské geometrii.

5. dokézano Lze u funkei definujicich spojitou transfor- Lieova grupa
macni grupu automaticky predpokladat di-
ferencovatelnost?

6. otevieny Axiomatizujte fyziku. 6. Hilbertiav

problém problém

7.  Castecné Je a® transcendentni &slo pro kazdé alge- Gelfondova

dokazano  braické ¢islo a # 0,1 a iraciondlni ¢islo b7 véta

8.  otevieny Dokazte Riemannovu hypotézu. Riemannova

problém hypotéza

9.  cCastecné Zobecnéte reciprocni véty teorie cisel. Artinova

vyfeseno véta

10. vyvraceno  Existuje algoritmus, ktery je schopen pro Matijasevicova
libovolnou diofantickou rovnici uréit, ma-li véta
reseni?

11. castecné Zobecnéni teorie kvadratickych forem proli- 11.  Hilber-

vyfeseno bovolné téleso konecného stupné. tav problém

12. v podstaté Zobecnéni Kroneckerovy véty pro obecné al- Takagiho

vyfeseno gebraické téleso. véta

13. castecné Dokazte, ze obecnou rovnici sedmého Arnol’dova

dokézano stupné nelze vyftesit pomoci kompozice véta

funkci dvou proménnych.
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Stav Popis Pribuzné
téma
14. v podstatée Diikaz konecnosti jistého systému funkei. 14.  Hilber-
Vyvraceno tav problém
15.  vyreseno Rigorézné podlozit algebraickou geometrii, Schubertova
obzvlasté Schubertovu vypocetni geometrii. vypocetni
geometrie
16. otevreny Studium topologie redlnych algebraickych 16. Hilber-
problém kiivek a povrchii. tav problém
17.  vyreseno Nalézt zpusob, jak vyjadrit definitni racio- 17. Hilber-
nalni funkei jako soucet ¢tvercti racionalnich  tiav problém
funkei.
18.  vyreseno Lze zaplnit prostor pomoci nepravidelného 18.  Hilber-
opakovani mnohosténa? tav problém
19. vyreseno Jsou Teseni problému ve variacnim poc¢tu 19. Hilber-
vzdy algebraicka? tav problém
20. v podstaté Reseni obecnych tiloh s okrajovymi podmin- Dirichlettiv
vyTeseno kami. problém
21. vyfeSeno Reseni linearnich diferencidlnich rovnic pti 21.  Hilber-
zadané charakteristické grupé. tav problém
22. vyfeSeno Uniformizace komplexnich analytickych 22.  Hilber-
funkci pomoci automorfnich funkci. tav problém
23. v podstaté Rozsiteni metod variacniho poctu. Varia¢ni po-

vyTeseno

cet
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Algoritmy a algoritmizace jsou pojmy, které v soucasnosti ,hybou svétem . Kdekdo

je pouziva, c¢asto v nesmyslnych souvislostech, malokdo jim rozumi.

V nésledujicich odstavcich se pokusime tyto pojmy ponékud lépe ,pojmenovat‘,
uvést zakladni vlastnosti a na prikladech ukazat vybrané sledované vlastnosti nékte-
rych algoritmti. Bohuzel neni mozné se této problematice vénovat v jeji plné siti, tolik

,prostoru® v tomto sesitu k dispozici neni.

2.1 Co je to algoritmus?

Problematika algoritmii a algoritmizace je dnes natolik Siroka', e ji neni mozné
postihnout jednou védni specializaci. Dokonce ani jednim védnim oborem. Tématu se

Thluboka taktéz

19
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,néjak dotykaji védni obory, jako naptiklad:
e matematika (teorie grafii, numerickd matematika, problémy typu P-NP,...)
e teoretickd informatika (prekladace, jazyky, datové struktury, kybernetika, ... )

e aplikované védy ( databéze, operacéni systémy, grafické algoritmy, programovani,
fadici a vyhleddvaci algoritmy, .. .)

Budeme chtit riznorodé algoritmy néjak posuzovat, hledat lepsi, rychlejsi, efektiv-
néjsiZ,. . . K tomu potfebujeme néjaka kritéria, podle kterych je budeme ,néjak mérit*,
posuzovat néjaké (vybrané) vlastnosti.

2.1.1 Rizna pojeti algoritmu

V bézné te¢i a v riznych ucebnicich se lze setkat s rizné prisnym pojetim pojmu
algoritmus. Nékdo pozaduje splnéni vice z uvedenych vlastnosti, nékdo méné.

Zakladni myslenka je nicméné shodna. Algoritmus je lidsky (a tedy nepfesné) feceno
strojové proveditelny, spolehlivy a uzitecny pracovni postup.

Rizné varianty definice algoritmu, které jsme v (konecném case) nasli:

1. Presny navod, postup, souhrn elementarnich krokt, c¢innosti vedouci k dosazeni
pozadovaného cile.

2. Algoritmus je pracovni postup, ktery splnuje tyto povinné vlastnosti:

(a) Rezultativnost. To znamend, ze vzdy vyda néjaky vysledek.

(b) Finitnost (konecnost). To znamend, ze nékdy (v koneéném case) skonéi. Ji-
nymi slovy, skon¢i po konecném poctu provedenych krokii.

(c) Elementarnost (jednoduchost) popisu. Algoritmus je popsan koneénym po-
¢tem zakladnich instrukei. Tedy takovych, o kterych je jasné, jak se provedou
(a tedy neumoznuji zadny osobity vyklad nékterého vykonavatele).

(d) Determinovanost (jednoznacnost). Postup préce je jasné dany a vzdy zavisi
pouze na popisu algoritmu a na vstupu (at uz jde o vejce, nebo o informace,
tedy néjaka ¢isla). Na prabéh algoritmu nemd zadny vliv.

3. Algoritmus numerické metody je jasnd a jednoznacnd specifikace (popis) koneéné
posloupnosti operaci, aritmetickych a logickych, jejichz prostrednictvim se m —tict
¢isel z urcité mnoziny vstupnich dat jednoznacné prirazuje n — tice vysledk.

4. Numericky algoritmus (=numericky proces) neobsahuje logické operace.

5. Algoritmus je presny navod ¢i postup, kterym lze vyresit dany typ tlohy. Pojem
algoritmu se nejcastéji objevuje pti programovani, kdy se jim mysli teoreticky
princip feSeni problému (oproti presnému zapisu v konkrétnim programovacim
jazyce).

2v§imneme si, ze uvedené pojmy maji zatim ponékud nejasny, neurcity obsah



2. ALGORITMY 21

6. Algoritmus je ,posloupnost konecného poctu elementarnich krokt vedouci k vy-
reseni ulohy“. Jinymi slovy, algoritmus je pfesny postup, jakym lze vytesit dany
kol (napf. zjistit soucin dvou éisel). Kvalitu algoritmu pak urcuje nejmensi pocet
krokti, ktery je k dosazeni cile potieba.

Blok 2.1.1: Mozna pojeti algoritmu

Jako priklad algoritmu se casto uvadi kucharsky recept, coby popis pracovniho postupu
vedouctho k dosazeni cile (zhotoveni pokrmu).

Je dobré si uvédomit, ze termin algoritmus ma mnohem obecnéjsi platnost. Postup,
kdy se presouvame z bodu A do bodu B také vyhovuje kritériim algoritmu. Prechazime-
li vozovku, je dobré se rozhlédnout, nejdiive vlevo, poté vpravo. Jede-li z patii¢ného
sméru néjaké vozidlo, pak. ..

Lze nahlédnout, ze uvedeny priklad muze byt soucasti vétsiho celku, napriklad nalézt
vhodnou trasu z bodu A do bodu B. Ze zkusenosti vime, Ze takovych tras muze byt
velké mnozstvi. Pak prijde na fadu ,dil¢i“ algoritmus presunu z bodu A do bodu B. ..

2.1.2 Reprezentace a zapis algoritmu

Zde je vysvetleno nékolik zakladnich zptisobii, jak miizeme zapsat algoritmy. Spravné
zapsat algoritmus je dilezité predevsim pro jeho dalsi vyuziti, pripadné tpravu.

Slovni popis — slovni popis v prirozeném jazyce. Vysvétleni krok po kroku, co algorit-
mus v dané fazi provadi a jak bude reagovat.

Vyvojovy diagram — grafické znazornéni algoritmu, feseni tlohy jednotnymi znackami
a zkratkami.

Strukturogram - Uspornéjsi znazornéni algoritmu, kombinace grafického a textového
popisu

Datové orientovany diagram HIPO — (z angl. Hierarchy plus Input- Process- Output),
je grafickym vyjadienim funkéniho ¢lenéni problému, struktury dat a postupu
feseni problému pri rizném stupni podrobnosti.

vvvvvv

do kvadrantu.

Stavové diagramy — grafické znazornéni algoritmu. Podobné vyvojovym diagramtim,
vychazi vsak z odlisné filozofie pristupu k feseni algoritmu.

Existuji dalsi, vétsinou vSak tzce specializované popisy ¢innosti. Casto se pouzivaji
k popisu pouze k jedné, (nebo nékolika mélo) konkrétni ¢innosti. Také mohou pfipadné
popisovat specifické datové struktury. Typicky priklad jsou tzv. ,UML diagramy“.
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TECHNOLOGICKE SCHEMA RESENI PROBLEMU
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Obrazek 2.1.1: Priklad algoritmu (stavového diagramu)

2.2 Obecné vlastnosti algoritmi

Postupem doby doslo k obecné shodé o nékterych zakladnich vlastnostech algoritmii
a zpusobech (metodach) stanoveni kvantifikacnich parametri. Algoritmy by mély mit
obecné vlastnosti:

1. koneénost (finitnost)
Kazdy algoritmus by mél (musf) skonéit v koneéném poctu kroki. Pocet kroku mize
byt libovolné velky (v zavislosti na rozsahu vstupnich tdaju, ptip. jejich hodnotach),
ale pro kazdy jednotlivy vstup musi byt konecny. Postupy, které tuto podminku ne-
splnuji, se obvykle nazyvaji vypocetni metody. Prikladem nekoneéné vypocetni me-
tody je reaktivni proces, ktery priubézné reaguje s okolnim prostiedim, naptiklad
operacni systém. Nékteri autori vSak mezi algoritmy zahrnuji i takovéto postupy.
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2. Obecnost (univerzalnost)
Algoritmus nema resit jednu konkrétni ilohu (napt. ,vypocitej rovnici y =2-x+4%,
ale obecnou t¥idu problému daného typu, (naptiklad ,vypocitat rovnici ve tvaru
y=k-x+q“. Musi mit Sirokou mnozinu moznych vstupu (validnich i nevalidnich)
véetné vhodné reakce.

3. Determinovanost

Kazdy krok algoritmu musi byt jednoznacné a presné definovan. V kazdé situaci musi
byt naprosto ziejmé, co a jak se ma provést, jak ma provadéni algoritmu pokracovat.
Pro stejnd vstupni data musime dostat vzdy stejné vysledky. Protoze bézny (hovo-
rovy) jazyk obvykle nebyva zcela jednoznac¢ny, neposkytuje naprostou ptresnost, byly
pro zéapis algoritmi navrzeny zvlastni (programovaci) jazyky, které tento pozadavek
spliuji. V nich ma kazdy prikaz jasné definovany jednoznacny vyznam. Vyjadieni
vypocetni metody v programovacim jazyce se nazyva program. Nékteré algoritmy
ale determinované nejsou, hovorime potom o nedeterministickiych algoritmech.

4. Vystup (resultativnost)
Algoritmus méa alespon jeden vystup, veli¢inu, ktera je v pozadovaném vztahu ke
vstupnim (zadanym) datim. Tvoii tak odpovéd na problém, ktery algoritmus resi
(algoritmus vede od zpracovani hodnot k vystupu).

5. Elementarnost
Algoritmus se skladd z koneéného poétu relativné jednoduchych (elementarnich)
kroki. Mél by i po konecném poctu krokt skoncit. Je dobré si uvédomit, ze za-
psany konec¢ny pocet krokt algoritmu v néjakém programovacim jazyce jesté nemusi
znamenat konecny pocet vykonanych kroki.

Lze nahlédnout, ze uvedena kritéria jsou spise kvalitativni, nez kvantitativni. Nas
budou predevsim zajimat takové algoritmy, které jsou v néjakém smyslu kvalitni. Ta-
kové algoritmy hodnotime podle riznych kritérii, ktera néjak splnuji. Napriklad métime
pocet krokt potrebnych pro béh algoritmu, jednoduchost, efektivitu ¢i ,eleganci®.

Problematikou efektivity algoritmiti, metodami, jak z nékolika algoritmu fesicich
konkrétni problém vybrat ten vhodny, se zabyvaji odvétvi informatiky nazyvané al-
goritmicka analyza a teorie slozitosti. Nékteré metody si v nasledujicich odstavcich
ukazeme.

2.3 Zpiusoby klasifikace algoritmii

V odstavci (2.1) jsme se pokusili naznacit, ze pod pojem algoritmus lze v podstaté
y,néjak® zahrnou jakoukoliv ¢innost, proces ve spolecnosti, piip. v prirodé. Je tedy
zrejmé, Ze neexistuje jedno univerzalni hodnotici kritérium, podle kterého by bylo mozné
vSechny algoritmy jednotné, univerzalné ,zmérit .

Kazda oblast pouziti si tak vyvinula (stanovila) své postupy hodnoceni ,kvality“,
pripadné efektivity* pouzitych algoritmu.

Postupem doby se tak odborné verejnost shodla na urcitych metodologiich, kterak
hodnotit algoritmy. Uvedeme si pouze nékterd, (asi) nejcastéji pouzivand kritéria. Ostatni,
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méné ¢asto pouzivand, pripadné uzce (specificky) zaméfend kritéria si laskavy Ctenar
jisté (s pomoci , Velkého Bratra“) vygoogli sam.

2.3.1 Déleni algoritmi

Iterativni — algoritmus opakuje urcité casti (skupinu instrukei). Kazdé opakovani muze
probihat s jinymi daty, mysleno, jako ,vstupni data“ pro blok instrukei se pouzije
,vysledek® z predchoziho itera¢niho kroku.

Typicky predstavitel iterativniho zptisobu prace muze byt elementarni krok zna-
mého algoritmu bublesort:

je-li: prvek; > prvek;+1 — zameén obsah p; a p;+1, pro:t=0,1,2,..., n—1.

Rekurzivni — algoritmus ,,vola“ sdm sebe s novou sadou parametrii. Casto jsou k témto
ucelum vyuzity zasobnikové datové struktury poskytované (obvykle) operacnim
systémem. Typicky predstavitel je definice vypoctu faktorialu:

nl=n-(n—1)!

pripadné casta implementace fadiciho algoritmu Quick sort.

Rekurzivni algoritmus opakuje kéd prostrednictvim volani sebe sama (obvykle na
podproblémech mensi velikosti). Kazdy rekurzivni algoritmus lze prevést do itera-
tivni podoby. Samotny prevod casto fesi automaticky kompilator nebo virtualni
stroj daného programovaciho jazyka.

Vyhoda rekurzivnich algoritmu je v jejich snadno ¢itelném a kompaktnim zapisu.
Nevyhodou je spotieba dodateénych systémovych prostredki (zdroji) pro udrzeni
jednotlivych rekurzivnich volani.

Hladové — propracovavaji se k Teseni pomoci jednotlivych rozhodnuti, ktera jakmile
jsou ucinéna, uz nejsou déle revidovana

Algoritmy typu rozdél a panuj — rozdéli problém na mensi podproblémy a dil¢i feseni
poté slucuji. Typicky predstavitel této tridy algoritmi je algoritmus Quick sort.

Algoritmy dynamického programovani — tesi problémy od nejjednodussich po slozi-
téjsi, pricemz vyuzivaji vysledky jiz vyresenych jednodussich problému.

Pravdépodobnostni algoritmy — néktera rozhodnuti provadéji ndhodné.

Genetické algoritmy — napodobuji biologické evoluéni procesy.

Heuristické algoritmy — nehledaji presna reseni, pouze néjaka vhodna ,priblizeni®.
(Ne)deterministické algoritmy — jsou takové algoritmy, které maji v kazdém svém

kroku pravé jednu moznost, jak pokracovat. Nedeterministicky jich ma vice. P1i-
kladem miize byt deterministicky a nedeterministicky automat.
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2.3.2 Zpracovani jednotlivych kroki algoritmu

sériové algoritmy — jednotlivé kroky algoritmu jsou provadény jeden za druhym, se-
rializované, nasledujici krok se neprovede drive, dokud se nedokonci predchozi
krok. V podstaté (doneddvna) jediny mozny zpusob prace na jednoprocesorovych
systémech.

Rada algoritmt je navrzena tak, ze pracuji serializované, nelze tudiz vyuzit moz-
nosti soucasnych vypocetnich systémi. Takové algoritmy je nutné preformulovat,
je-li to mozné.

paralelni algoritmy — jednotlivé kroky algoritmu (bloky kroku) se zpracovavaji zdrover
v Case na vice procesorech. Tento zptisob prace klade extrémni naroky na spravné
sestaveni (formulovani) algoritmu z pohledu zachovani konzistence dat. Pouziva
se obvykle na vypocetnich systémech tésné vdzangch (vice vypocetnich jader,
spoleénd pamét) a vice, ¢i méné slozité synchronizacni metody.

distribuované algoritmy — je varianta paralelniho pocitani s tim, ze ,vazba“ vypocet-
nich systémil je pomérné volna (hovoifme o vijpocetnich uzlech). Casto vypocet
probihé tak, ze urcita centrdlni autorita, supervizor rozdéli data na dil¢i bloky
a ty poté ,pridéli“ jednotlivym vypocetnim uzlim. Kazdy vypocetni uzel pak
disponuje vlastnim vypocetnim jadrem, vlastni paméti a (neziidka) i vlastnim
operacnim systémem. Typicky predstavitel distribuovaného pocitani je projekt
Boinc (diive SETI@home). Naroky na ,vhodné sestaveni“ algoritmu, ¢i spise
jeho vhodném rozdéleni, distribuci, budou podobné jako v ptipadné paralelnich
algoritmii. Podobné zavéry lze odvodit i pro ,pocitana data‘“.

2.3.3 Naroky na zdroje (potfeba zdroju)

Mame za kol vykonat, zpracovat jisty proces. Tento proces je charakterizovan ur-
¢itym pracovnim postupem, algoritmem. Abychom mohli ispésné (¢asto i netspésné)
provést takovy proces, potfebujeme k tomu urcité podminky. Naptiklad pro uvareni
(mozna) dobrého obéda potirebujeme

e predepsané suroviny
e pracovni postup
e kuchyn s nadobim, ap.
Pro zpracovani urcitého vypocetniho postupu také potiebujeme urcité podminky.
e vhodné vybaveny pocitac
e vytvoreny program
e Cas na vypocet

Je patrné, ze zakoupeni predepsanych surovin pro uvareni obéda stoji urcitou sumu
penéz. Jaké suroviny a v jakém mnozstvi nakoupime je zavislé na pocétu porci, které
mame uvarit a na zpracovavaném receptu.
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Porizeni pocitace stoji urc¢itou sumu penéz. Podle vypocetnich narokii pouzitého
algoritmu rozhodneme, kolik a jakého technického vybaveni zaplatime. Naptiklad kolik
opera¢ni paméti potrebujeme, jak vykonny (a drahy) mikroprocesor potfebujeme, ...

Potreba urcité velikosti operacni paméti, prip. vykonu procesoru nazyvame termi-
nem potreba zdroju. Bez ni vypocetni proces neprobéhne, vyuzivame ji, ,cerpame* jeji
schopnost ,,pamatovat si“. Zdroje jsou obecné splnéné predpoklady pro provedeni da-
ného algoritmu.

Kolik a jak velké mnozstvi zdrojiu nas algoritmus potfebuje vyznamné ovlivni naroky
na porizeni potfebnych prostredki. Proto je nutné znat naroky jednotlivych algoritmi
na jednotlivé zdroje.

Asymptoticka slozitost algoritmu — urcitym zplsobem vyjadiuje mnozstvi ¢asu po-
ttebné na provedeni algoritmu v zavislosti na velikosti zpracovavanych dat. V
vany) parametr popisujici vlastnosti algoritmi. Budeme se ji vénovat podrobnéji
v nasledujicich odstavcich.

Prostorova slozitost algoritmu — urcitym zptisobem vyjadiuje naroky na pamétové ka-
pacity vypocetniho systému. Rozlisuji se naroky na operac¢ni pamét a naroky na
diskové kapacity, pripadné ,ostatni“ paméfové kapacity. S soucasnosti neni pro-
storové slozitosti prikladén tak velky vyznam (dokoupit dal$i operacni pamét je
relativné snadné a pomérné lacingé).

Doba tvorby programu (zdrojového kédu) — reprezentuje casové (a obvykle i finanéni)
naklady na vytvoreni (naprogramovani) vypocetniho systému. Muze nastat situ-
ace, ze vypocet neklade prilis vysoké naroky na mnozstvi dat, pripadné extrémné
kratké casové reakce. Také se muze stat, ze bude vypocet proveden pouze jednou.

V téchto pripadech miize byt vyhodnéjsi naprogramovat feseni tlohy rychle, i
kdyz vypocetné neprilis efektivné. Vzdy je ovsem nutné takové okolnosti dikladné
Zvazit.

2.3.4 Tridy slozitosti

Trida sloZitosti je urcitou abstrakci nad riznorodou, ¢asto neptehlednou klasifikaci
riznych algoritmii. Stanovuje obtiznost rozhodnutelnosti daného problému na Turin-
gove stroji.

Trida P — polynomidlni tfida, obsahuje problémy rozhodnutelné v polynomialnim case.
Napriklad:
e M4 dany graf kostru o velikosti maximalné k7
e Existuje v daném acyklickém grafu mezi uzly a a b cesta, jejiz délka je nejvyse

k?

Trida NP — nepolynomialni tiida, obsahuje problémy, které jsou rozhodnutelné pomoci
nedeterministického Turingova stroje v polynomidlnim case, tzn. jsme schopni
ovérit jejich TeSeni v polynomialnim case. Napriklad:

e Lze dany graf obarvit maximalné k& barvami?
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e Existuje v daném grafu hamiltonovska kruznice?

e Existuje v daném grafu klika o alespon k vrcholech?

2.4 Casova sloZitost algoritmii

V soucasnosti lze registrovat explozivni vyvoj vykont (mikro)procesort, véetné vsech
riznych vypocetnich konstrukei na nich zalozenych. To nabizi, pfimo vnucuje, prirozené
feseni problému ,neimérné dlouhého vypoctu*. Prosté koupime rychlejsi pocitac. Prvni
problém tedy nastal, jak vlastné ,ohodnotit* vykon vypocetniho systému, co je ,rychlé
a co ,pomalé.
mnozstvi zpracovavanych dat muize vést k nefesitelnym problémtm ve vztahu dodavatel-
odbératel. Vypocetni systém miize velmi uspokojivé bézet pro ur¢ité mnozstvi dat. Poté
dosdhnou data kritické velikosti a systém se zacne dramaticky zpomalovat. Proc¢?

Reseni v rozhodnuti koupit vykonnéjsi systém nemusi problém vytesit. Otazka totiz
zustava. Jak moc vykonnéjsi by mél byt novy systém. Problém déle vyhrocuje nelinearni
zavislost ceny vypocetniho systému na jeho vykonu.

Bylo by dobré mit k dispozici néjaky posuzovaci apardt, pomoci kterého bychom
dokézali stanovit kritické (¢asové) charakteristiky systému (algoritmu).
Jednim z nich je stanoveni casové sloZitosti algoritmu.

2.4.1 Casova slozitost nalezeni maxima

Ukazme si na jednoduchém elementarnim prikladu princip metody.
Ulohas:
V datovém poli o n prvcich najdéte maximalni prvek
Reseni:
I velmi zac¢inajicimu programatorovi je jasné, jak bude probihat vypocet. Je patrné, ze
elementarni krok vipoctu je pravé test, kdy kontrolujeme, zda ¢ —ty prvek neni nové
maximum. Pro N prvkia v poli musime tedy provést N porovnani.

Oznacéme T}, dobu nutnou pro provedeni jednoho elementarniho kroku. Lze nahléd-
nout, ze pro N; prvkla provedeme N porovnani a spotifebujeme 77 =TT, - Ny casu. Pro
Ns =10- Ny prvka provedeme No = 10- Ny porovnani a spotfebujeme T =717, -10- Ny
casu. Desetindasobné mnozstvi vstupni dat povede na desetindsobné mnozstvi spotieby

Casu:d
Ny N Ts N T7, - 10Ny

N o TN
Je patrné, ze spotieba casu vypoctu je linedrni funkci poctu vstupnich dat. Hovorime
o linedrni casové sloZitosti.

10; ~ 10~ Cy

3forméalni odvozeni ¢asové slozitosti provedeme pozdéji. . .
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2.4.2 Casova slozitost algoritmu bublesort

Ukazme nyni na prikladu algoritmu bublesort jiny typ casové slozitosti. Jde o jeden
z nejjednodussich radicich algoritmu.
Uloha:
Datové pole o N prvcich settidte vzestupné pomoci algoritmu bublesort.
Resend:
Ve strucnosti pripomenme v tabulce 2.4.1 funkci algoritmu bublesort.

Funkce algoritmu bublesort:

a) porovnej hodnotu prvku p; a p;41 pole

b) plati-li: p; > p;j+1, — zameén obsah prvki p; a p;y1.

d

)
)

¢) jinak nedélej nic
) opakuj body a az ¢ pro vSechny prvky pole
)

e) opakuj bod d dokud bude splnéna (alespon jednou) podminka b

Tabulka 2.4.1: Algoritmus bublesort

Zajima nas, kolikrat musime provést jednotlivé kroky algoritmu (body a az c tabulky
2.4.1). Predpokladejme nyni, ze prvek py obsahuje hodnotu minima pole.

Je ztejmé, ze provedenim bodu d:
e se prvek py presune na misto prvku py_.
e provedeme pravé N — 1 elementdrnich kroku algoritmu (body a az c).

Ma-li se (puvodni) prvek py postupné dostat na pozici prvku p; je patrné, ze bod d
algoritmu musime opakovat pravé N —1.4
Celkovy pocet krok algoritmu tak bude:

(N—1)-(N—1)=N?—2N+1

Podobné, jako v prikladu ?? nés nyni bude zajimat spotieba casu pro ritzné velka
vstupni data.

Pro vykonéni jednoho elementarniho kroku algoritmu potrebujeme Tj, ¢asu. Jsou to
kroky a az c. Je také zirejmé, ze krok b se nemusi provést pokazdé, zalezi na konkrétnim
obsahu porovnavané dvojice.

Pro N; vstupnich dat bude potteba casu:

Ty =Ty- (N} —2N; +1)
Podobné pro Ny = 10- N; vstupnich dat spotfebujeme mnozstvi casu:

Ty =Ty- (N3 —2No+1) =T, ((10- N1)? — (2-10- Ny) + 1)

4nyni neuvazujeme mozné optimaliza¢ni strategie
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Tudiz:
Ny @sz-100N§—20N1+1%100
N T Tb-N12—2N1+1
Byt se zatim jednd spiSe o intuitivni odhad, 1ze konstatovat, Ze Casova zavislost algo-
ritmu bublesort je popsana kvadratickym polynomem, rikdme, ze je kvadratickd.

10;

2.4.3 Ostatni ¢asové slozitosti

Protoze algoritmu je velmi mnoho riznych druht fesici rozmanité tlohy (vseho
druhu), lze o¢ekdvat i rozmanité casové slozitosti. V tabulce (2.4.2) je prehled nejcas-
téjsich casovych slozitosti, které mnohou algoritmy nabyvat:

n =10 n=100 n=1000 n=10000 n =100000

logn 2.3 4.6 6.9 9.2 11.5
vn 3.2 10 31.6 100 316.2
n 10 100 1000 10000 100000
nlogn 23.0 46.0 69.1 92.1 115.1
n? 100 10% 106 108 1010
n? 1000 106 107 1012 1015
on 1024  1.26-10%0 1.07-1030! A 00 ~ 00
n! 3.63-105 9.36-10'°7 A 00 A 00 A 0o

Tabulka 2.4.2: Casté ¢asové slozitosti a pocty operaci

Zkusme nyni odhadnout kolik ¢asu by potreboval néjaky vypocetni systém k dokonceni
ulohy, budou-li ¢isla v tabulce predstavovat pocty operaci k dokonceni vypoctu.

Optimisticky predpokladame, ze mame k dispozici vypocetni systém, ktery je scho-
pen provést 1010 operaci/sekundu. Je patrné, e mame vypocetni systém extrémné
vykonny a také extrémné drahy.

n =10 n =100 n=1000 n=10000 n = 100000
logn  0.23ns 0.46ns 0.96ns 0.92ns 1.15ns
Vvn 0.32ns Ins 3.16ns 10ns 31.62ns
n 1ns 10ns 100ns lus 10ps
n? 10ns lus 100us 10ms 1s
n3 100ns 100us 0.1s 100s 27.8hod
2" 102.4ns  8.59-10Met!  3.39-10%3(et! A 00 A 00
n! 363us  2.96-10140et! A 00 A 00 A2 00

Tabulka 2.4.3: Spotfeba ¢asu pro rtizné ¢asové slozitosti

Peclivym prostudovanim tabulky 2.4.3 zjistime, Ze pro béZnou vypoctaiskou praxi lze’
rozumné akceptovat ¢asovou sloZitost stupné n?, maximalné (ve specidlnich pifpadech)
slozitost stupné n3.

Lze také konstatovat, ze pro casové slozitosti exponencidlniho, ptipadné faktoridalniho
stupné se s nejvétsi pravdépodobnosti nikdy nepodari vyrobit pouzitelny vypocetni
systém pro data urcité, pomérné malé velikosti.

Mozna pomiize k vytvoreni urcité casové predstavy srovnani, staii vesmiru se odha-
duje na ,pouhych® 4.35-10sec ...

Snékdy se skifpénim zubil. . .
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2.5 Asymptoticka slozitost algoritmaii

Analyzou algoritmu bublesort jsme dospéli k zavéru, ze jeho casovou slozitost je
mozné vyjadrit formuli:

Ny

Ty _Ty-100Nf —20N1+1
N,

T; Ty- N2 —2Ni+1

10;

Pro praktické potieby porovnavani vlastnosti riznych algoritmu je tato, pomérné slo-
zité zapsand, formule obtizné pouzitelna. Lze odhadnout, Ze pro jiné algoritmy muze
algoritmt z hlediska jejich casovych naroki by tak bylo pomérné slozité a obtizné. Také
nas spise zajima chovani algoritmt pro opravdu velka data.

2.5.1 Asymptoticka slozitost algoritmu bublesort

Jak vyTesit tento problém ? Vyuzijeme faktu, ze pro opravdu velkd data je ,Casovy
prispévek“ nejvyssiho fadu (obvykle polynomu) ve formuli k celkové spotiebé casu
dominantni. Ostatni ¢leny (obvykle) polynomu ve formuli tak ,pfispivaji“ k celkové
spotfebé casu podstatné mensi mérou. Rozhodneme tedy, ze jejich ,prispévek® je za-
nedbatelny. A presné to udélame, zanedbame ho.

Ukazme si tento postup na prikladu algoritmu bublesort. Méjme mnozstvi vstupnich
dat Np. Pro jejich zpracovani potfebujeme T; ¢asu. Pro jiné mnozstvi vstupnich dat
N5 =1000- Ny bude potteba T casu. Pomérime-li tato cisla, ziskame:

Ny 1000- Ny Ty  Tp-1000 000]\]12 —2000Ny+1
N2 ~1000: =2~ ~ 1 000 000
N N ’ T Tb~N12—2N12—|—1

Lze si vSimnout, ze pro pomér mnozstvi vstupnich dat 1: 10 je pfispévek ostatnich ¢lenti
polynomu cca 20%. Pro pomér mnozstvi vstupnich dat 1: 1000 je pfispévek ostatnich
¢lent polynomu cca 0.2%. Pro opravdu velkd data se tak bude limitné blizit nule.

Nez se dostaneme k formalni definici asymptotické casové sloZitosti, prozkoumejme
val, ze odhad c¢asu pro zpracovani algoritmu bublesort je nejhorsim casovym odhadem.
HtieS vipocet dopadnout nemiize. Co by mohlo viimavého ¢tenafe vést k tomuto za-
véru 7

Vratme se jesté jednou k k podrobnostem funkce algoritmu bublesort. Vime, ze
elementarni operace algoritmu jsou body a az c¢ v tabulce 2.4.1. Dobu, kterou tyto
operace potrebuji ke svému provedeni jsme oznacili Tj. I programéator-zacatecénik vi, ze
musi pouzit nejméné dvé rtzné skupiny instrukci zvoleného jazyka.

e instrukci pro test,

e instrukce pro postupnou zaménu obsahu proménnych

67 hlediska spotfeby ¢asu
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Pouziti instrukei pro zaménu obsahu proménnych bude zavislé na konkrétnim obsahu
tridénych dat. Mohou se provést, ale nemusi. Pokud se neprovedou, nespotiebuji proce-
sorovy cas. Jaka tedy bude casova zavislost algoritmu bublesort, budeme-li respektovat
nova zjisténi?

Pocet elementédrnich operaci typu ,test® bude n? —2n + 1. Plyne to z charakteru
funkce algoritmu bublesort. Jak postihnout skutecnost, ze nékdy se zaménné operace
provedou, nékdy ne. Ukazuje se, ze vhodny popis, ktery dostatecné presné respektuje
dané vlastnosti je:

Ty =T, -c1-(n?—2n1+1)

pro pocet vstupnich dat ny a ,urc¢itou skladbu* vstupnich dat. Pro jinou kombinaci
hodnot vstupnich dat zjistime:

Ty="T.-co-(n?—2n1+1)

kde ¢; > 1;¢9 > 1. Charakter, skladbu vstupnich dat tedy obecné postihneme néjakou
multiplikativni konstantou:

c1>c>co > 1.

kde c¢; je multiplikativni konstanta pro nejhorsi casovy odhad, co je multiplikativni
konstanta pro nejlepsi casovy odhad.

Multiplikativni konstanta tak pouze zohledni konkrétni dobu vypoctu pro konkrétni
skladbu vstupnich dat a konkrétni algoritmus.

Budeme-li predpokladat, ze se zdména obsahu sousednich prvka provede vZdy, zis-
kame pravé nas nejhorsi casovy odhad.

Odhadnéte casovou konstantu co pro algoritmus bublesort

Pozor, je to chytak !

Priklad 2.5.1: Odhad ¢asové konstanty co algoritmu bublesort

2.5.2 Asymptoticka slozitost algoritmu quicksort

V odstavci 2.5.1 jsme zjistili, Ze stanovend (odhadnutd) ¢asova slozitost algoritmu
bublesort je praveé nejhorsi mozna.

Pak by ale mohl existovat takovy odhad ¢asové slozitosti, ktery by mohl byt nejlepsi
mozny, pokud analyzovany algoritmus touto vlastnosti disponuje. Ukazme si na prikladu
algoritmu quicksort podobnou vlastnost.

Poznamenejme, ze algoritmus quicksort lze charakterizovat jako algoritmus typu
rozdel a panuj. Pracuje rekurzivne tak, ze rozdéli datové pole na mensi tseky podle
urcitého pravidla. Poté je settidi, blizsi popis viz definice 2.5.2, prip. definice 2.5.3.
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Funkce algoritmu Quicksort(l,p):

Vstup: 1, p, pole[]
pokud [ <p
pivot < pole[(14+p)/2]
q < rozdel(l, p, pivot)
Quicksort(1,q)
Quicksort(q+1,p)
Vystup:  Setiidéné pole pl-]

Blok 2.5.2: Funkce algoritmu quicksort

Funkce rozdel rozdéli pole dat na dvé c¢asti. Leva polovina obsahuje prvky, které
jsou mensi, nebo rovny pivotu:

pole[k] <pivot ; k=11+1,142,...,¢;
Prava polovina pole obsahuje prvky, které jsou vétsi nez pivot:
polelk] > piwvot ; k=q+1,q+2,q+3,...,p.

Hodnota indexu ¢ odpovida hranici mezi levou a pravou polovinou pole.

Cinnost funkee rozdel(l, p, pivot):

Vstup: 1, p, pivot
opakuj dokud plati [ < p

opakuj dokud plati pole[l] < pivot
1 141

opakuj dokud plati pole[p] > pivot
p < p+1

zamén(L,p)

Vystup: vrat index p

Blok 2.5.3: Cinnost funkce rozdel

Mame-li stésti (v idedlnim pripadé), podaii se postupné vybirat jednotlivé pivoty
tak, ze kazdy tsek bude rozdélen pravé na dveé stejné poloviny. Ziskame tak:

nultd hladina rekurze — 1 pole o n prvcich

n

prvni hladina rekurze — 2 pole, kazdé o — prvcich

druha hladina rekurze — 4 pole, kazdé o — prvcich
%

treti hladina rekurze 8 poli, kazdé o 3 prvcich
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Tabulka 2.5.4: Algoritmus quicksort - déleni pole na useky
Lze vysledovat, ze casova slozitost pro jednotlivé tseky je:

n. n _n
O(n+25 +47 +8§+-+21°g” 1) = O(n-logn).
Coz je asymptoticka casova slozitost, ktera je ,velmi prijemnd“. Odtud méa také algo-
ritmus své jméno. . .

Co se stane, pokud nemame takové stésti, ale naopak, nehoraznou smulu a ,,podari*
se nam postupné vybirat jednotlivé pivoty tak, ze jejich hodnota vzdy bude nejmensi
(nebo nejvétsi) ¢islo pro dané pole?

V takovém pripadé je z funkce algoritmu ziejmé, zZe jednotliva déleni pole na ¢asti
budou extrémné nesymetricka. Vzdy ,vzniknou“ pole o velikosti 1 prvek a zbytek pole.
Z funkce algoritmu také plyne, ze v takovém pripadé bude pocet déleni n (pfesné n—2).
Potom ,pfijemna casova slozitost“ prejde na tvar:

O(n-logn) — O(n-n)=0O(n?).

Coz je casova slozitost, ktera je podstatné méné vyhodna. Pro opravdu velkd data by pak
mohl byt rozdil spotieby casu znacny. Tato neprijemna vlastnost tak ,diskvalifikuje*
tento algoritmus v situacich, kdy je nutné garantovat dobu odezvy a kvadraticka c¢asova
slozitost je nevyhovujici. . .

2.5.3 Problémy asymptotické slozitosti

V odstavci 2.5 jsme naznacili zavislost spotteby strojového casu, doby vypoctu na
mnozstvi vstupnich dat.

Na dany problém lze nahlizet i ,,z druhé strany“. Existuje fada situaci (pozadavki),

kdy na provedeni uréitého (zvoleného) vypoctu mam jen omezené mnozstvi ¢asu’.

Proto je dulezité umét rozhodnout, zda vypocet skonéi v pozadovaném case, pii-
padné jak ,to“ dopadne pro data n —nasobné velikosti.

Nastal tak ¢as formalné definovat casovou slozitost.
Rikéme:
f(n)=0(g(n)) pravé tehdy Je>0;n>ng : f(n) <c-g(n).

ve vyznamu:
funkce f(n)neroste radové rychleji, nez funkce g(n).

viz obrazek 2.5.2.

Blok 2.5.4: Definice ¢asové slozitosti

Diilezité je, ze se nezmeéni charakter casové slozitosti algoritmu.

"Co je omezené mnozstvi ¢asu je velmi zavislé na okolnostech. Nékdy mtze byt ,dost“ i jedna
milisekunda, jindy muze byt jeden den malo. ..
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Obrazek 2.5.2: Definice ¢asové slozitosti

Plati-li definice 2.5.4, fikdme:
casové slozitosti, které se lisi pouze multiplikativni konstantou

patii do stejné tridy casové slozitosti.

Blok 2.5.5: Ttida ¢asové slozitosti

Presnéji bychom méli zapisovat:

f(n) € O(g)
a Cist:
f je titdy O(g)
Poznamka:
Symbol ,=* v definici 2.5.4 by mél byt spise nahrazen symbolem ,<* ve vyznamu:

je asymptoticky rovno.

To, ze funkce c- g(n) pro n > ng nikdy neni mensi nez funkce f(n), viz definice 2.5.4,
také znamenad, ze odhad casové slozitosti je pro dany algoritmus ten nejhorsi mozny.
Jinymi slovy to znamena, ze prakticky vypocet pro zvoleny algoritmus nikdy nedopadne
hure, spise lépe.

Obecné stanoveni casové slozitosti algoritmu je pomérné obtizna tloha. Riiznych
druht algoritmu je prinejmensim tolik, kolik je riznych druhu loh (technickych, mate-
matickych, fyzikalnich, biologickych, sociologickych, ...). Proto existuje znaéné mnoz-
stvi hodnoticich postupii, kazdy méa néjaké ,prednosti® pro urcité typy uloh, pro jiné
nikoliv.

V prostoru vymezeném timto sesitem bohuzel neni mozné se vénovat vsem aspektim
a metodam, které lze pouzit pro stanoveni ¢asové slozitosti. Vnimavy ctenatr bude jisté
schopen dohledat potfebné odborné pasaze.
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Motto: - Mas-li problém, formuluj jej matematicky;
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rovnici vyres.

Mas po problému.

Néazev tohoto odstavce jsme opsali z knihy Sander Bais: De natuurwetten. Iconen van
onze kennis. Amsterdam 2005. Existuje ¢esky preklad z roku 2009 s nazvem ,Rovnice
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Vzpomeneme-li si jesté na knihu R.E.Peierls: Zékony prirody (Orbis Praha 1961),
mame zde dva prameny vzdélani, které by nemély chybét v knihovné ucitele.
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3.1 Rovnice a rovnosti

Rovnost je vztah (relace)! Rovnice je tloha! Podobné jako nerovnost a nerovnice.
Matematickym modelem néjakého zdkona je rovnost nebo nerovnost (pfipadné jejich
soubor). Je jisté pozoruhodné, Ze v technologiich se zdkontum (vztahim) velmi casto
k& rovnice a fakticky jde o rovnosti.

Napriklad: pohybova rovnice, rovnice kontinuity, stavova rovnice, Maxwellovy rov-
nice, rovnice vedeni tepla, Navierovy-Stokesovy rovnice, Schrodingerova rovnice, atd.
Fakticky médme pohybovy zdkon, zadkon spojitosti, stavovy zakon, Maxwellovy zakony,
zakon vedeni tepla, Navieruv-Stokestv zdkon, Schrodingeriv zakon, atd.

Jsou ovsem cestné vyjimky: Archimedtv zakon, Ampériuv zakon, zakon nabidky a
poptavky, atd. Ty jsou ale dané spiSe z historickych divodi. Je pozoruhodné, ze se
nerika Coulombova rovnice, Ohmova rovnice, Kirchhoffova rovnice, ...

Jiz ve starovéku se formulovaly tlohy, které mély cisté matematicky charakter. Je-
dinym néstrojem k jejich feseni byl mozek (isudkové tlohy, slovni tlohy). Tendence
lidi vylepsovat svoje nastroje vedly k rozvoji abstraktnich (matematickych) néstroju a
technologii.

3.1.1 Vylet do skolnich lavic

Pti vzpominkach na hodiny matematiky se vétsiné z nas asi vybavi vselijaké nudné
manipulace s pismeny a ¢isly (na papife nebo na tabuli) v rdmci néjakych tkola ¢i
prikladi. Napriklad:

Reste rovnici: (122 +3)2+ (52 +3)% = (1324 4)? !

Zék: Co se po mné chce? Co mam délat?

Pedagog: Musis najit x!

Zék: Pro¢ ho mam hledat? Vzdyt je to tady napsany a dokonce ttikrat.

Pedagog: Musis to x vypocitat, abys znal feSeni rovnice!

Zak: (J4 to znat nepotiebuji, vy to chcete!) A co mam tedy délat?

Pedagog: Nejdrive musis upravit vyrazy v zavorkach podle vzorecku:

(a+0)? = a® + 2ab+ b?!

Zak: Je to takto dobfe? 144x? 4 72z + 9+ 2522 + 302 4+ 9 = 16922 + 104z + 16;

Pedagog: Ano. Ted na kazdé strané rovnice secti, co se da secist

Zak: 16922 + 102z + 18 = 16922 + 104z + 16; a co dal?

Pedagog: Ted musis vSechny ¢leny na pravé strané prevést na levou stranu a secist, co jde

seCist!
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Zék: —2x+2=0; je to dobie?

Pedagog: Vyborné! Ted si vzpomen na vzorecek, ktery jsem vam minule nadiktoval do sesitu:

b
ar+b=0,z=—-.
a

. -2
Zak: x = —% =1, je to dobte?

Pedagog: Vyborné. Vytesil jsi danou rovnici.

Zak: (No a co? K ¢emu to budu potfebovat?)

Pedagog: (tusi, co se zédkovi honi hlavou) Podivej se, chces-li hrat profesionalné fotbal, musis

hodné trénovat — béhat, skakat, skakat na kazdé noze zvlast, hazet, trénovat
obratnost a manipulaci s micem, atd. To vSechno budes ve fotbale potirebovat.

Zék: Ja ale matiku nikdy potfebovat nebudul!

Konc¢ime znamym povzdechem pedagoga:

e Kdyz ofu na poli, vidim za sebou brazdu, kdyz ofu s vami, nevidim za sebou nic!

3.1.2 Lineérni(\@lgebraické)f rovnice pro jednu neznamou

Také muzeme rtikat: Algebraickd rovnice 1.stupné (nezndmd se vyskytuje v 1.moc-
niné). Predpokladdme, Ze Ctendf je obeznamen s timto tématem na trovni prirucek
typu: J.Poldk: Stredoskolska matematika v tlohach.

Presto zacneme vyklad nejjednodussi rovnici, abychom ,se odrazili“ k vykladu slo-

vvvvvv

Formulace:

Jsou dana ¢isla a € C, b € C. Chceme najit ¢islo 7 € C takové, Ze plati rovnost:
aT+b=0.
Cislu T ¥kéme resend (koren) linedrni rovnice: ax+b=0.

Pokyn ,Reste v C rovnici az+b =0 je piijatelna formulace tlohy, pokud si uvé-
domujeme, Ze jde o zkratku. Pokyn ,Reste v R rovnici ax+ b= 0% znamena, Ze feseni,
kofen(y) hleddme pouze v R.

Resitelnost:
1. Kdyz a # 0, potom ¢islo T = —b/a je jedingm fesenim.

2. Kdyz a =0, b= 0, potom fesenim je libovolné ¢islo z C. Rikame také, ze rovnice ma
nekonecné (nespocetné) mnoho reseni.

Resime-li rovnici na podmnoziné C, pak toto tvrzeni nemusi platit. Viz diofantické
rovnice, odst. 1.2.2.

3. Kdyz a =0, b # 0, potom rovnice je v C nefesitelnd (nema v C feseni).
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Blok 3.1.1: Linearni rovnice pro jednu neznamou
Metody - postupy vedouci k dosaZeni reseni:
a) Algebraické manipulace a operace: viz vyse zminéné prirucky.
b) Geometrické (grafické) metody: viz tamtéz.

c¢) Itera¢ni metody: uvedeme princip, ktery budeme pozdéji potiebovat.
Rovnost:
az+b=0

upravime na:
pak napriklad bud:

nebo:

(je nekonecné mnoho takovych moznosti).

Zvolime libovolné cislo xg a pocitame posloupnost podle rekurentni formule:
Tpy1 = (1 —a)z, -0,

nebo formule:

Ty —b

1+a

Kdyz posloupnost konverguje, tak konverguje ke kotenu Z.

Tn4+1 =

Poznamka - predevsim didakticka:

Nejen matematiky vzdy inspirovala otdzka neresitelnosti daného problému (tlohy). To
vedlo k rozsitovani ¢iselnych mnozin. Vyjasnovani moznosti ,déleni nulou® vedlo také
k limitdm a v abstraktni algebte k tzv. délitelim nuly.

3.1.3 Polynomialni rovnice pro jednu neznamou

Formulace:
Je dan polynom (mnohoclen) n —tého stupné v proménné x:
P, () =an- 2" +ap1-2" t+-4a-x+ag, an £0,neN, q; €C,i=0,1,2,...n.
Chceme najit ¢islo z € C takové, ze plati rovnost:
P,(z)=0.
Cislu # ikame reseni (koren) rovnice: Py (z) = 0.

Resitelnost: P¥ipometime pouze, ze v C existuje pravé n kofent, a ze komplexni ko-
feny tvori komplexné sdruzené dvojice praveé kdyz dany polynom ma vsechny koeficienty
realné!

Resenim je tedy n-tice kofent.
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7 \ Blok 3.1.2: Polynomialni rovnice

Metody: Celé generace matematiki se pokousely najit postupy, jak pomoci manipu-
laci s odmocninami najit (vypocitat) vsechny koreny.

Vysledky jsou sice pomérné chabé (s vyjimkou tzv. Cardanovych vzorci), ale je
to bohaté vyvazeno rozvojem abstraktni algebry s odpovédmi na mnohem obecnéjsi
otazky.

Pro kvadratickou rovnici mame metodu doplnéni na ¢tverec ktera nam odmocnova-
nim poskytne zndmé vzorce.

V technologiich jsou (zatim) plné vyhovujici numerické metody.

3.1.4 Obecna rovnice pro jednu neznamou

Formulace tlohy v R:

Je dén algebraicky (funkciondlni) vyraz f(x) v proménné z. Vyraz f(z) chdpeme jako
funkeci:

f:D — H,

kde D C R je definicni obor dané funkce a H C R je jeji obor hodnot. Déle je dano
¢islo b € R a mnozina W C R (W muze predstavovat specidlni mnozinu, v niz hleddme
koren; napriklad vSechna kladn4 ¢isla).

Chceme najit ¢islo z € W takové, aby platila rovnost:
f@) =b.
Cislu 7 ifkdme koren nelinedrni rovnice f(z) = b.
Mnoziné vSech kotenu se také ¥ika reseni (angl. solution) rovnice.

Poznamenejme, ze formule:
flz) =0
je pouze stru¢nym zapisem formulované tlohy.

V praxi se castéji setkdvame se zapisem:

fi(x) = fa(z) =b
kde f1 a fo jsou dané funkce.
Resitelnost tlohy:

1. Kdyz b € H (b patii do oboru hodnot funkce f), potom tloha ma aspon jeden
koren.

2. Kdyz b € H a funkce f je ostfe monotonni, potom tloha mé pravé jeden koten v
D.

3. Kdyz b ¢ H, potom tloha je nefesitelnd, nebo nema smysl. Sem patii slavné tilohy:

2> =—1, sinz =5 (iloha délostielcti za Velké vlastenecké vélky)


mika
Tužka

mika
Tužka


LA

O

40 3.1 ROVNICE A ROVNOSTI

Blok 3.1.3: Rovnice v R

Metody: Algebraickymi manipulacemi s vyrazem f(z) lze uspét pouze u specifickych
typu rovnic. Obvykle pouzivame prevod na jednodussi rovnice. Musime vsak peclivé
analyzovat, jestli upravend rovnice ma stejna reseni (kofeny) jako rovnice ptivodni.

Metody pro stiedoskolské verze téchto rovnic (goniometrické, exponencidlni, loga-
ritmické, iracionalni) se opiraji o prevody na jednoduchy typ rovnic, u nichz se vysledek
ysnadno uhadne®. Naptiklad rovnice:

sinx+cosx =1

se prevede na rovnici:

. T, V2
sm(x+4)— 5

Vysledek formalné zapiseme:

Skoro univerzalnimi metodami jsou metody numerické. Zde vsak témto metoddm
nechceme vénovat vétsi pozornost. Uvedme aspon jejich nazvy: metoda prosté iterace,
bisekce, regula falsi, tecen, secen, Newtonova, Mullerova, Graeffova, Bairstowova.

Pozndmka: Matematicky profesional nebo aspon poloprofesional by si mél uvédomit
(,amatéri si toho vétsinou vibec nevsimnou) jednu jazykoveé-filozoficko-vykladovou
potiz souvisejici s uzivanim symbolu ,,=*. Rovnice:

flx)=0
je symbolicky zapis tlohy.

Napriklad mame tuto tlohu: Najdi ¢islo, které po vynasobeni timtéz cislem, prictenim
pétindasobku hledaného ¢isla a nakonec odec¢tenim 14, dava nulu.

Jak ted vysvétlime tzv. tpravy tlohy (rovnice). Vzdyt algebraické upravy se tykaji
rovnosti (!). Uloha mize byt nefeSitelnd, ale my ji ,vesele upravujeme®.

Uprava, kterd z nefesitelné tlohy déla tlohu resitelnou, je ekvivalentni? A co tprava,
ktera z neresitelné ulohy déla opét ulohu nefeSitelnou? Ano, davéruj ale provéruj!

vvvvvv

smysl.

Proto formulace rovnic v nasem vykladu vypadaji ponékud komplikované. Nechceme
yhosit diivi do lesa“, ale prfimlouvame se, aby formulace:

reSme rovnici. ..

se prelozila takto:

Predpokladejme, ze existuje Teseni Z a plati rovnost f(#) = 0. Tuto rovnost budeme
algebraicky upravovat. .., atd.
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Lístek s poznámkou
Korektně řečeno předpokládáme, že rovnice je řešitelná a manipulujeme s rovností   f(ˇx)  =  b.
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3.2 Jedna rovnice pro vice neznamych

3.2.1 Jedna rovnice pro dvé neznamé

Méjme (linedrni) rovnici F(x,y) =3z +4y—1=0.

Elementarni poznatky:

e Vime, ze kazda dvojice ¢isel typu (z,y) : (%,O), (0, i), (—1,1), atd. spliuji rovnost
3r+4y—1=0.

e Takové dvojici fikdme 7eseni rovnice 3z 44y —1=0.
e Vime také, ze ,technologickymi manipulacemi* muzeme ,vypocitat*:

1—4
,  nebo IE:M.

3

(1—3x)

y: 4

Pak také muzeme kterékoliv feseni dané rovnice zapsat ve tvaru dvojice:

1-4
) nebo dvojice (%,y)

(x, (1—3x)

a konkrétni dvojici vypocteme volbou x v prvnim piipadé nebo volbou y v druhém
pripadé. Tyto dvojice pak urcuji vztah (relaci, prifazeni, funkci) mezi hledanymi
(nezndmymi) parametry z, y.Tento vztah je tedy danou rovnici uréen skryté (im-
plicitné).

e Vime také, ze volbu bud x, nebo y mizeme realizovat ,slozitéji“, napr.:
r=—1+1;

pak dopocteme:
13t
YT
a vidime, ze dvojice (—1+t, %) reprezentuje vsSechna feseni dané rovnice pro
libovolnou hodnotu parametru ¢.

e Vime také, ze kdyz v kartézském (pravouhlém) soufadnicovém systému piiradime
kazdému feSeni (dvojici) bod v roviné, mnozina téchto bodu vytvoii pfimku a dana
rovnice se pak nazyva rovnice primky a vztahy:

1—3t

.T:—1+t, y:Tu

se nazyvaji parametrické rovnice primky.
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Obecny zapis linedarni rovnice pro dvé neznamé: (a, b, ¢ jsou dand cisla)

ar+by+c=0.
Analogicky:
Obecny zapis linedrni rovnice pro n neznamych: (a1, i = 1,2,...,n,c jsou dand
¢isla)

a1r1 +agxa+ - +apxy +c=0.

Resenim je n — tice (mnozina n — tic) ¢isel (Z1,To,...,Tn), k}eéé kterd spliugffovnost
a1T1+ a2+ -+ apTyp +c=0.

Blok 3.2.4: Linearni rovnice pro vice neznamych

Uloha:
Méjme rovnici y? — 2 = 0. Zde F(z,y) = y* — 2.
Resend:

Vidime, ze fesenim této rovnice jsou funkce:

y=+vr, y=-r; >0
tj. mnoziny dvojic: (z,v/), (z,—/7), (¢4sti paraboly), viz obrazek 3.2.4.

Pro x < 0 neni rovnice feSitelnd v R, tj. neexistuje redlna funkce y = f(x), ktera by
spliovala rovnost F'(z,y) = 0.

Pro & > 0 je rovnice Tesitelnd (dvé feseni - funkce).

Pro x >0, y > 0 je rovnice Tesitelna jednoznacné, tj. mezi nezdpornymi funkcemi
existuje jediné teseni.

V okoli U(xg) bodu z¢ je funkce y = ++/z jedinym lokdlnim FeSenim rovnice a
funkce y = —/x je také jedinym lokdlnim fesenim dané rovnice. Kdezto v okoli bodu 0
neexistuje funkce y = f(x), kterd by spliiovala danou rovnici.

Rozpaky ¢tenare nad témito tvrzenimi vyplyvaji z toho, ze si neuvédomuje definici
funkce, tj., ze kazdému = € U(xp) musi byt ptifazeno jediné ¢islo y.

yﬂ

jeciin_é \i“/«%véem’ )

Obrézek 3.2.1: Reseni funkcionalni tlofy = —y% =0
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3.2.2 Funkcionalni rovnice - globalni a lokalni reSeni

Formulace iilohy v R? - rovnice pro dvé neznimé:
Je dan funkcionalni vyraz F(x,y) a mnozina D C R?.

Vyraz F(x,y) chapeme jako redlnou funkci: F': D — H, kde: D je defini¢ni obor a H C
R je obor hodnot.

Chceme najit dvojici ¢isel (Z,7) € D takovou, pro které plati rovnost F(Z,¢) = 0.

Dvojice ¢isel (£,9) € D se nazyva reseni rovnice F(z,y) =0 (kofen rovnice) a urcuje
bod roviné R?.

Mnozina vsech takovych bodu (dvojic ¢isel) M = {(2,9) € D : F(Z,9) =0} se také
nazyva reseni rovnice.

Zapis ulohy:
F(z,y)=0.

Blok 3.2.5: Funkciondlni rovnice v R?

Definujeme:

(A) Funkce y = f(z),z € J CR je na na J globdlnim tesenim rovnice F(x,y) =0,
jestlize:
Vo € J plati rovnost F(z, f(x)) =0,

Plati-li pozadovand rovnost pouze v okoli néjakého bodu zg, tj.:
Ve eU(xg) C T : F(z, f(x)) =0,
rikame, ze funkce y = f(z) je lokdlnim resenim (v okoli z() dané rovnice.

(B) Funkce z = f(x,y), (7,y) € Q C R? je na Q globdlnim resenim rovnice o tfech
neznamych F'(z,y,z) = (]Jjestliie:

V(z,y) € Q plati rovnost F(z,y, f(z,y)) = 0.
Plati-li pozadovand rovnost pouze v okoli bodu (zg,0) ,tj.:
V(z,y) € U(zo,y0) C €2,
rikdme, ze funkce z = f(z,y) je lokdlnim resenim dané rovnice.

(C) Funkce u= f(x), x € Q CR" je na Q globdlnim resenim rovnice o n+ 1 neznamych
F(x,u) =0, jestlize:
Vx € Q plati rovnost F(x, f(x)) =0; x = [x1,22,...,2,] .
Plati-li pozadovand rovnost pouze v okoli bodu x(©), tj.:

vx e UxO) cq,

rikame, ze funkce u = f(x) je lokdlnim rTesenim dané rovnice.
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Blok 3.2.6: Globalni a lokilni reSeni

Teoretickd analyza Tesitelnosti funkcionalnich rovnic je velmi rozsdhld a vyzaduje
velmi hluboké poznatky z matematické a funkcionalni analyzy, diferencialni geometrie
a z teorie kiivek a ploch. Pripomenme pouze, Ze feSitelnost integralnich a diferencialnich
rovnic se o tuto analyzu opira.

Na tomto misté uvedeme jen nékolik praktickych poznatkt na ilustrativnich prikla-
dech. Dalsi poznatky geometrického typu jsou uvedeny v odst. 3.3.

Napriklad rovnice
v —(@*=1)>=0

mé v R osm spojitych feseni y = f(x):

1. y:ng—L 6 . ]-_:LQ’ pro (_007_1)7
) Y= :L‘z_la pro (—1,+OO),
2. y=1—2a~,
3. y=|zt—1|, 7 y_{ 2 —1, pro (—oo,1),
7T 1—22, pro (1,4+00),
ZL‘2—1, pro (_007_1)7 ]-_:LQ’ pro (—OO,l),
5. Y=4 4 _ 2 1 8. y=9 2_
1—2% pro (—1,—0c0), x“—1, pro (1,+00).

Viz obrazky 3.2.3a,b.

Ya : : : Y

(a) Reseni 1 (b) Reseni 2

Obrézek 3.2.3: Dvé ze spojitych Teseni rovnice y? — (22 —1)? =0

A nekonecné mnoho nespojitych feseni typu :

(z) = x?—1, proVr <k,
Yk\T) = 1—22, proVz>k, k>0,5

Viz obrazek 3.2.4.

Poznamka: Spoléhame na to, Ze ¢tenar aspon tusi, co je spojitd, resp. nespojita funkce.



3. ZAKONY PRIRODY - SYMBOLY POZNANI 45

Obréazek 3.2.4: Jedno nespojité feseni rovnice y? — (22 —1)2=0; k=3

3.3 Rovnice z geometrie

3.3.1 Rovnice krivek a ploch

Pripomindme zndm4 (snad) fakta ze stfedni skoly. Méjme vsak na paméti (!), ze
proménné (neznamé) interpretujeme v pravouhlé soustavé soutradnic.

Rovnice primky
ar+by+c=0, (a,b)#(0,0),
¢isla a,b,c jsou déna, x,y jsou proménné (neznamé).

Reseni rovnice primky, tj. mnozina
p={(z,y) €R%: ax+bx+c=0},

se nazyvé piimka v R2. Tedy pi{mka je FeSenim rovnice pfimky.
Blok 3.3.7: Primka

Rovnice kruznice
(x—20)*+ (y—y0)* =17,
x0,Yo,7 jsou dand Cisla, z,y jsou proménné (nezndmé).
Reseni rovnice kruznice, tj. mnozina
K= {(z,4) €R: (5 —20)2+ (y— o) =12},
se nazyva kruznice v R? se stfedem S = (z9,70) a polomérem 7 > 0.

Tedy kruznice je fesenim rovnice kruznice.
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Blok 3.3.8: Kruznice

Rovnice elipsy
(z —0)? N (y—90)® _,
a? b2 ’

x0,Y0, a > 0,0 > 0 jsou dand ¢isla, z,y jsou proménné (nezndmé).

Reseni rovnice elipsy, tj. mnozina

£={(ry) ert: B0 Wowl gy

se nazyva elipsa v R? se stiedem S = (29,0) a poloosami a > 0,b > 0.
Blok 3.3.9: Elipsa

Rovnice roviny
ax+by+cz+d=0, (a,b,c)#(0,0,0),

¢isla a,b,c jsou dana, x,y,z jsou proménné (neznamé).

Reseni rovnice roviny, tj. mnoZina
P={(z,y,2) €R3: ax+br+cz+d=0},

se nazyvé rovina v R3. Tedy rovina je FeSenim rovnice roviny.

Blok 3.3.10: Rovina

Znézornéte v roviné R? mnoziny p,kC,E z predchoziho vykladu, piipadné dalsi
(!) mnoziny jako feseni piislusnych rovnic:

D1 ={(z,y) eR? : y—2° =0} - (parabola)

Dy ={(z,y) €R* : 2% —2y* =0} - (hyperbola)
Dy ={(z,y) € R? : zy = 1} - (hyperbola)
Dy={(z,y) €R* : y—e” =0} - (exponenciala)
Ds = {(x,y) €R? : y—sinz =0} - (sinusoida)

Do ={(z,y) €R?* : y—v1—22=0} - (pllkrunice)
D7 ={(z,y) eR* : y*+2? =1} - (kruznice)

Priklad 3.3.1: priklady jednoduchych ktivek
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Pozndmka: Geometrické (grafické) zndzornéni mnoziny feseniD, se také nazyva graf
rovnice.

Zaveér: Nemame ambice v tomto odstavcei vylozit néjakou podstatnou ¢ast analytické
geometrie kiivek a ploch, ¢i dokonce ¢ast diferencidlni geometrie. Chtéli jsme pouze, v
duchu naseho vykladu o rovnicich, upozornit na nékteré souvislosti a pojmy. Napriklad:

1. Funkce y = f(z) mize byt fesenim algebraické rovnice typu F(x,y) = 0; pak se
tato funkce casto nazyva implicitni funkci nebo funkci uréenou rovnici implicitné.

2. Tzv. parametrické rovnice kiivky jsou z naseho pohledu zépisem (globalniho) fe-
Seni prislusné rovnice krivky:.

3.3.2 Soustava dvou rovnic pro dvé neznamé. Graficky a
numericky pristup

Méjme soustavu dvou funkcionalnich rovnic pro dvé neznamé:

2?2 +y?—2=0,

2 — y2 —y=0.
Prvni je rovnice kruznice a jejim globalnim feSenim je kruznice. Druhd je rovnici hy-
perboly a jejim globalnim fesenim je hyperbola (viz obrézek 3.3.5). Algebraicky jsou to
dvé kvadratické rovnice pro dvé neznamé.

Lokalni feseni prvni rovnice jsou dvé:

1 1
y= 1 (x— 1)2 :x€<0,1> | horni pulkruznice®
1 1 . . .
y=— i (r— 1)2 :x€<0,1>  dolni pulkruznice

Lokalni feseni druhé rovnice jsou také dve:

—1+VI1i+4a?

y = ; x € R horni vétev paraboly

2
—1—+v1+4x2
2

y = ; x € R dolni vétev paraboly

Chceme najit takovou dvojici bodit (Z,7) € Q C R?, aby piislusné rovnosti platily
soucasneé, tj. aby:

A

PrP—2=0 AN P2—§>—9=0;
Geometricky hleddme priiseciky uvedenych ktivek.
Algebraickd metoda: Na elimina¢nim principu dostaneme polynomidlni rovnici 4.stupné.

Grafickd metoda: viz obrazek 3.3.5. Zjistime, Ze jedna dvojice ¢isel je (0,0) a druhd
(0,8;0,4) - odhad.

Numerickd metoda: Poc¢ateéni aproximaci (0,8;0,4) zpresnime Newtonovou iteraéni me-
todou s presnosti 1077):

2=0,7718445; 4 =0,4196434.
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Dvojice (#,79), se nazyvaji reSeni soustavy rovnic

P+§P-2=0

i‘2—g2—g:0

Takovych dvojic lze ¢asto nalézt vice, nez jednu. Mnozina vsech takovych dvojic se také
nazyva reseni soustavy rovnic.

Obrazek 3.3.5: Grafické feSeni soustavy rovnic

3.4 Rovnice linearni algebry

Predem se omlouvame, ale bez ptipravy skoc¢ime do technologie maticového poctu.
Trocha pripravy je uvedena v prvnim sesitu, odstavci 4.3. Zobrazeni mnozin.

Zékladnim technologickym principem je eliminace nezndmych. Rikédme, 7e ,upravujeme
soustavu rovnic“, ale fakticky pracujeme s danymi koeficienty soustavy, tj. s matici A
a sloupcem b.

3.4.1 Soustava dvou rovnic pro tri neznamé

Méjme soustavu rovnic linearnich:

1 —4a0+Tr3 = 10
ro—2x3 = —4.
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z

1 4 7 10

aeenw [14 71[5][ 2]
€3

Nejdiive se na tuto tlohu podivejme pohledem odstavce 3.2.2. Globalnim fesenim je
mnozina vsech trojic (z1,x2,x3) splnujicich dané pozadavky. Z prvni rovnice vidime, ze
x1 zavisi na xo,xs, tj. existuje funkce f; takova, ze:

x1 = fi(z2,x3) = 10+ 4z — Txs;
z druhé rovnice vidime, ze:
x9 = fo(xg) = —4+ 2x3.
Takze: 1 = f1(f2(x3),23), a potom TeSeni (trojice) muze byt zapsano :
(z1,22,23) = (f1(f2(23),23) 5 falz3);23),

tedy jako funkce jedné proménné (parametru) xs. V tomto piipadé jde o funkci o tech
slozkach, tedy o vektorovou funkci.

Prelozime popsané uvahy do srozumitelnéjsi podoby:
z druhé rovnice jsme stanovili x9 v zavislosti na x3; z prvni rovnice x1 v zavislosti na
xo a x3. Vlastné jsme realizovali eliminac¢ni proceduru.

Nyni konkrétni postup:

a) rucni:
r3 =1

a z 2.rovnice vypocteme:
To=—4+2t

a z 1l.rovnice vypocteme:
1 =—6+1.

Zapiseme vysledek ve sloupcich:
o —6, 1

XxX=v+t-u,x=| 22 | ,v=| —4, | ,u=| 2

X1 O 1

kde plati:
Ax=Av=>b, Au=0.

X nazyvame obecné Teseni soustavy,
v nazyvame partikuldrni feseni soustavy,
t-u nazyvame obecné Teseni prislusné homogenni soustavy.

Geometricky je obecné feseni parametrickym vyjadrenim prusec¢nice dvou rovin
uréenych danou soustavou (tzv. vektorové vyjadieni primky).
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b) algoritmicky, urceny pro ,velké soustavy“. Tu si predstavime jako maticové za-
psanou ve tvaru:

1 4 7 Tl 10
0 1 -2 9 = —4
00 O x3 0
Abychom mohli stanovit vSechna Tfeseni dané soustavy, sestavime si maticovou
rovnici:
1 4 7 V1 Ul 10 O
01 =2 vy ug | =| —4 0
0 0 1 V3 U3 01

Nulu na diagonale matice soustavy odpovidajici nezname xs nahradime volbou
t =1 ak ptivodni pravé strané piipojime vektor [0,0,1]7. ReSenim ziskané maticové
rovnice je matice:

-6 1
X=| -4 2
01

jejiz sloupce urcuji vsechna feSeni puvodni (nedouréené) soustavy, tj.
T T
x =[—6,—4,0]" +¢[1,2,1]" =u+t-v.
Laskavy ¢tenar se muze dosazenim presvédcit, ze v je Tesenim ptvodni nehomo-
genni soustavy a u Tesenim prislusné homogenni soustavy.

Vektor x =v+1-u je tzv. obecné reseni soustavy. Prednosti tohoto postupu je,
ze muzeme uzit standardni algoritmy pro regularni matici soustavy.

Blok 3.4.11: Tlustrace metody Teseni ,nedourcéené* soustavy

3.4.2 Zakladni dloha linearni algebry

Zde pottebujeme, aby ¢tenar mel alespon zakladni predstavu o Eukleidovském pro-
storu E" se skaldrnim soucinem (viz napf. Sesit I, odst. 6.2.2.).

Zakladni uloha linedrni algebry:

Je dana matice A a sloupec b.
Stanovte sloupec X takovy, aby platila rovnost: Ax = b.

Tuto tlohu zapisujeme struéné Ax = b a nazyvame soustava linedrnich algebraickyjch
rovnic. Sloupec X se nazyva reseni ulohy.

Existuje-1i Teseni X této lohy, potom pro matici A typu (m,n) a sloupec X typu
(n,1) musi byt sloupec b typu (m,1) (nutnd podminka Tesitelnosti).

Jsou to nutné podminky, nikoliv vsak postacujici podminky feSitelnosti. Neznamena
to, ze kdyz A,b jsou spravného typu, ze je tiloha fesitelna.

e Kdyz m = n, je matice A ¢tvercova.
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e Kdyz m < n fikame, Ze soustava je (viditelné) nedourcend.

e Kdyz m =1 an>1, hovofime o jedné linedrni rovnici pro vice nezndmych.

Blok 3.4.12: Zékladni tloha linearni algebry

Necht A je obdélnikovd matice typu (m,n), tj. m fadku a n sloupci a b € E™.
Soustava (tloha):
Ax=Db

ma Teseni v E", kdyz:
VbeE™3Ix € E": AX=Db (rovnost).

Transponovand matice k matici A je matice B typu (n,m), kterd je definovdna rovnosti

skalarnich soucinu:
2z’ Ax =x' Bz, Vx € E", Vz € E".

Znaii se B = AT, Viimneme si, ze z' Ax je skalarni souc¢in v E™ a y’ Bz je skaldrni
soucin v E".

Mé&jme linedrni zobrazeni A : E* — E™ a AT : E™ — E”, zna¢ime: A e E™" AT ¢
E™" . Mnozina:
HA)={yeE": y=Ax,Vxe€E"} CE™

se nazyva obor hodnot linearniho zobrazeni urceného matici A. Je to linedrni prostor
(provérte!), jehoz bdzi jsou linedrné nezdvislé sloupce matice A (zapis Ax =y tikd, ze
y € E™ je linedrni kombinace sloupcti matice A).
Mnozina:

HAT) = {weE": w=ATz Vzc E"} CE"
je obor hodnot linedrniho zobrazeni uréeného matici AT. Bézi tohoto linedrniho pro-

storu jsou linedrné nezdvislé radky matice A (provéite).
Z teorie linearni algebry vime, Ze sloupcovd hodnost matice A je rovna radkové
hodnosti, tj. plati:
h(A) = dimH(A) = dimH(AT) = h(AT) < min{m,n}.

Pripomenme, ze dim H (A) je pocet linedrné nezavislych sloupcti matice A (= pocet line-
arné nezavislych fadkt matice A7) a dimH(AT) je pocet linedrné nezavislych sloupcii
matice AT (= pocet linearné nezavislych radki matice A).

Mnozina:
N(A)={veE" : Av=0,,} CE", 0,, je nulovy sloupec v E",

se nazyva nulovy prostor (jadro) linearniho zobrazeni ur¢eného matici A € E™". Je to
linedrni prostor (provérte!), jehoz bazi jsou linedrné nezavisla reseni homogenni soustavy
Ax =0,,.
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Mnozina:
NAT) ={ueE™: ATu=0,} cE™, 0, je nulovy sloupec v E",
se nazyvéa nulovy prostor linedrniho zobrazeni uréeného matici AT € E»™. Baz{ tohoto
linedrniho prostoru jsou linedrné nezavislé feseni homogenni soustavy ATz = 0,,.

Definujeme ortogondlni dopliiky obortt hodnot zobrazeni A, resp. AT:
H(A) ={zeRM: 2Ty =0; Vy e H(A)} c RM,;

HAT)] = {ve RV : v'w =0; vw e H(AT)} C RV

Véta o resitelnosti ilohy Ax = b:
Méjme matici A s hodnosti h = h(A).
1. Kdyzb € H(A) CE™ a h < n, potom soustava Ax =b mé v E™ nekonené mnoho
feSeni x € E™ a tato FeSen{ jsou ve tvaru x =X+u, kde u € N (A) a AX=Db (u je

libovolny prvek z AV'(A)); X je néjaky prvek z E™ spliujici rovnost AX = b, (tzv.
partikuldrni resent).

2. Kdyz b ¢ H(A), potom soustava Ax = b nema Teseni, tj. pro libovolné xy € E”
je Axg #b.

3. Kdyz h=n a b € H(A) (specidlné pro h = n = m nemuze byt h > m), potom
soustava Ax = b ma pravé jedno Teseni.

4. Soustava Ax =b ma feseni pro libovolné b € E" pravé tehdy, kdyz h = m (matice
A ma& plnou hodnost).

5. Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

e soustava Ax = b je fesitelna;

e b€ H(A); Tato podminka 1ikd, ze b je linedrni kombinaci sloupct matice
A a odtud se dé pak odvodit znama podminka fesitelnosti : hodnost matice
soustavy se rovna hodnosti matice rozsitené.

e z'b =0, Vz € N(AT), tj. prava strana b je ortogonalni ke viem Fesenim
z € E™ homogenni soustavy ATz = 0,,.

Blok 3.4.13: Resitelnost tlohy Ax =b
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Motto: Cely Vesmir je zaloZen na principu rovnovéhy. Tato rov-
novaha drzi pohromadé nejen Vesmir, ale vse, co se v
ném nachézi. Véetné jeho zédkladnich prvki, atomd. . .

Homo sapiens byl nucen béhem svoji existence hledat rovnovihu (balance, équilibre,
equilibrio, statera, gleichgewicht) mezi svymi Zivotnimi zajmy a stavem prostiedi, ve
kterém zil.

Vymyslel si proto ¢isla, aby mohl mérit. Objevil timéru, pomér, trojc¢lenku, aby
poznal vztahy a mohl formulovat zavéry. Proto vymyslel symbol ,=*.

Cilem (nejen) kapitoly 4 je plnéni slibu uvedeném v nazvu nasi série sesitd, a to
Matematické technologie pro modelovani. Nemédme v imyslu suplovat uc¢ebnicovy vyklad
fyziky, ¢i ekonomie.

Chceme na vseobecné znamych elementarnich prirodnich zakonech a ekonomickych
procesech a jevech ukazat technologii vytvareni matematickych modeli a ukazat proc se
tyto modely vytvareji. Specialné chceme bojovat proti ,,vzoreckovému“ pohledu (nejen)
na prirodni védy.

93


mika
Tužka
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4.1 Zakony ekonomické rovnovahy

Motto: Neni to laskavost feznika, slddka, nebo pekaie, které
vdécime za svij obéd, ale je to jejich ohled na jejich
vlastni zajem. Nespoléhame se na jejich lidskost, ale na
jejich sebelasku a nikdy jim nezdtraznujeme nase po-
treby, ale jejich vyhody.

Adam Smith

Motto: Kdyz se jedinec ze vSech sil snazi pouzit sviij kapital

na podporu doméaciho pramyslu tak, aby vyroba méla
co nejvetsi hodnotu, pak nutné usiluje o to, aby roc¢ni
prijmy spolec¢nosti byly co nejvyssi.
Ovsemze vetSinou neni jeho umyslem podporovat ve-
fejny zajem a ani nevi, nakolik jej podporuje. Mysli je
na svij zisk a v tom jako v mnohém jiném jej vede ne-
viditelnd ruka, aby podporoval cil, ktery viitbec nemél v
umyslu.

Adam Smith

4.1.1 Zakon nabidky a poptavky

Prvni  kricky“ matematického modelovani spocivaji v tom, Ze si uvédomime na-
zvoslovi, terminy, veli¢iny a odhadujeme rtzné zavislosti, které jsem schopni interpre-
tovat matematicky.

Trh je misto, kde se stretdvd nabidka (vyrobci a prodejci) s poptéavkou (zdkaznici,
kupujici).

Cena (p - price) zavisi jednak na case t, ve kterém dochazi ke sméné produktu, tak
i na misté a podminkach smény, na prodavajicim a kupujicim. Je to ndhodna
(stochastickd) proménna. Je to skaldrni veli¢ina a vyjadiujeme ji v nasobcich
néjaké cenové jednotky. Tedy p(t), nebo p; oznacuje cenu v ¢asovém okamziku ¢.

Poptavka (D - demand) je ochota a schopnost kupujicich koupit si urc¢ité mnozstvi
daného produktu v zavislosti na jeho cené, tj. D oznacuje mnozstvi poptavaného
produktu (pocet, tuny, vagony, litry) v zavislosti na cené. Oznaceni D(t), nebo
Dy tika, Ze néas zajima mnozstvi poptavaného produktu v case t.

Mnozstvi (Q - quantum) poptavaného (Q D), nebo nabizeného (Qg) produktu.

Nabidka (S - suggestion) je mnozstvi urcitého produktu, ktery prodécajici nabidnou k
prodeji pti jeho rtznych cenéch, tj. S je mnozstvi nabizeného produktu pti urcité
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cené. Oznaceni S(t), nebo Sy 1ikd, Ze nas zajima mnozstvi nabizeného produktu
v Case t.

Zakon klesajici poptavky:

Poptavka se ridi cenou, kterd je na trhu, tj. s rostouci cenou klesd mnoZzstvi popta-
vaného zboZi.

Matematickym modelem tohoto (idedlniho) zakona ke ostre klesajici konvexni hladka
funkce p =d(Qp). jeji graf se nazyva poptavkovd krivka (viz obrazek 4.1.1).

Lze z ni ur¢it (odhadnout) predpokladané ceny pii urcitém poptéavaném mnozstvi
produktu na trhu. Zménu poptdavky znazornujeme posunem kiivky.

Inverzni funkce Qp = D(p) je opét ostie klesajici konvexni a hladka. Vypovidd o
tom, ze pri rostouci cené poptavané mnozstvi Qp klesa, tj. zakaznik je méné ochoten
nakupovat za vyssi ceny.

Dy

Obrazek 4.1.1: Zakon p=d(Qp) Obrazek 4.1.2: Zékon Qp = D(p)

Poznamka: V ucebnicich matematiky se uvedené vztahy zapisuji:

Zakon rostouci nabidky:

Rust ceny vyvoldvd rust nabidky, nebot zvysuje zdajem ze strany viyrobci.

Matematickym modelem tohoto (idedlntho) zadkona je ostie rostouci konvexni hladké
funkce p = s(Qg), jejiz graf se nazyva nabidkovd krivka (viz obrazek 4.1.3). Lze z ni urcit
(odhadnout) predpokladané ceny pifi urcitém nabizeném mnozstvi produktu na trhu.
Zmenu nabidky opét znadzornujeme posunem kiivky:.

Inverzni funkce Qg = S(p) je opét ostie rostouci, hladka, ale konkavni. Vypovida o
tom, ze pri rostouci cené nabizené mnozstvi Qg roste, tj. vyrobce dodava na trh vetsi
mnozstvi produktu (vétsi objem produkce) - viz obrézek 4.1.4.
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Dy : : : : QA

(QV
@V

Obrazek 4.1.3: p=s(Qg) Obréazek 4.1.4: Q = S(p)

(s je nabizené mnozstvi.

Zakon rovnovahy nabidky a poptavky:

e rovnovdha na trhu jednoho produktu je takovd situace, kdy nabizeni mnozstvi Qg
se rovnd poptivanému mnoZstvi QQp

e rovnovdha na trhu jednoho produktu je takovd situace, kdy cena nabidky pg se
rovnd cené poptavky pp, tj. d(Qp) = s(Qs).

Matematickym modelem zdkona je rovnost:

d(Qp) = s(Qs) nebo D(pp)=S(ps) nebo (Qp):=(Qs)t,

ktera rika, ze v urcitém case t bude poptavané mnozstvi rovno nabizenému mnozstvi.
Matematické modely zakont se formuluji predevsim proto, aby bylo mozné formu-
lovat matematické ilohy pro urceni parametri vystupujicich v modelu.

Ulohy rovnovdhy:

1. Pro dané poptavkové a nabidkové krivky (funkce) stanovit rovnovdznou cenu px
na trhu takovou, ze plati rovnost:

D(px) = 5(p*)
Mame tedy Fesit rovnici D(p) —S(p) =0, pro jednu nezndmou (viz odstavec 3.1.4).

2. Pro dané poptavkové a nabidkové krivky (funkce) stanovit rovnovdzné mnozstvi
@Q* produktt takové, ze plati rovnost:

d(Q*) = 5(Q%).

Méame opét Tesit rovnici, tentokrat d(Q) — s(Q)) = 0, pro neznamou Q).
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Je evidentni, Ze nejvétsi problém téchto tloh jsou vstupni data. Na obrazcich to vy-
pada jednoduse, ma se stanovit priusecik uvedenych kiivek. ovSem matematické feci o
resitelnosti rovnic zde jiz maji konkrétni obsah.

Napriklad, muze nastat na popisovaném trhu rovnovaha? Existuje viibec (na redlném
trhu) rovnovazné cena?

Idealizované (fiktivni) modely jsou vsak velmi uzitecné, protoze umoznuji klast
otazky, jejich odpovédi jiz maji prakticky obsah. Jedna takova situace je na obrazku
4.1.5.

pA

pfebytek ;
- spotrebitele® | g
*lod robce ........ > S

Obrazek 4.1.5: Rovnovaha nabidky a poptavky

~

——= Dynamicky zakon nabidly a poptavky: je!*z’ zformulujeme v podobé matematického
modelu, tj. jako rovnost:

D(pi) = S(pt-1).

Touto rovnosti je definovana posloupnost cen {p;}, t =1,2,3,... ; v Case t. Zde p;
prestavuje aktudlni cenu (cenu na aktudlnim trhu) v Case ¢t a p;—1 predstavuje cenu z
predchoziho obdobi.

Princip metody prosté iterace (viz odstavec 3.1.2) pro feseni rovnic, ndm umozni
stanovit vyvoj cen v jednotlivych fazich konkuren¢niho trhu. Musime vsak zvolit py.

Graficky znazornéné jednotlivé mezivysledky itera¢niho procesu se (k idivu mate-
matiki) nazyvaji pavucinovy model zikona nabidky a poptdvky (viz obrazek 4.1.6).

Posloupnost odchylek od rovnovazné ceny p; — px umoznuje analyzovat proces kon-
vergence k rovnovazné cené.

Jednotlivé iteracni kroky:
1. zvolime pg
2. S(po) =D(p1) = p1:

3. S(p1) = D(p2) = p2:
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4. S(pg) = D(pg) = p3:

5. S(p3) =D(ps) = pa:

Obréazek 4.1.6: Pavucinovy model zdkona nabidky a poptavky

4.1.2 Model uzavrené ekonomiky

Jedinou uzavienou ekonomikou je fakticky globalni ekonomika, nebot s jinymi svéty
(zatim) si nevyménujeme komodity. Jsou ovSem regionalni oblasti (dokonce i stéty) ,
které maji urcité znaky uzaviené ekonomiky.

Chceme vysvétli princip ekonomické rovnovahy (stability) za predpokladu, ze uvazo-
vany ekonomicky systém je uzavreny, tzn. ekonomicka rovnovaha vychazi z ,,prirozeného®,
tj. idealizovaného pohledu na ekonomické vztahy.

Tento pohled implicitné definuje jisty stupen socialni spravedlnosti. Nikdo ze ztcast-
nénych ,aktéra“ nebude doplacet na ostatni a nikdo se na tkor ostatnich neobohati.
Jednim z cilu je najit parametry rovnovahy, tj, ceny (mzdy) v jednotkéach, které si
stanovime, napiiklad ,,pocet medvédich kozesin“ urcité velikosti - jednotka M.

Zakon rovnovahy formulujeme takto:

V' prostredi uzavreného systému vyrobci, poskytovateli spotrebitelu sluzeb rovnovdhou
rozumime takovy stav, v nemz celkové ndklady Cn se rovnaji celkovym prijmum Cp, tj.
plati rovnost:

Cn =Cp.
Priklad uziti zakona rovnovahy v prostiedi ,chaluparské ekonomiky “:

Necht uzavieny systém je tvoren tfemi poskytovateli sluzeb: Tesarem, Elektrikdrem a
Instalatérem.
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Navzajem se dohodli, Ze si udélaji opravy na svych chalupach. Po zhodnoceni stavu
svych chalup rozhodli o objemu praci (cena prace bude tvorfit mzdu, v jednotkdch M)
a ze to udélaji za 10 dnti a zaplati si navzajem svoji praci. Sepsali si pracovni a vyplatni
plan

Odpracovano || Objem praci odvedenych (pocet pracovnich dnii)
pro Tesarem ‘ Elektrikarem ‘ Instalatérem
Tesate 2 1 6
Elektrikare 4 5t 1
Instalatéra 4 4 3

Oznacime-li p; jednotkovy (denni) objem prace vyjadieny mzdou, pak
p1 je denni mzda Tesare,
p2 je denni mzda Elektrikare,
p3 je denni mzda Instalatéra.

Potom podle dohody respektujici princip rovnovahy musi byt
naklady tesare: 2pj+ p2 +6p3=10p; (pfijem tesare),
naklady elektrikare: 4p;+5pa+ ps =10py  (prijem elektrikare),
naklady instalatéra: 4p;+4pe+3p3=10p3 (piijem instalatéra).

Tato soustava podminek (rovnosti) tedy predstavuje matematicky model zdkona
(principu) ekonomické rovnovéhy v ekonomickém systému tii chaluparu vyjadieného
pouze pomoci mezd a objemu praci. Potfebny materidl (jeho cenu) zahrnujeme do ceny
prace.

Muzeme formulovat tlohu rovnovéhy (soustavu tii linedrnich homogennich rovnic
pro hledéni nezndmych pp,p2,p3). Shodou Stastnych® dohod chalupaiu je soustava
fesitelnd (matice soustavy je singuldrni).

Lze snadno stanovit vysledek, feseni této homogenni soustavy. Je to jednoparamet-
ricky systém vektort

p =0 [31,32,36]7,
kde parametr [ je libovolné realné cislo.
Interpretace:
Ekonomika tii chalupait bude v rovnovaze pouze tehdy, budou-li jejich mzdy urceny

vypoctenym vektorem p.

1
Napriklad (8 = E) p1=0,31M; p2 = 0,32M; p3 = 0,36 M}

Pozndmka: pro jiny technicky stav chalup (jiny pldn) budou platit jiné ekonomické
podminky — jina dohoda.

Obecna tloha

Méjme systém n poskytovateli vzajemnych sluzeb (vyrobet). Kazdy z nich posky-
tuje zbozi, sluzby pro ostatni vyrobce a uziva dohodnutym (uréenym) zpusobem zbozi,
sluzby ostatnich vyrobct. Chceme stanovit ceny zbozi, sluzeb tak, aby celkové vylohy
byly rovny celkovym prijmtm.



60 4.2 ZAKONY MECHANICKE ROVNOVAHY

Oznacme:
p;j : cena (objem) prace j—tého vyrobce za zvoleny Casovy interval,
a;j - objem prace vyjadieny poctem casovych jednotek prace v poctu v (Cast cel-
kovych vyloh) j—tého vyrobce pro i—tého vyrobce.

Predpokladame:
p;j =0 1=1,2,...,n,
a;; >0 21,5 =1,12,...n,
n
> i =v : vylohy vSech vyrobcii pro j—tého vyrobce,
i=1
p=[p1,p2,...,pn]’ : cenovy vektor,
A = (aij) : burzovni (penézni, kurzovni) matice,
v : parametr objemu préce.

Matematicky model zdkona ekonomické rovnovahy je dan rovnosti

n
Ap:7p 7resp'za'ijpj:7pi 7Z.:]-727"'7n'
=1
Matematicka tloha je rovnice pro neznamé p,~y, piip. a;;. Chceme stanovit takové
hodnoty p,%, pro které nastane rovnovaha.

Poznamka: Podminkou rovnovahy je tedy resitelnost formulované tlohy. Pokud néktery
z poskytovateli pozaduje vyssi mzdu, ostatni nemaji ¢im platit a rovnovaha nenastane.

4.2 Zakony mechanické rovnovahy

4.2.1 Archiméduv zakon

Kazdy potencidlni sebevrah, ktery se rozhodne odejit ze svéta utopenim by si mél
uvédomit detaily Archimédova zdkona:

téleso ponorené do kapaliny je nadlehcovino vztlakovou silou, je-
jiz velikost se rovnd tize kapaliny stejného objemu, jako je objem
ponoreného telesa.

V této slovni formulaci vSak nejsou informace, za jakych podminek bude pokus
sebevraha tuspésny. V tekutém medu bude jeho pokus netispésny, v tézké vodé, ¢i motské
vodé muze byt pokus méné tspésny. Naopak, ve varici vodé bude pokus urcité tspésny.

To vse zavisi na veli¢iné, které se tika hustota (kapaliny, plynu, pevné latky). Je
to skaldr a vyjadruje ,kolik kilogramu latky se vejde do jednoho krychlového metru®.
Zmaci se o a zavisi na teploté, hmotnosti, tlaku.

Vztlakova (nadlehéujici) sila v zemském gravitaénim poli je:

F,.= Okap * Vk:ap '8,

kde g je gravitacni zrychleni a soucin ggq) - Viqp je hmotnost kapaliny stejného objemu,
jako je objem ponorené casti télesa.
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Je-li Gy = 04a1 - Vet g tiha télesa mimo kapalinu a Gy, tiha téhoz télesa ponoreneho
v kapaliné, potom rovnost:
Gk‘ap = Gtél - FUZa

resp. rovnost:
Grap = 0161 Vit 9 — Okap* Vikap 9

je matematickym modelem Archimédova zdkona. Jde o podminku rovnovdhy sil.

Tato rovnost se stane rovnici, kdyz uréime, kterd z veli¢in je hledand. Vyznam
matematického (byt jednoduchého, az primitivniho) modelu spoé¢ivd v tom, Ze nam
dovoluje formulovat dalsi otazky a pomoci takto formulovanych tloh hledat odpovédi:

1. Popsat pohyb téles (ponorky, lodé, plavce) v kapalindch s proménnou hustotou,
teplotou, tlakem; plavec svym pohybem zvétSuje vztlakovou silu. Pohyb plavce
se kromé Archimédova zakona ¥idi také zékonem pohybovym (okamzitd zmeéna
hybnosti je urcena casové promennou silou,).

Pak je potreba fesit tlohu, kterou je soustava rovnic. Jedna algebraicka a druha
diferencialni. V aplikacich se takovym tloham tika Algebraicko-diferencidlni rov-
nice.

2. Rodice s ditétem v bazénu fesi (intuitivné) tlohu najit takovou hustotu soustavy
dité-plovaci vesta, aby Gq, = 0 (hustota lidského téla je asi 1166 kg-m~3, hustota
vody 960 — 1000 kg -m=3).

3. Rozsirit platnost zdkona i na plyny (balony) a jaka jsou omezeni na jeho platnost.

4. jestlize na ponorené téleso pusobi kromé gravitacni sily Gyg jesté néjaka jina
taznd sila (naptiklad taznd slilla zraloka drziciho plavce za nohu), neni problém
matematicky model modifikovat. Da se pak vypocitat, ze nadéje na rovnovahu je
miziva.

D4 se tici, ze Archimédes polozil zaklady hydromechaniky.

4.2.2 Stavové zakony

Motto: Energie, prace, teplo (joule = kg-m?-s72) neni totéz;
pojem energie je spojen se stavem, ktezto pojmy teplo a
prace se vztahuji k déjtim.

Oblast fyziky, resp. termomechaniky, termodynamiky, v nichz se pojednava a sta-
vovych zdkonech ma z pohledu studenta nejvétsi ,vyskyt vzorecki“ na ¢tvereéni metr
textu.

Pouzijeme-li nasi koncepci matematického modelovani, jsme presvédceni, ze obrov-
sky rozsah poznatkl se stane srozumitelnéjsi.

Na Wikipedii jsme nasli tuto formulaci:
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Dnesni podoba stavové rovnice vznikla postupnou syn-
tézou (vzdjemnym zobecnénim) tri parcidlnich zdkoni
pro tri izo-procesy. Izotermicky, izobaricky a izocho-
ricky déj popsany Boyle-Mariottovym, Gay-Lussacovym
a Charlesovym zdkonem spolu s pribranim Avogadrova
zakona, univerzalni plynové konstanty a dospéni k pojmu
Labsolutni termodynamické teploty “

Pripadda nam podivné, Ze néjaka rovnice je zobecnénim néjakého zakona. Nékteri
autori si tento spise jazykovy nesmysl uvédomuji a misto terminu ,fyzikalni zakon*
nabizeji termin ,veli¢inova rovnice*.

Matematicky jazyk péstujeme také proto, aby nabidl srozumitelnéjsi preklad jazyka
prirody. Doporucujeme toto poradi:

1. Procesy a jevy v prirodé - objekty naseho zajmu.

2. Modely procesii a jevii v odborném jazyce - vétsinou slovné pomoci popist a
obrazki urc¢ovat zavislosti, priciny a nasledky.

Napriklad matematické kyvadlo (hmotny bod na nehmotné niti) je fyzikalni model
pohybu zavéseného télesa.

3. Matematicky model - pomoci matematickych prostredku formulovani (idealizo-
vanych) vztahi (obvykle rovnosti) mezi definovanymi veli¢inami. Témto vztahtim
fikdme modely zdkoni (néktefi autofi pouzivaji termin matematicky zapis zdkona).

V praxi (nejen skolni) se zdkon ztotozni s jeho matematickym modelem a navic
se mu prisoudi nazev rovnice. Ptikladem je pravé termin stavovd rovnice. Nelibi
se nam to, ale mizeme proti tomu jen protestovat.

4. Formulace ilohy (obvykle rovnice) pro hledani parametru procesu, pro ktera jsme
model vytvareli.

5. hledani reseni formulované tlohy a srovnani s realitou.

Jestlize empirické poznatky domyslime a zobecnime do podoby modeli a tloh, mii-
zeme na zakladé matematickych poznatkti a technologii dospét k novym vysledktim,
které vypovidaji o skutecnosti.

Bez matematiky by poznani ptirody bylo pouhym popisem pozorovanych jevii.
Stavovy zdkon formuluje vztah stavovych veli¢in (parametri, velicin kvality)
Vnitrng:

p...tlak, [p| = kgm~1s72, Pa= Nm~2 (pascal)

T ...termodynamicka teplota, stupen Kelvina
o ... hustota, [0 = kgm ™3]

Vnéijsi:
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..objem, [V] =m3

.. hmotnost, [m] = kg
.. latkové mnozstvi, Mol= 6-10“° ¢astic
.. termodynamicka teplota, stupen Kelvina
..molarni plynové konstanta, R = 8,3144621 J-mol - K1
.. pocet Castic
..entropie, [S]=J- K~ (Joule/kelvin)
.. teplo (vnitini energie), [Q] = kgm?s~2, Joule
Zkusenosti a fyzikalni experimenty vedly k zavérum (hypotézam), ze stavové pa-
rametry, predevsim tlak, teplota, objem, nejsou nezavislé a ze tedy musi platit vazby
typu:

023

Quxm~_Ns I

F(p,V,T,0)=0.

Zkoumani téchto vazeb je spojovano predevsim se jmény:

Robert Boyle (1660), Robet Hook (1667), Edme Mariotte (1679),
Joseph Luis Gay-Lussac (1802), Jacques Alexandre César Charles
(1787), Johan Diderik van der Waals (1900).

Postupné se dospélo k zavéru, v plynech jsou stavové parametry vazany algebraickou
rovnosti:

pV =nRT,
kde n je latkové mnozstvi plynu, R je molarni plynova konstanta a T je absolutni
~ (termodynamickd) teplotfAplynu.
Postupné se vsak zjistovalo, ze v zadném konkrétnim plynu tato rovnost neni splnéna
presné a ze plyn, ve kterém plati presné vlastné neexistuje.
Tomuto neexistujicimu plynu se dal nazen idedlni plyn a uvedenému vztahu se zacalo
tikat stavovy zdkon idedlniho plynu. Nejblize k idedlnimu plynu ma pry prehratd para.

Proces zptesnovani popisu chovani plynu dale pokracoval. Uvedme pouze matema-
tické modely prislusnych zdkont:

Van der Waalstuv zdkon: "
<p+n2w> (V —nb) = nRT

Berthelotiv zdkon: /

<p+n2T“V2> (V —nb) =nRT

Clausiuv zdkon: /

9 a
(p” T(V+nb')?
Mizeme prezentovat dalsi matematické modely termodynamickych zakoni rovno-
vahy, ovsem uz by nam jenom algebraické prosttedky nestacily. Existuje velké mnozstvi
zdatilych ucebnic. Velmi zasvéceny se nam zda text: J.Novdk a kolektiv: Fyzikdlni che-
mie, VSCHT 2008.
Na zdvér si dovolujeme (ta troufalost!) predlozit néasledujici tkoly: Ze seriznich
zdroju vyhledat slovni formulace obecnych termodynamickych zdkonti a priradit jim
zapisy jejich matematickych modeli:

) (V—nb)=nTZ

1. princip ristu entropie (2. véta termodynamickd, Clausiova rovnice),
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2. Nernstuv teorém (3. véta termodynamicka),

3. zakon zachovani energie (1. véta termodynamické).
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5.1 Skolské formulace tiloh

Silné se primlouvame za to, aby se ve skolni praxi nepouzivaly prilis strucné, pii-
padné nepresné, nejednoznacné formulace tréninkovych tkola typu:

e Upravte (zjednoduste, ,ne-zjednoduste®) algebraicky vyraz: ...
(obvykle se predpoklddd, ze podrobné vstupni informace jsou dény vykladem
ucitele a ze jsou nékteré tpravy vyslovené zakazany. Jinak by stacilo zameénit
vyraz typu a+ b, vyrazem b+ a, pripadné vyrazem a — b, a kol by byl splnén,
nasel se upraveny vyraz.)

e Reste kvadratickou rovnici . . .
(pokud ,Skolnimu*“ fesiteli neni zfejmé, Ze si musi ujasnit vstupni informace a
vystupni pozadavky a ze metoda ,vzorecku“ je dusledkem metody prevodu na
odmocnovani).
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e Sestrojte trojuhelnik ze tii vysek, rozdélte tihel na tii stejné casti, ...
Na druhé strané v ne-skolni praxi musi matematik pocitat s tim, ze jiz prevod tech-
nologického problému na matematickou tlohu (sérii matematickych tloh) byva
samostatnym slozitym procesem.

5.2 Eliminacni principy

5.2.1 Podivuhodna role experti na zakladni skole

Ptresto si dovolime vypravét pribéh  humorny az k placi“. Na jedné zakladni skole
jeden kvalifikovany pedagog vylozil problematiku soustavy dvou linearnich rovnic pro
dvé nezndmé. Jako metodu dal zakim navod:

e 7 druhé rovnice vypoctete y a dosadite do prvni rovnice a vypoctete x;
e poté dopocitate ¢iselnou hodnotu y.

Na nékolika prikladech postup natrénoval. Potom zadal doméci tikol z ucebnice. Jedna
pecliva divenka si doma s jednim prikladem nevédéla rady. Byla to soustava:

—_

3r+2y =
2v = 4

Stalo se, ze ani rodi¢ neporadil. Nastésti vedle bydlel vysokoskolsky profesor-fyzik. Po-
radil, i kdyz s velkou nedivérou divenky. Na ptikaz rodi¢ti nakonec radu akceptovala.
Druhy den prisla ze skoly s placem. Dostala z prikladu pétku, ostatni zaci jednicku, pro-
toze pochopili, Ze to nejde vypocitat (neméli doma konzultanta). Pedagog je pochvalil
a potvrdil, ze opravdu dana soustava nemé reseni!

Zde by pribéh mohl kon¢it, ale nekon¢i. Profesor-fyzik pocitil v dalsich dnech znacné
ochladnuti sousedskych vztahti. Nedalo mu to a zeptal se.

Byla mu sdélena kruta skutecnost: poradil blbé a navic zptusobil divence silné trauma.
Vsichni ve ttidé to méli dobfe, jenom ona jedina, premiantka k tomu, to méla Spatné.

Profesor-fyzik, spolu s kolegou, profesorem-matematikem, provedli analyzu argu-
mentu (graduovaného) pedagoga o nefesitelnosti dané soustavy. Pravdépodobny zavér
byl témer neuvéritelny, v souboru vysledk ucebnice nebylo u tohoto ptikladu nic uve-
deno (nebyl tam vysledek!), tak proto je soustava neresitelna.

Od té doby divenka v dalsim studiu nechtéla s matematikou mit nic spolecného a
zustala ji v dusi hluboka averze k matematice. Ke skodé divenky a mozna i ke skodé
matematiky.
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5.2.2 Determinanty a dalsi starozitnosti

5.3 Opét Al-Chwarizmi

Postava Al-Chwarizmiho (a jeji vliv na moderni vyvoj matematiky) je natolik vy-
znamnd v ,béhu matematickych vékia“ (a déjindch vzdélanosti vitbec), ze jsme usoudili
7e by bylo velmi nespravedlivé! se alespoil letmo nezminit o nékterych historickych
souvislostech spojenych s jeho osobou.

Kompilaci velkého mnozstvi riznych zdroju se pokusime predlozit pravdépodobnou
verzi klicového obdobi vyvoje matematiky.

5.3.1 Historie evropské (nejen matematické) vzdélanosti

Jiz v nejstarsich civilizacich byly tlohy feseny pomoci slovné popsanych postupt a
navodu. Tyto postupy se pak zapisovaly na tehdy dostupné materidly, véetné ,zapisu*
do paméti. Jen pro s¢itani a nasobeni ¢isel bylo v pribéhu historie vymysleno spoustu
technik (technologii). Pfedevsim pro pocitani s velkymi éisly.

Alexandr Veliky pry mél stotisicovou armadu. Kdyby spotfeboval mnoho ¢asu na
pocitani zivych a mrtvych vojaki, nezbyl by mu ¢as na valéeni. V Indii a v Ciné méli
vojaku jesté vice.

Vymyslely se proto rtizné pocitaci nastroje:

e Oblazky (lat. Calculi), kulicky (pocitadlo s kulickami = abakus),
e pozdéji logaritmické pravitko,

e pocita¢ (comput(e)-er = ten (to), kdo (co) pocita),

e ap.

Ucenci od davnych dob zkoumali to, co bylo pro zivot dulezité. Vodu, vzduch, slunce,
obzivu, majetek a samoziejmé nastroje jak si to opatfit, pripadné udrzet.

Pocitani vojakt je jen zlomek toho, co ¢lovek k zivotu potfeboval. Boj o korist je
zakladem veskerého lidského konani. Citat z LN 6.3.2015:

Chamtivost je sprdvna a funguje. Zachycuje esenci evolucniho ducha.
Ve vsech svijch formdch nds provazela vzestupem lidstva. UZ u zrodu
Archimédova zdkona byla chamtivost.

Dnes se mizeme dohadovat zda Archimédes byl matematik, fyzik, filosof, projek-
tant, zbrojar (vyrabél zbrané pro obréance mésta). Stejné tak ostatni slavni ucenci byli
,multioborovi“. V té dobé nikoho nenapadlo tvrdit, ze vzdélani a 1sili o poznavani je
nepotiebné. Operace sc¢itani, odecitani, nasobeni, déleni a dalsi ,,uméni matematické®,
predevsim méreni délek, obsahii, objemt, 1hlti a vytvareni geometrickych predstav se
staly fundamentem vzdélanosti.

La nemoudré
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Nejen Fukleidovy zdklady jiz obsahuji navody a postupy, kterym dnes fikame al-
goritmy. S ohledem na obecnost algoritmu, jako popisu libovolné bézné kazdodenni
¢innosti, saha pocatek vzniku algoritmu az ke vzniku lidstva samotného.

Vzdyt i ¢innosti pravékych lidi mély presné dany postup, tad, konec¢nost a vysledek.
Postupy, které dnes splnuji podminky algoritmu, se ve védnich oborech objevily jiz v
obdobf starého Recka, ackoli v této dobé termin ,algoritmus® jesté nebyl vitbec znam.

Ten se v matematice zacal pouzivat az v obdobi renesance. Podstatu a pouziti
algoritmu v obdobi cca 300 let pt.n.l. dokladd napt. znamy Fuklidiv algoritmus pro
vypocet NSD, (nejvétsiho spolecného délitele), nebo v 1. stoleti n.l. Herén z Alezandrie
ktery algoritmicky podal diikaz vzorce pro obsah trojihelniku, ¢i algoritmus pro hledani
odmocniny z ¢isla.

Jiz. v Seitu I jsme se zminili, Zze vzhledem k rozpadu Rimské FiSe byli Arabové
narodem, ktery zachoval dila starovékych ucenci. Pozor! Jesté pred rozvojem islamu!
V Byzanci, vychodni ¢asti fimského cisarstvi, vydaval cisai Justinidan I. (527-565) stéle
ostrejsi vynosy proti vyznavactim riznych kacitstvi a v roce 529 vydal zdkaz vyucovat
v Athénach jakékoli filozofii.

V pravnim kodexu, ktery Justinidan uverejnil ¢teme odstavec:

e _De maleficiis mathematicis et caeteris similibus“ (O zloé¢incich, matematicich a
jinych jim podobnych)

a v ném se nachazi tento bod:

e _Arsautem mathematica damnabilis interdicta est omnino“ (Zavrzenihodné umeéni
matematické jest zakdzano predevsim).

V té dobé byly v upadku vsechny svétské nauky a s nimi i matematika.

Do 8. stoleti n.l. Arabové ovladli Malou Asii, Kavkaz, Stredni Asii, Severni Afriku
a Pyrenejsky poloostrov. Ke konci 8. stoleti se mnoho evropskych, ale i indickych ¢i
babylonskych ucenci soustfedi do Bagdadu. Pravé na znalostech téchto zahrani¢nich
ucencu se tvori zaklady a dalsi rozvoj arabské védy.

V Bagdadu se zaklada velka knihovna obsahujici opisy dél az z Byzance, kam byla
pod zastitou chalifa poslana skupina pisari. V dobé nejvétsiho rozkvétu obsahovala
okolo 400 000 svazkti. Ve mésté také existovala celda fada mensich knihoven a kniznich
obchodt. Zatimco Evropa prozivala svoji dobu temna, arabsky svét prohluboval védo-
mosti ve vSech rovinach. Nejinak tomu bylo i u matematiky. Je ironii, ze mnoho dél se
dostalo do arabské tise po prekladu z fectiny ¢i latiny a znovu se do Evropy vraci jako
preklady z arabstiny do latiny.

Za panovani Hdrina Ar-Rasida (asi 17.brezna 763 az 24.brezna 809) i jeho syna
Al-Ma’'mina (813 az 833) z Abbésovské dynastie byla védecka dila starovékych kla-
sikli prekladana do arabského jazyka. V Bagdadu byl ztizen Dum moudrosti, tj. jakasi
tehdejsi ,,akademie véd* s astronomickou observatori.

Matematici, ktefi zde pracovali, méli moznost nejen navazat na dédictvi fecké mate-
matiky, ale poznali i matematiku obsazenych oblasti (Egypt, Mezopotdmie) a matema-
tiku Indie. Arabsti ucenci tak sehrali dulezitou tlohu, nebot uchovali starsi poznatky
v dobé kulturniho tupadku tehdejsi Evropy a rozmnozili je. Spravcem byl ustanoven
vyznamny persky matematik , astronom a geograf jménem:

o Abu Abd Alldih Muhammad Ibn Musd al-Chérezmi Abi DzZa’far
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Existuje velké mnozstvi transkripci tohoto arabského jména:
e Abu Abd Allah Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi,

Muhammad ibn Musa al-Chvarizmi,

al-Chvarizmi,

Muhammed Ibn Misa,

Abu Jafar Muhammada ibn Musa al-Chwarizmi,

Abu Abd Alldh Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi,

latinizované na Al-Gorizmi, pozdéji na Algoritmi.

Nevime, ktera transkripce je nejpresnéjsi. Do Cestiny bychom jméno prelozili jako Otec
Abdulldha, Mohameda, syn MojZisiv, pochdzejici z Chwarizmu (Chérézm).

Al-Chwérizmi pochéazel pravdépodobné z tehdy perského mésta Chérezm (dnes
Chiva v Uzbekistanu), jeho jméno znamend v arabstiné z Chérezmu. Nékteré zdroje
uvadéji jako misto narozeni Bagdad. Jeho rodnym jazykem byla pravdépodobné pers-
tina. Sva dila vSak psal v arabstiné, ktera byla tehdy védeckym jazykem islamského
sveta.

Chiva je byvalym hlavnim méstem tiSe Chérezm. Na zacatku 17. stoleti se Chiva
stala hlavnim méstem Chivského chanatu. 28. kvétna 1873 dobyla Chivu ruské vojska.
Po bolsevickém prevratu se na tizemi byvalého Chivského chanatu ustavila Chorezmska
lidova sovétska republika, ktera se stala v roce 1924 soucasti Sovétského svazu.

5.3.2 Dila Al-Chwarizmiho

Al-Chwarizmi je autorem traktatu:
Kitab al-dzdm’a wa-Il-tafriq bil-hisab al-hindi

asi z roku 825. (Kniha o séitani a nasobeni podle indického poctu). V roce 1145 byl
prelozen do latiny jako:

Algorithmi de numero indorum.

Prostiednictvim této knihy se evropska véda seznamila s indickou pozi¢ni soustavou
vypocti a s ¢islem 0 (nula).

Je tfeba tici, ze nékteti prekladatelé ¢asti textu vynechévali, kdyz jej neuméli pre-
lozit. Latinska zkomolenina jména Al-Gorizmi se stala zakladem terminu algoritmus.
Indické symboly pro ¢islice (sanskrt) se dostaly do Evropy jako tzv. arabské éislice.
Pivodni text traktatu v arabstiné se nezachoval. V cestiné jej nazyvame Aritmeticky
traktat.

Je zajimavé | ze pri prekladu zrejmé doslo k zaméné arabského korene s kofenem
feckého slova:

aptBuos (arithmos)
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se z algorismu stal algorithmus. (Pozdéji bylo v nékterych jazycich véetné cestiny ,,th*
zménéno na ,t“, v kataldnstiné se vratilo s.) Toto slovo se pouzivalo jako oznaceni
riznych matematickych postupt, napt. v 18. stoleti oznacoval latinsky termin algori-
thmus infitesimalis ,metodu vypoc¢tl s vyuzitim nekonecné malych veli¢in, vynalezenou
Leibnizem*. Slovo algoritmus v dnesnim vyznamu se pouziva az zhruba od 20. stoleti.

Ve svém dalsim traktatu:
Al-dzZabr ua’l-muqdbala, resp. Kitub al-jabr waal-muqubala

popisuje metodu k vyjadreni nezndmé (as-$ai, doslova véc) v rovnici prvniho stupné
(linedrni rovnici). Na konci oznacuje véci (as-sai) symbolem X.
Jiny zdroj uvadi nazev traktatu podrobnéji:

Al-kitab al-muchtasar fi hisdb al-dZabr wa-l-muqdbala

(Kratka kniha o poctu pripocitavanim a porovnavanim). Algebraickd ¢ast traktatu je
vénovana teseni linearnich a kvadratickych rovnic s celoc¢iselnymi koeficienty.

Operace al-dzabr“ (algebra) odstranuje z rovnice ¢len se zapornym znaménkem
tim, ze se k obéma stranam rovnice odpovidajici ¢len pripocita. Ze slov oznacujicich
tuto operaci vzniklo dnesni slovo algebra.

V cestiné uzivame nazev Algebraicky traktat. Je jisté také zajimavé, ze Al-Chvarizmi
je ,vinen“ tim, ze v matematice mame terminy aritmetika, algebra, algoritmus.

Pozndmka: Citace z Ottova slovniku nau¢ného (1888-1909, urcitou dobu byl editorem

T.G.M.):

Al-Chovarizmi Abu Dzafar Muhammed ibn Miusd, persky mathematik
——= [Xstol. Zil u dvora chalify Ma’'muna, vynikaje jako m atik a astro-

nom.

—  Spisy jeho obou oborg, mimo jiné Arithmetika a Algebra, déle proslulé v
orientu Tabulky astronomické, vynikaly vhodnosti metody i jasnym poda-
nim daleko nad dila soudobd i pronikly v prekladech Adelharda de Bath a
Gerarda z Cremony zéhy (v XI. stol.) i do Evropy.

——= Arithmetika Clho tvori prvni ¥islo v ,Trattati d’aritmetic¢” prince Bon
Compagniho, algebru vydal Rosen (Londyn, 1831, text arab. s lat. prekl.).
Spistim Clho, v nichz spojuje autor tradici feckou s nazory pfejatymi z
Indie a Persie, nalezi veliky vliv na vyvoj matematiky v Evropé. Mimo
jiné mu dékuje Evropa za pocitani s ciframi u nas arabskymi zvanymi.
Termin algorithmus je vzat primo ze jména Clho.

5.4 Cely svét modeluje

O velkych osobnostech se doc¢teme:

Immanuel Kant ( 1724 Kralovec - 1804 Kralovec) byl jeden z nejvyznamnéjsich ev-
ropskych mysliteli. Prednésel logiku,matematiku, dynamiku, moralni filosofii a
metafyziku a jako ivod ke studiu filosofie fyziku, geografii a antropologii. Mimo
jiné Tekl:
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Turdim vsak, Ze v kazZdé jednotlivé nauce o prirodé lze najit jen
tolik skutecné védy, kolik je v ni matematiky.

Isaac Newton (1642 -1727) byl fyzik, matematik, astronom, filosof, teolog a alchymista.
Je povazovan za jednoho z nejvyznamnéjsich védct vSech dob ¢i dokonce za jaké-
hosi zakladatele moderni fyziky a védy obecné.

Archimédés ze Syrakus (287 pr.n.l. - 212 pr.n.l.), byl fecky matematik, fyzik, filozof,
inzenyr, vynalezce a astronom. Je povazovan za jednoho z nejvyznamnéjsich védcti
klasického starovéku, za nejvétsiho matematika své epochy a jednoho z nejvétsich
matematik vibec. Na poli fyziky patii mezi jeho nejslavnéjsi objevy ve statice
(mechanické rovnovaha, vysvétleni principu paky) a hydrostatice (Archiméduv
zékon). Navrhl a sestrojil mnoho vyndlezt, slouzicich pro potieby jeho rodného
mésta Syrakus, véetné snekového cerpadla, kterym byla vybavena nejvétsi lod
starovéku Syraktsia. Mimo jiné tekl:

Dejte mi operny bod a jd pohnu Zemd.

Klaudios Ptolemaios (asi 85 - asi 165 n.l, Alexandrie) byl fecky geograf, matematik,
astronom a astrolog, ktery zil a pracoval v egyptské Alexandrii. Proto je znam i
jako Ptolemaios Alexandrijsky. Jeho spisy, které predstavovaly shrnuti staroveké
astronomie, astrologie a geografie, platily jako autoritativni zdroj az do novovéku.

Johannes Kepler (1571 - 1630) byl némecky (rakouzsky) matematik, astrolog a ast-
ronom. Predevsim ve starsi ceské literatuie se pouziva i pocesténa forma jeho
kiestntho jména (Jan Kepler). Nékolik let pisobil v Praze na dvofe cisafe Ru-
dolfa II. V Praze také formuloval dva ze tii Keplerovych zakont.

Ve svych pracich se zabyval astronomii, matematikou, mechanikou, krystalografii
a astrologii. V roce 1615 vysla jeho prace Nova Stereometria Doliorum Vinari-
orum, ve které pocital objemy téles, které vznikly rotaci kuzelosecek kolem osy
lezici v jejich roviné. Pritom pouzil infinitezimdlnich metod a toto dilo znamenalo
vyznamny krok ke vzniku modernich integracnich metod.

Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) byl svycarsky matematik a fyzik. Je po ném po-
jmenovan mésicéni krater Euler. Euler je povazovan za nejlepsiho matematika 18.
stoleti a za jednoho z nejlepsich matematiki viibec. Byl také velmi plodnym au-
torem knih, jeho sebrané spisy ¢itaji 60—80 svazkt. Eulertv vliv na matematiku
vyjadiuje vyrok pripisovany Pierru Simonu de Laplaceovi:

Ctéte Eulera, ctéte Eulera, je to ucitel nds vsech.

Euler provedl mnoho objevii na poli diferencialnitho poctu a teorie grafi. Za-
vedl také spoustu novych modernich matematickych pojmi a symboll, obzvlast
v matematické analyze. Je také prosluly svymi pracemi v mechanice, optice a
astronomii.

Poté, co 17. kvétna 1727 prijel Euler do Petrohradu, byl povysSen ze svého nizsiho
postu na lékarské katedre na akademii do vyssi pozice na katedie matematiky, kde
uzce spolupracoval s Danielem Bernoullim. Euler se rychle naucil rusky a zapadl
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do zivota v Petrohradé. Obcas si také privydélaval jako zdravotnik u ruského
namornictva.

Universita v Petrohradé byla zalozena Petrem Velikym, aby pozvedla vzdélanost v
Rusku a priblizila ho zemim zapadni Evropy. Akademie byla stédfe financovana a
mela k dispozici obsdhlou knihovnu. Protoze bylo na akademii zapsano velmi malé
mnozstvi studentti, vydaje na vyucovani byly nizké. Akademie naproti tomu in-
vestovala do vyzkumu a poskytovala jak cas, tak svobodu pro badani o védeckych
otazkach, coz pritahovalo zahrani¢ni védce jako byl Euler.

Znepokojen pokracujicimi nepokoji v Rusku, opustil Euler 19. ¢ervna 1741 Pet-
rohrad. Dostal misto na berlinské akademii, které mu bylo nabidnuto Fridrichem
I1. Velikym. V Berliné stravil 25 let a napsal zde pres 380 praci. Vydal zde dvé
prace, které ho nejvice proslavily:

Introductio in analysin infinitorum,
vydano v roce 1748, a:
Institutiones calculi differentialis (1755)

o diferencialnim poctu.

Euler byl pozadan, aby vyucoval princeznu z Anhalt-Dessau, Fridrichovu neter.
Euler ji napsal ptes 200 dopisii, které byly pozdéji vydany pod nazvem Eulerovy
dopisy na razna témata prirozené filosofie psané pro némeckou princeznu. Dopisy
obsahovaly Eulerovo vysvétleni riznych objektt ve fyzice a matematice. Nabizeji
také cenny ndhled na Eulerovu osobnost a jeho nabozenské presvédéeni. Tato
kniha byla ¢tena vic nez jakékoli jind jeho matematickd prace a byla vydavana
v celé Evropé i ve Spojenych statech. Popularita Dopisti dosvédcéuje Eulerovu
schopnost efektivné sdélit védecké poznatky laické verejnosti.

Nakonec vsak byl Euler navzdory svym velkym zasluham o prestiz akademie nu-
cen z Berlina odejit. Casteénym dfivodem byl spor s Fridrichem, ktery smyslel o
Eulerovi jako o obycejném clovéku, obzvlasté v porovnani s okruhem francouz-
skych filozofl, jako byl napriklad Voltaire, které kral na akademii ptivedl. Euler,
zbozny a pracovity ¢lovék, byl v mnoha ohledech primym opakem Voltaira. Eu-
ler nebyl dobry fec¢nik, ale poustél se do diskuzi o problémech, o kterych mnoho
nevédél, a tak se staval castym cilem Voltairovych vtipt. Fridrich také vyjadril
zklamani nad Eulerovymi praktickymi technickymi schopnostmi:

, Chtel jsem mit na zahradé vodotrysk: Euler vypocital silu kol ne-
zbytnou k cerpani vody z nadrze, odkud méla byt odvadéna kandly
a konecné tryskat v Sanssouci. Kolo bylo zkonstruovdno s geome-
trickou presnosti a nedokdzalo pracovat na vzddlenost vétsi nez
padesdt kroki od rezervodru. Nicotnd jesitnost! Nicotnd geomet-
riel

Albert Einstein se narodil roku 1879 v Ulmu v némeckém Wiirttembersku, asi 100

km vychodné od Stuttgartu v zidovské rodiné. Jeho rodic¢i byli Hermann Ein-
stein (1847-1902), obchodnik, ktery pozdéji pracoval jako elektrochemik, a jeho
zena Pauline (1858-1920), rozend Kochova. Albert navstévoval katolickou obecnou
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skolu a na naléhani své matky bral hodiny housli. Kdyz bylo Albertovi pét let,
jeho otec mu ukézal kapesni kompas a Einstein poznal, ze néco v ,prazdném “
prostoru musi pusobit na stielku. Pozdéji tuto zkusenost popsal jako jednu z nej-
zalizeni. V roce 1894, poté, co zkrachovala Hermannova elektrotechnicka firma,
se Einstein prestéhoval s rodi¢i z Mnichova do Pavie v Italii.Albert kvuli tomu
nedokon¢il stredni skolu.

Petr Vopénka (1935 —2015) byl predevsim pokracovatelem vyse uvedenych osobnosti
ve smyslu symbiozy matematiky, logiky a filosofie. Pti pohledu na historii matema-
tiky razil terminy , matematika manipulaci a kalkulaci“. Kdyz si uvédomime, jak
velké osobnosti objevovaly prirodni zakony a jak viibec vznikaji nové technologické
objevy, zjistime, Ze na zacatku je vzdy néjaké experimentovani (modelovani sku-
tecnosti - predstava o problému, manipulace, kalkulace), pak ovérovani a analyza.
A7 na konci Fetézce je zobecnovani a vytvareni teorii a obecnych matematickych
struktur.

5.4.1 Doby starnou rychleji nez lidé

Jak tomu rozumét? Nasi predkové se narodili do doby, ve které také zemteli. Béhem
jejich zivota zadné velké zmény nebyly. My uz zemreme v dobé, ktera se dost podstatné
lisi od doby, do které jsme se narodili (poéitace, mobily, internet,atd.).

Soucasnd mladez vibec nevi (ani se to nedd odhadnout), jaké bude doba, ve které
zestarnou a umrou. Budou té dobé viibec rozumét? Jmenujme aspon nékteré:

o fyzika (Casticova fyzika a jadernd energetika),

e chemie (nové materidly, potravinarstvi, zemédélstvi),

e biologie (zdravotnictvi, genetika),

e medicina (CT, magnetickd rezonance, umélé tkanové nahrady).

Napriiklad Nobelova cena za medicinu (asi v roce 1978), byla udélena tvircim CT
(pocitacova tomografie), pritom zéklad byl znam jiz z tricatych let jako geometricky
poznatek rekonstrukce obrazu a Radonovy transformace.

Rozvoj pocitacovych technologii dovolil zavrsit cely proces. U magnetické rezonance
to byl ,vedlejsi produkt* rozvoje neutronové fyziky a matematické teorie neutronového
zareni. Takto bychom mohli pokracovat témér ,,do nekonecna“.

5.4.2 Matematické modelovani a vzdélavani modelara

V soucasné dobé probiha primo exploze publikaci o matematickém a pocitacovém
modelovani (MPM). Védecké a vyvojové tymy, dokonce i marketinkové skupiny, se vénuji
problémim MPM s velkou intenzitou a ve velkém mnozstvi. Je mozné najit mnohas-
trankové traktaty o tom, co je MPM.

Dnes se to na univerzitach celého svéta hemzi novymi obory zamérenymi na mate-
matické modelovani (matematické metody v ,c¢emkoliv® - je mozné doplnit libovolny
nazev vzdélavaci nebo technologické discipliny).
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V néborovych letacich univerzit, se doc¢teme:

Studenti si zejména prohloubi své znalosti matematiky a teoretic-
kych zakladi informatiky a sezndmi se s jejich pokrocilymi aplika-
cemi ve vybranych oblastech technologii, verifikace a testovini ko-
rektnosti ruznych kybernetickiyjch systémai, v oblastech vysoce nd-
rocnych vedeckotechnickych vipocti, oblast modelovani, simulace a
optimalizace.

Absolvent je kvalifikacné pripraven na vyzkum, vyjvoj aplikace nej-
ruznéjsich pokrocilych technologii vyzZadugicich hlubsi pochopeni ma-
tematickych zakladi, véetne technologii vysoce nekonvencnich.
Ziskané znalosti umoznuji absolventovi vysokou flexibilitu a snazsi
osvojeni novych poznatki a technologii.

Zde si vsimneme slov ,je kvalifikacné pripraven®, ,umoznuji snazsi osvojeni. .. “.
Ptrelozeno:

e bude mit papir, bude muset jesté dal hodné studovat.

Nedomnivame se, ze MPM lze vyucovati jako predmét na jakékoliv skole, avsak
kazda ukéazka, o kterou se také snazime, da néjakou hlubsi informaci o tom, co je
MPM. Umime si vsak stanovit, jaké prostredky, nastroje, dovednosti, védomosti musi
uspésny modelar mit, nebot MPM je multioborova kvalifikace. Kromé toho musi mit
velkou schopnost tviréiho mysleni a tymové prace.

Autor téchto radkt byl jako mlady asistent ¢lenem tymu, ktery mél za tikol zjistit, jak
vypada teplotni pole v nddobé jaderného reaktoru, kterou méla Skoda Plzen vyrabét.
Bylo tfeba hodné vstupnich informaci o co vlastné jde a co si od toho zadavatel slibuje.
Bylo treba konzultovat fyzikalni a technické parametry tlohy, pak si doplnit chabé
skolské védomosti o tilohach teplotnich poli, poté se naucit provérovat vysledky ziskané
z numerickych modelt. A to v dobé, kdy se komunikovalo s poc¢itacem pomoci strojového
kodu.

Tym se dopracoval k vysledkiim asi za 3 roky. Dnes je mozné takovou tlohu povazo-
vat za ,Skolskou“ a Tesit ji v ramci semestralni prace v tématu Numerické modelovani
teplotniho pole.

Skoro o deset let pozdéji ,omlazeny“ tym mél za kol vytvorit matematicky model
proudéni prehtaté pary mezi lopatkami parni turbiny s cilem pomoci k vyvoji parni
turbiny velkého vykonu, opét pro Skoda Plzeni. Védélo se, Ze vykon také ovliviiuje
poloha tzv. sonické cdary (tj. rozhrani mezi podzvukovym a nadzvukovym proudénim
pary mezi lopatkami turbiny).

Seznamili jsme se s tzv. Thomsonovou metodou, kterd modelovala prostor mezi
lopatkami pomoci dvou ¢asti kruznic s rozdilnymi poloméry. Metoda vSak nedavala
akceptovatelné vysledky. Také proto, ze pohybovy zakon pary byl modelovan ¢isté hy-
perbolickym systémem matematickych tloh. Testovaci tlohy vedly na velké systémy
linedrnich rovnic (fadové 10° rovnic). Vyzkum se pak rozstépil na fesen{ tloh s ne-
zndmou vnitini hranici a na rychlé (paralelni) algoritmy zalozené na metodé vice siti
(multigrid).

Témito vzpominkami chceme ukazat, jak rozmanita je prace pri vytvareni matema-
tickych, numerickych a pocitacovych modeli a jak je obtizné se na tuto praci pripravit.
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Existuji snad tisice casto velmi péknych knih, ucebnic, textl , v nichz zdjemce ziska
potiebné informace o matematickém modelovani. Mtizeme doporucit text:

Uvod do matematického modelovini s vyuzitim Maple, autori Hrebicek, Pospisil,
Urbanek, MU IBA Brno 2010.

Zabyva se popula¢nimi modely, ale ivod je dostatecné obecny.

Také je nutné zminit clanek Tomdase Roubicka Zdrné zitrky matematického modelo-
vani? Vesmir 91, 484, 2012/9.

Velmi silné koreluje i s nasimi nazory.

Dovolime si ukradnout nékolik paséazi, protoze autor vyjadril mnohem lépe to, co
také citime:

... soustredim se, jak nadpis predjima, na modelovani pomoci mate-
matiky. Takové modelovani napodobuje urcity vysek reality tim, Ze
se snazi ujasnit zakladni zdkonitosti, napr. fyzikdlni, mechanické,

//////

kymi vztahy.

Ty ddle analyzuje, co se tykd treba existence a vlastnosti reseni
formulovangjch iloh, a navrhuje teoreticky podloZené metody jejich
(alespori priblizného) reseni. Takto pripravené modely pak pocita-
cove implementuje, provddi simulace, identifikuje parametry modelu
¢t vstupni data. Vysledky pak vizualizuje a interpretuje, pripadné
uzivd k optimalizaci. . .

Stalo se modernim zaklinat se matematickymi modely. V inzenyrstvi, ekonomii,
fyzice, védé o materidlech, biologii, lékarstvi, finanénim ,pramyslu“ a leckde jinde.

Presné vzato, ve skutec¢nosti ale vétsinou jde jen o pocitacové modely bez hlubsich
matematickych zéklada. Zpravidla se omezuji jen na jakéasi (mnohdy spiSe predstirand)
priblizna feseni specifickych rovnic, aniz je znamo, jestli tyto rovnice viibec néjaké reseni
maji, ¢i jestli pribliznd metoda opravdu poskytuje Teseni, které by v néjakém smyslu
bylo blizké hledanému ,presnému® feseni, kdyby takové prece jenom, ¢isté ndhodou
existovalo.

Reklo by se tedy, ze modelovani je spiSe jen hrani s pocitaci. To by ale bylo velmi
zjednodusujici. V mnoha pripadech (nebo moznd, pri trose optimismu, i docela ¢asto)
se i ve shora nastinéném balastu skryva rozumné jadro, které odrazi realitu sikovné
zjednodusujicim, ale presto (¢i pravé proto) uziteénym zpusobem.

Mnoha kompromistim se ani v serioznim matematickém modelovani prosté vyhnout
nelze. Pro inzenyry, fyziky, ekonomy a mnohé dalsi si matematika casto budovala posta-
veni nestravitelné a témér nepouzitelné discipliny, a krom nezbytného minima se naucili
prakticky bez ni obejit.

V obecné vetrejnosti znechucené ze zakladnich a strednich skol predmétem, kterému
se tam ne zcela presné 1ika ,matematika“, dokonce prevlada nazor, ze je v matematice
jiz vse davno hotovo z predchozich staleti - coz se jevi védecky aktivnim matematikim
obzvlast absurdni.

Stale vice se uplatnuje vira (dokladovatelna vysledky), ze dobre formulované mate-
matické ulohy (tedy napt. dobré fyzika) i pres svou obtiznost nakonec pii jistém Stésti
a hodné usili vedou i k dobré matematice - kdyz ne hned, tak alespon za par desitek
let.
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Toto je mocné podporeno neustavajicim rozvojem numerickych metod a algoritmii,
ovsem i vykonnosti poc¢itact. Na vétsiné svétovych univerzit se tak ke konci 20. stoleti
akladaji katedry ¢i oddéleni s naplni matematického modelovani nebo se tyto inicia-
ivy alespon implicitné promitaji do védeckych koncepci jiz existujicich matematickych
kateder.

Tak se matematika (nebo alespon jisté jeji ¢asti) stala prakticky pouzitelnou veé-
dou pravé zejména projekci svych specifickych ¢asti do matematického modelovani a
matematické modelovani samo se tak stalo jakousi kfizovatkou véd. Potkavaji se rtizné
¢asti matematiky jak navzajem (uzitd analyza, numerickd matematika, algebra, geome-
trie, diskrétni matematika), tak zejména s jinymi védami, jako jsou fyzika, materialova
véda, biologie, geologie, chemie, a samoziejmé s aplikovanymi disciplinami, jako jsou
inzenyrstvi vseho druhu ¢i ekonomie.

5.4.3 ,,Antimodelarska® vyuka matematiky

Vyklad matematiky a ptirodnich véd na skolach mize byt antimodelarsky
blabla néco mam v hlave!

5.5 Podrobnosti o slavnych ilohach

5.5.1 Povést o zalozeni Kartaga

Asi v roce 890 pr.n.l. vlddl ve fénickém mésté Tyru (jizné od Bejrutu v dnesnim
Libanonu) kral Muttoial. Po jeho smrti pfipadl trin jeho détem — dcefi Did6 a sy-
novi Pygmalionovi. Princezna Did6 se pravdépodobné provdala za svého stryce Acher-
base, nesmirné bohatého muze s vlivnym postavenim ve staté. Dnes bychom tekli, Ze
byl vlivhym a mocnym lobistou. Nékteré historické prameny uvadéji ponékud odlisné
jméno manzela princezny Did6. Uvadi se, Ze jejim manzelem byl Sychaeus, muz stejné
mocny a bohaty, jako Acherbas. Bratr princezny Didé, princ Pygmalion, vsak zatou-
zil po majetku a postaveni svého svagra a tak ho nechal zabit. V té dobé, ptiznivci
prince Pygmaliona, zastoupeni ve vladé, pozadovali vladu pouze jednoho panovnika.
Tak zacalo pronasledovani princezny Didé. Traduje se, Ze princezna stacila na posledni
chvili uprchnout s vérnou posadkou na jedné lodi a ,zachranit® znacnou c¢ast statniho
pokladu.

Po pomérné dlouhém a strastiplném putovani se posadka utaborila na pobfrezi dnes-
niho Tuniska. Diky ,zachranéné® casti statniho pokladu byla Did6 relativné bohata a
tak chtéla od mistniho vladce koupit pozemek k zalozeni osady. Mistni vladce, kral Hi-
arbo, oslnén krasou princezny Did6 s prodejem pozemku na moiském pobtezi souhlasil.
Vyminil si vSak, ze ,ne vétsi, nez jaky lze ohranicit volskou kizi“. Ziejmé ale nepocital
s tim, ze krasna princezna Didé miize byt také chytra. Rozrezala volskou kiizi na tenké
prouzky, které svazala a tak ziskala velmi dlouhy provaz dané délky. Tim pak ohranicila
pozemek s maximalni vymérou (plochou). Tak prelstila ,,chytrého* kréle Hiarba.

Na takto ziskaném pozemku pak zalozila pevnost Byrsu, ktera se pozdéji stala za-
kladem mocného meésta, dnes bychom tekli supervelmoci tehdejsiho svéta — Kartaga.
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Af je legenda o zalozeni Kartaga pravdiva ¢i nikoliv, historickym faktem zlstava,
ze bylo zalozeno priblizné v roce 814 pt.n.l. fénicany jako kolonie Tyru. Podle povésti
byla Did6 prvni kralovnou Kartaga. Nékteré prameny uvadi jina jména prvni kralovny,
,Did6*, | Elissar®, ¢i ,Alissa“. At se jmenovala jakkoliv, stala se mezi svym lidem velmi
oblibenou a Kartago pod jeji vladou prosperovalo.

Jméno Kartago je odvozené z fénického QRT HDST, neboli Qart Hadast znamenajici
Nové mésto. Starovéci fénicané pravdépodobné nebyli ptilis | tvorivi® pii pojmenovavani
svych novych kolonii, jméno Qart Hadast neslo vice jejich zamorskych osad. Proslulosti
ve starovékém svété vsak dosdhlo pouze jedno jediné.

Postupem ¢asu Kartago vyrostlo v obrovskou ekonomickou mocnost ve Stiredomori.
Shromézdilo obrovské bohatstvi a ziskalo dominantni ekonomicky vliv. Ve své dobé
vladlo dalsim 300 méstum kolem zapadni ¢asti Stredozemniho more.

Zatimco termin ,kartaginsky“ je spiSe pouzivan soucasnymi autory, starovéké spisy
ve vztahu k cemukoliv kartaginskému pouzivaji termin, ,punsky“. Latinsky termin
punicus odvozeny od starsitho poenicus pivodné pochazi z feckého ,foiniké*

powvrkn ,, znamenajici ,Fénicie®.

Kartago bylo ve 2. a 3. stol. pr.n.l., feceno dnesni terminologii, uradujici super-
velmoci. Velmi vazného konkurenta ale méla v Rimské republice, coby ,nastupujici®
supervelmoci. S ni soupetila o nadvladu nad zapadnim Stfedomotim. Tato rivalita po-
sléze vyustila v sérii valek, které vesly do déjin pod oznacenim punské valky.

Série tii valek méla pro Kartago znicujici dopad. Bohaté Kartdgo dokézalo vybudo-
vat mocné armady se schopnymi vojevidci. Hannibal presel se svymi slony Alpy a po
pocateénich drtivych vitézstvich nad Ffmskymi legiemi stanul pfed branami Rima. Re-

¢eno dnesni terminologii, vSak doplatil na hrubé podcenéni logistiky. Ve chvili, kdy stal
pied branami Rima, mél kriticky nedostatek skoro vieho vojenského materidlu. Zaso-
bami potravin po¢inaje a unavenou a vycerpanou armadou konce. Takze nebyl schopen
dobyt Zadné vétsi opevnéné fimské mésto. Této Sance Rimané bezezbytku vyuzili.

Podobné ,drobnosti“ nakonec vedly k porazkam Kartaginskych arméad. Prohry
vedly k tpadku ekonomické a politické sily Kartdga. Upadek jesté umocnily velmi
tvrdé sankce uvalené na Kartago vitézem, jako podminka k zastaveni boji. Zda do-
slo k upadku Kartaga diky prohranym valkam, nebo zda tipadek mésta, jeho rozmari-
lost, zpusobila, ze diky tomu Kartago prohrélo valky dnes pravdépodobné nezjistime.
Tteti a posledni punska valka skoncila uplnym znicenim mésta Kartaga a anektovani
kartaginského tizemi Rimany.

Studium historie Kartdga je ponékud problematické, Rimané po zni¢eni ptivodniho
meésta vystaveli na jeho rozvalinach Kartago nové, nyni jiz ale fimské. Témér vSechny
kartaginské pauméutky7 bud’ pisemné Ci stavebni byly po vyhranych Vélkéch Rimany
doby i od té doby nemel. Vétsina z dochovanych zadznamu, Ci prekladu ptuvodnich textu,
,pochazi* od fimskych historiki. Ti svého ,,ihlavniho nepritele“ neméli nejmensi duvod
vychvalovat ¢i obhajovat.

Archeologické vyzkumy neustale pokracuji na ptvodnich kartaginskych mistech a
mnohé z vykopavek nékteré aspekty tradi¢niho obrazu Kartaga potvrzuji, mnohé z nich
naopak vyvraceji.
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5.5.2 Brachystochrona nebo brachistochrona

Jedna ze ,slavnych® tloh je wloha o brachistochroné. Na prvni pohled vypada velmi
tajemneé, ale ve skutecnosti je to tloha stara vice nez 350 let.

V roce 1696 v pojednani Johanna Bernoulliho ,,Problema novum, ad cujus solutio-
nem mathematici invitantur* (,Nova tloha, k jejimuz feseni zveme matematiky“) byla
formulovana tloha: ,, Ve vertikalni roviné jsou dany dva body A a B. Najdéte drahu, po
niz se téleso pusobenim vlastni tize dostane z bodu A do bodu B za nejkratsi dobu.
Tuto tlohu tesili dale Leibnitz, Jacob Bernoulli, Newton a fada dalsich a stala se za-
kladem wvariacniho poctu. Je pozoruhodné, ze v 17.stoleti jisté nikdo nemél ani ponéti
o lyzarskych mustcich nebo o vodnich skluzavkach.

Ukolem je najit tvar spojnice mista A a B, po které by se téleso pohybujici se
vlivem gravitacni sily, dostalo z mista A do B v nejkratsim case. Predpoklada se pohyb
v homogennim gravita¢nim poli a odporové sily (tfeni a odpor vzduchu) se zanedbévaji.

Pro zékladni predstavu si zvolime souradnicovy systém podle obrazku 5.5.1

Yo x  oh
A=(0,0)\>~_: -z

Obrézek 5.5.1: Mozné krivky nejrychlejsiho spadu

Hmotny bod o hmotnosti m se ma pohybovat bez treni vlastni tizi po oblouku
AM B. Rychlost =v hmotného bodu misté M nezavisi na tvaru krivky spojujici body
A a B (Galileav zakon) a podle zdkona energetické bilance je kinetickd a potencialni
energie hmotného boduv kazdém bodé M = (x,y) v rovnovaze.

Predpokladame, ze kazda spojnice o bodu A a B, ktera prichazi v tvahu je hladka
krivka (nepfipoustime napr. ,schody“, nebo siluetu chramu sv.Bartoloméje v Plzni).

Poloha pohybujiciho se bodu M po kfivce o se s casem méni, tj. x = x(t) a y = y(t).
Cas potiebny k dosazeni bodu B zavisi na kiivce o, oznac¢ime jej T'(c). Oznacime jesté
S mnozinu vsech pripustnych kiivek o, tj. takovych, které splnuji koncové podminky
(viz obrézek 5.5.1):

2(0) =0, 2(Tg)=b1; y(0)=0, y(Tp) = b

Formulace tlohy:



5. HOVORY M 79

Chceme stanovit takovou kiivku o € S, pro niz je T'(¢) =minT(0)Vo € S.

Je patrné, ze klicovym problémem je urceni zavislosti ¢asu na ktivce o, tj. funkce
poctu.

Konkrétnimu vypoctu budeme vénovat pozornost v sesitu vénovaném optimalizac-
nim technologiim.

Podobné jako v predchozim odstavci i zde optimalizujeme funkci, jejiz argumentem
je mnozina (kiivka).

Poznamka:

Ke sporu o gramaticky spravné znéni tlohy uvedené, jako titulek odstavce, lze v rtiznych
zdrojich ,na Internetu® nalézt?? piislusnd vysvétleni. Z nich plyne, Ze:

Brachistochrona (z teckého brachistos - nejkratsi, chronos - cas),
oznacovand také jako krivka mejkratsiho spddu, je krivka spojujici
dva body, po které se hmotny bod dostane z pocatecniho klidu v jed-
nom bodée do druhého pusobenim homogenniho gravitacniho pole za
nejkratsi dobu.

Nékteré anglosaské oblasti Evropy? vsak pripousti obojaky zépis jako gramaticky
spravny. Tedy jak brachystrochrona, tak i brachistochrona.

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Brachistochrona
3http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/138956/PokrokyMFA_17-1972-4_8.pdf
40ttav naucny slovnik, p¥ip. francouzsky mluvici zems. ..


https://cs.wikipedia.org/wiki/Brachistochrona
http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/138956/PokrokyMFA_17-1972-4_8.pdf
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