
LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ

Definice:
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , necht’ L:U−→V
je zobrazeńı z množiny U do množiny V .
Zobrazeńı L se nazývá lineárńı zobrazeńı (homomorfismus), jestliže pro
každé x,y ∈ U a pro každý prvek λ ∈ T plat́ı:

1. L(x+ y) = L(x) + L(y),

2. L(λx) = λ · L(x).

Poznámka:
Pro každé lineárńı zobrazeńı L:U−→V je obrazem nulového prvku opět nu-
lový prvek, tj. plat́ı L(01) = 02, kde 01 je nulový prvek prostoru U a 02 je
nulový prvek prostoru V .

Definice:
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , necht’ L:U−→V
je lineárńı zobrazeńı.
Množina všech prvk̊u prostoru U , které se zobraźı do nulového prvku 0 (v pro-
storu V), se nazývá jádro zobrazeńı L a znač́ı se KerL:

KerL = {x ∈ U ; L(x) = 0}.

Množina obraz̊u všech prvk̊u z prostoru U se nazývá obraz zobrazeńı L
a znač́ı ImL:

ImL = {y ∈ V ; ∃x ∈ U : L(x) = y}.

Věta: (podprostory jádro a obraz lineárńıho zobrazeńı)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , L:U−→V je
lineárńı zobrazeńı.
Potom KerL je podprostor prostoru U a ImL je podprostor prostoru V.
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Věta: (dimenze jádra a obrazu lineárńıho zobrazeńı)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , L:U−→V je
lineárńı zobrazeńı.
Potom plat́ı:

dim(KerL) + dim(ImL) = dimU .

Definice:
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , necht’ L:U−→V
je lineárńı zobrazeńı.
Potom zobrazeńı L se nazývá izomorfismus (izomorfńı zobrazeńı), je-li
prosté a je-li zobrazeńım na prostor V .
Lineárńı vektorové prostory U , V se nazývaj́ı izomorfńı prostory, jestliže
existuje izomorfismus L:U−→V .

Věta: (charakterizace izomorfismu)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , necht’ L:U−→V
je lineárńı zobrazeńı.
Potom plat́ı:

L je izomorfismus právě tehdy, když KerL = 0 = {0}, ImL = V.

Věta: (inverzńı zobrazeńı k izomorfismu)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , necht’ L:U−→V
je lineárńı zobrazeńı.
Je-li L izomorfismus, potom existuje inverzńı zobrazeńı L−1:V−→U , které je
také izomorfismem.

Věta: (izomorfismus a lineárńı závislost)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory nad tělesem T , necht’ L:U−→V
je izomorfismus.
Potom prvky u1,u2, . . . ,uk ∈ U jsou lineárně závislé právě tehdy, když jsou
lineárně závislé jejich obrazy - prvky L(u1),L(u2), . . . ,L(uk).
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Věta: (dimenze izomorfńıch prostor̊u)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory konečné dimenze.
Prostory U , V jsou izomorfńı právě tehdy, když plat́ı:

dimU = dimV.

Souřadnicový izomorfismus
Jestliže U je lineárńı vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem R,
dimU = k. Zvolme u1,u2, . . . ,uk bázi prostoru U .
Pro každý prvek x ∈ U je možný zápis x = λ1u1 + λ2u2 + · · · + λkuk, kde
x̂ = [λ1, λ2, . . . , λk]

T je souřadnicový vektor prvku x v bázi u1,u2, . . . ,uk.
Definujme zobrazeńı L:U−→Rk předpisem

L(x) = x̂ .

Toto zobrazeńı je izomorfismus, který se nazývá souřadnicový izomorfis-
mus.

Matice lineárńıho zobrazeńı

Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory konečné dimenze nad tělesem T ,
dimU = k, dimV = n. Necht’ L:U−→V je lineárńı zobrazeńı.
Necht’ u1,u2, . . . ,uk je báze prostoru U , v1,v2, . . . ,vn je báze prostoru V .
Libovolný prvek x ∈ U lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci prvk̊u báze tohoto
prostoru, tj.

x = λ1u1 + λ2u2 + . . .+ λkuk,

tedy
x̂ = [λ1, λ2, . . . , λk]

T

je souřadnicový vektor prvku x v bázi u1,u2, . . . ,uk prostoru U .
Zobraźıme-li prvek x, źıskáme prvek y = L(x) v prostoru V , také tento
prvek lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci prvk̊u báze v1,v2, . . . ,vn prostoru
V , proto

y = η1v1 + η2v2 + . . .+ ηnvn,

a tedy
ŷ = [η1, η2, . . . , ηn]

T

je souřadnicový vektor prvku y = L(x) v bázi v1,v2, . . . ,vn prostoru V .
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Hledejme nyńı, jaký je vztah mezi souřadnicovými vektory x̂ a ŷ, je-li
y = L(x).
Protože zobrazeńı L je lineárńı, muśı platit, že obrazem lineárńı kombinace
prvk̊u (”vzor̊u”) je lineárńı kombinace obraz̊u jednotlivých prvk̊u, tj.

y = L(x) = L(λ1u1+λ2u2+. . .+λkuk) = λ1L(u1)+λ2L(u2)+. . .+λkL(uk).

Proto
ŷ = L̂(x) = λ1

̂L(u1) + λ2
̂L(u2) + . . .+ λk

̂L(uk).

K vyjádřeńı hledaného vztahu potřebujeme tedy znát souřadnicové vektory
obraz̊u prvk̊u báze prostoru U vzhledem k bázi prostoru V . Pro každé i =

1, 2, . . . , k označme L̂(ui) = [α1i, α2i, . . . , αni]
T , kde jednotlivé souřadnice

určujeme ze vztahu

L(ui) = α1iv1 + α2iv2 + . . .+ αnivn.

Potom
η1
η2
...
ηn

 = λ1 ·


α11

α21
...

αn1

+ λ2 ·


α12

α22
...

αn2

+ . . .+ λk ·


α1k

α2k
...

αnk

 =

=


λ1α11 + λ2α12 + · · ·+ λkα1k

λ1α21 + λ2α22 + · · ·+ λkα2k
...

λ1αn1 + λ2αn2 + · · ·+ λkαnk

 =


α11 α12 · · · α1k

α21 α22 · · · α2k
...

...
...

αn1 αn2 · · · αnk

 ·


λ1

λ2
...
λk


Tedy ŷ = A · x̂, kde matice A se po sloupćıch skládá ze souřadnicových

vektor̊u L̂(ui) obraz̊u prvk̊u báze u1,u2, . . . ,uk prostoru U vzhledem k bázi
v1,v2, . . . ,vn prostoru V , tj.

A =
[ ̂L(u1)

̂L(u2) · · · ̂L(uk)
]
=


α11 α12 · · · α1k

α21 α22 · · · α2k
...

...
...

αn1 αn2 · · · αnk

 .

MaticeA se nazývámatice lineárńıho zobrazeńı L v báźıch u1,u2, . . . ,uk

prostoru U a v1,v2, . . . ,vn prostoru V .

Pro každý prvek x ∈ U a jeho obraz y = L(x) přitom plat́ı vztah

A · x̂ = ŷ.
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Věta: (hodnost matice lineárńıho zobrazeńı)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory konečné dimenze, necht’ L:U−→V
je lineárńı zobrazeńı.
Jestliže u1,u2, . . . ,uk je báze prostoru U , v1,v2, . . . ,vn báze prostoru V a ma-
tice A je matice lineárńıho zobrazeńı L v těchto báźıch, potom

dim(ImL) = hod(A).

Důsledek:
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory konečné dimenze, necht’ L:U−→V
je izomorfismus.
Jestliže A je matice izomorfismu L v daných báźıch, potom matice A je
regulárńı.

Věta: (matice složeného lineárńıho zobrazeńı)
Necht’ U , V ,W jsou lineárńı vektorové prostory konečné dimenze nad tělesem
T , necht’ L1:U−→V , L2:V−→W jsou lineárńı zobrazeńı. Uvažujme báze:
u1,u2, . . . ,uk prostoru U , v1,v2, . . . ,vn prostoru V a w1,w2, . . . ,wm pro-
storu W .
Jestliže A je matice lineárńıho zobrazeńı L1 a B je matice lineárńıho zobra-
zeńı L2 v daných báźıch, potom složené zobrazeńı L:U−→W dané předpisem

L(x) = L2(L1(x))

pro každé x ∈ U je opět lineárńı a matice složeného zobrazeńı L v daných
báźıch je

C = B ·A .

Důsledek: (matice inverzńıho zobrazeńı k izomorfismu)
Necht’ U , V jsou lineárńı vektorové prostory konečné dimenze, necht’ L:U−→V
je izomorfismus.
Jestliže u1,u2, . . . ,un je báze prostoru U , v1,v2, . . . ,vn je báze prostoru V
a A je matice izomorfismu L:U−→V v daných báźıch,
potom matićı inverzńıho zobrazeńı L−1:V−→U v těchto báźıch je maticeA−1

inverzńı k matici A.
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Matice přechodu

Necht’ U je lineárńı vektorový prostor konečné dimenze n. Jestliže f1, f2, . . . , fn
je báze prostoru U a g1,g2, . . . ,gn je také báze téhož prostoru U , potom pro
libovolný prvek x ∈ U lze určit jeho souřadnicové vektory v obou báźıch:
Prvek x ∈ U vyjádř́ıme jako lineárńı kombinaci prvk̊u báze f1, f2, . . . , fn pro-
storu U , tj. plat́ı x = λ1f1 + λ2f2 + . . . + λnfn, potom souřadnicový vektor
prvku x v bázi f1, f2, . . . , fn je

x̂ = [λ1, λ2, . . . , λn]
T .

Stejný prvek x ale lze vyjádřit též jako lineárńı kombinaci prvk̊u báze g1,g2,
. . . ,gn, tj. x = η1g1+η2g2+. . .+ηngn, souřadnicový vektor prvku x vzhledem
k bázi g1,g2, . . . ,gn je proto

x̃ = [η1, η2, . . . , ηn]
T .

Uvažujme identické zobrazeńı L:U−→U , pro které L(x) = x pro každý
prvek x ∈ U . Označme T matici tohoto lineárńıho zobrazeńı, a to v bázi
g1,g2, . . . ,gn prostoru U , který zobrazujeme, a v bázi f1, f2, . . . , fn prostoru
U , do kterého zobrazujeme.
Tedy

T =
[ ̂L(g1)

̂L(g2) · · · ̂L(gn)
]
=

[
ĝ1 ĝ2 · · · ĝn

]
,

nebot’ L(gi) = gi pro každé i = 1, 2, . . . , n.
Pro každý prvek x ∈ U plat́ı

T · x̃ = L̂(x) = x̂ .

Matice T je regulárńı, protože identické zobrazeńı je izomorfismus.

Výše vytvořená matice T se nazývá matice přechodu od báze f1, f2, . . . , fn
k bázi g1,g2, . . . ,gn prostoru U .

Budeme-li uvažovat inverzńı zobrazeńı L−1 k identickému zobrazeńı L, bude
to opět identické zobrazeńı na prostoru U . Jako matici inverzńıho zobrazeńı
U dostaneme matici přechodu od báze g1,g2, . . . ,gn k bázi f1, f2, . . . , fn
prostoru U , která je inverzńı matićı k matici T, t.j.

T−1 =
[ ˜L−1(f1)

˜L−1(f2) · · · ˜L−1(fn)
]
=

[
f̃1 f̃2 · · · f̃n

]
.

Přitom plat́ı vztah
T−1 · x̂ = x̃

pro každý prvek x ∈ U .
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SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ALGEBRAICKÝCH
ROVNIC II

(GAUSSOVA ELIMINAČNÍ METODA - řešitelnost
soustav)

Zopakujme na úvod, co již o soustavách lineárńıch algebraických rovnic v́ıme
z dř́ıvěǰska.
Soustavum lineárńıch algebraických rovnic o n neznámých lze zapsat
jako

A · x = b ,

kde A je matice typu m/n nad tělesem R reálných č́ısel, x = [x1, x2, . . . , xn]
T

je n-členný aritmetický vektor nad tělesem R a b = [b1, b2, . . . , bm]
T je m-

členný aritmetický vektor nad tělesem R.

Při označeńı A = [aij] lze vztah A · x = b rozepsat do tvaru:


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 ·


x1

x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bm


t.j.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...............

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

Matice A = [aij] se nazývá matice soustavy, vektor x = [x1, x2, . . . , xn]
T

vektor neznámých, vektor b = [b1, b2, . . . , bm]
T vektor pravých stran.

Matici [A|b] =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn bm

 nazýváme rozš́ı̌rená matice

soustavy.
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Řešeńım soustavy m lineárńıch algebraických rovnic o n neznámých za-
psané maticově jako A · x = b se nazývá každý n-členný aritmetický vektor
r nad tělesem R, pro který plat́ı A · r = b.
Dvě soustavy lineárńıch rovnic jsou ekvivalentńı soustavy, jestliže maj́ı
stejné množiny řešeńı.

Věta:
Jestliže matice [C|d] vznikne z matice [A|b] užit́ım řádkových elementárńıch
úprav, potom soustavy lineárńıch rovnic A · x = b a C · x = d jsou ekviva-
lentńı.

Připomeňme ještě, které úpravy patř́ı mezi řádkové elementárńı úpravy
matice A ( typu m/n )

1. vzájemná výměna dvou řádk̊u matice,

2. vynásobeńı řádku matice nenulovým č́ıslem,

3. přičteńı násobku jednoho řádku k jinému řádku.

Poznámka:
POZOR! Analogie k výše uvedené větě o ekvivalenci soustav neplat́ı, pokud
jsou použity sloupcové elementárńıch úpravy!

Z části věnované hodnosti matic v́ıme, že matice A je ve stupňovitém
tvaru, plat́ı-li: pokud je v některém řádku i-tý prvek prvńı nenulový (je to
tzv. pivotńı prvek), potom ve všech daľśıch řádćıch jsou všechny prvky od
prvńıho až do i-tého včetně rovny 0.

Klasická Gaussova eliminačńı metoda spoč́ıvá v tom, že se v prvńı fázi
převede rozš́ı̌rená matice soustavy na stupňovitý tvar (tzv. eliminace) a ve
druhé fázi se vyjádř́ı řešeńı postupným dosazováńım (tzv. zpětné dosazováńı,
zpětný chod). Pokud je v prvńı fázi rozš́ı̌rená matice soustavy převedena na
redukovaný stupňovitý tvar, zjednodušuje se podstatně druhá fáze Gaussovy
metody. Daľśı vylepšeńı tohoto postupu umožňuj́ı teoretické poznatky, které
nyńı uvedeme.
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Definice:
Necht’ A · x = b je soustava lineárńıch algebraických rovnic.
Soustava se nazývá homogenńı, jestliže b = 0 neboli vektor pravých stran
je nulový.
Soustava se nazývá nehomogenńı, jestliže b ̸= 0, tj. vektor pravých stran
je nenulový .

Věta: (řešeńı homogenńı soustavy)
Necht’ A · x = 0 je homogenńı soustava lineárńıch algebraických rovnic, kde
matice soustavy A je typu m/n.
Potom množina všech řešeńı homogenńı soustavy rovnic je lineárńı vektorový
prostor dimenze

n− hod(A) .

Uvažovaná homogenńı soustava rovnic A ·x = 0 má matici soustavy A typu
m/n, je to tedy soustava m rovnic pro n neznámých. Proto je dimenze pros-
toru řešeńı homogenńı soustavy rovnic ”počet neznámých - hodnost matice
A”.

Ještě si uvědomme, že homogenńı soustavy rovnic jsou vždy řešitelné, tj.
vždy maj́ı řešeńı. Řešeńım libovolné homogenńı soustavy je totiž nulový vek-
tor. Má-li soustava právě jedno řešeńı, je to tento nulový vektor. V př́ıpadě
soustavy s nekonečně mnoha řešeńımi existuje kromě tohoto nulového řešeńı
ještě nekonečně mnoho nenulových řešeńı.
Pokud ale soustava rovnic je nehomogenńı, tedy má nenulovou pravou stranu,
může nav́ıc nastat i situace, kdy řešeńı soustavy nemuśı existovat.

Věta: (Frobeniova podmı́nka řešitelnosti)
Soustava lineárńıch algebraických rovnic A · x = b má řešeńı právě tehdy,
když

hod([A|b]) = hod(A),

tj. hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy a hodnost matice soustavy jsou shodné.
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Věta: (řešeńı nehomogenńı soustavy)
Necht’ v je řešeńı nehomogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic
A · x = b.
Potom w je řešeńı soustavy rovnic A · x = b právě tehdy, když w = v + u,
kde u je řešeńı homogenńı soustavy rovnic A · x = 0.

Věta o řešeńı nehomogenńı soustavy poskytuje návod, jak popsat všechna
řešeńı řešitelných soustav rovnic (toto se využ́ıvá předevš́ım v situaci, kdy
má soustava nekonečně mnoho řešeńı). Jestliže soustava A ·x = b má řešeńı,
potom stač́ı naj́ıt jedno řešeńı xP této nehomogenńı soustavy rovnicA·x = b
(tzv. partikulárńı řešeńı) a obecné řešeńı xH př́ıslušné homogenńı soustavy,
tj. určit všechna řešeńı homogenńı soustavy rovnic A · x = 0. Obecné řešeńı
nehomogenńı soustavy A · x = b je potom jejich součtem:

x = xP + xH .

Věta: (soustava s regulárńı matićı)
Má-li soustava lineárńıch algebraických rovnic A · x = b matici soustavy A
regulárńı, potom má tato soustava právě jedno řešeńı.

Protože regulárńı matice lze charakterizovat třemi navzájem ekvivalentńımi
podmı́nkami:

• hodnost regulárńı matice se rovná řádu matice,

• determinant regulárńı matice je nenulový,

• k regulárńı matici existuje inverzńı matice,

můžeme při řešeńı soustavyA·x = b s regulárńı matićıA vyb́ırat z následuj́ıćıch
tř́ı metod:

1. Klasická Gaussova eliminačńı metoda.
V eliminačńı fázi se rozš́ı̌rená matice soustavy převede na stupňovitý
tvar, přičemž z matice A vznikne horńı trojúhelńıková matice. Řešeńı
lze určit jednoduše zpětným dosazováńım. Při využit́ı redukovaného
stupňovitého tvaru vznikne z matice A soustavy dokonce matice dia-
gonálńı, jsou-li pivotńı prvky rovny 1, tak matice jednotková.
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2. Cramerovo pravidlo.
Necht’ A · x = b je soustava lineárńıch algebraických rovnic s regulárńı
matićı A řádu n, tj. detA ̸= 0.
Pro každé i = 1, 2, . . . , n označme Ai matici, která vznikne z matice A
t́ım, že i-tý sloupec matice A nahrad́ıme sloupcem b.
Potom pro řešeńı soustavy rovnic A · x = b plat́ı x = [x1, x2, . . . , xn]

T ,
kde pro každé i = 1, 2, . . . , n je

xi =
detAi

detA
.

3. Pomoćı inverzńı matice.
Protože k regulárńı matici A existuje inverzńı matice A−1, můžeme
jediné řešeńı soustavy źıskat jako součin inverzńı matice a vektoru
pravých stran, tj.

x = A−1 · b.
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