2. Nahodna velicina

Vysetrovat jen ndhodné jevy , které jsme definovali v pfedchozi kapitole se mize mnohdy
jevit jako bezucelné. V praxi se velmi €asto soustfed’'ujeme na praci s jistymi funkcemi
definovanymi pravé na mnozin¢ nahodnych jevii. Ukazuje se vSak , ze takova funkce musi
mit urcité vlastnosti, abychom ji viibec mohli jednoduse vySetfovat. To vede k nasledujici
definici.

Definice 2.1 Nahodna veli¢ina
Necht' {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor . Zobrazeni X : () - > R| nazveme nahodnou
d v
veli¢inou o X! ((—oo;c)) ef.

< ceR

Poznamka 2.1
Takovéto zobrazeni se nékdy nazyva borelovsky meéftitelné.

Vztah mezi definici 2.1 a poznamkou 2.1 vyjasiiuje nasledujici véta.

Véta 2.1
Necht’ {Q), A, P} je pravdépodobnostni prostor . Potom X je ndhodnou veli¢inou na ()

v
S g X (E)e A ,kde B je borelovska o-algebra na R;.
S

Diikaz:

Dukaz implikace <= je ziejmy, nebot’ pro libovolné ce R, je interval ( - oo, ¢ ) borelovskou
mnozinou.

Necht E je borelovskd mnozina v R . Potom podle tvrzeni ptikladu 1.5.2.1 ¢ast 3. je
o-algebra vytvorend z mnoziny vSech otevienych intervalil typu ( -co , ¢ ) rovna borelovské
o-algebte B. Odtud vyplyva, Ze je mozno mnozinu E napsat jako spocetné sjednoceni

mnozin typu interval ( -co , ¢ ) nebo jeho doplnék. Protoze ale plati pro libovolné zobrazeni X

X [U Aij =Jx"(4)adalex™ (ﬂ Al.j =()X"'(4). Je implikace zicjma.

iel iel iel iel
Q.E.D.

Z této vety je mozno odvodit ,,razné* definice ndhodné veli¢iny pomoci rtiznych druhi
intervalil I, . Jedinou podminkou je , aby o - obal tohoto systému takovychto intervali byl
roven borelovské o-algebie v R;. V nékterych situacich miizeme takovouto moznou zménu
definice vyuzit.

Pokud se nam podatilo definovat nahodnou veli¢inu , je ziejmé, Ze nés bude zajimat vici
jakym matematickym operacim bude mnozina vSech ndhodnych veli¢in uzaviena. Velmi
Siroce to fesi naslednd véta.

Véta 2.2
Necht' {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor Necht X : ) — > R, je ndhodna velicina a

\v
necht’ dale zobrazeni F : R; —> R je borelovsky méFitelné ( tedy Eep F'(E)eB).
S

Potom je F o X ndhodnd veli¢ina.



Dikaz:
Podle ptedchozi véty staci dokazat, ze plati vyrok

i

Fep (FoX)'(E) € R,ale (FoX) =X"oF". Dilejejist¢
S

F™'(E)e B, oznaéme F~'(E)=H . Potom je (Fo)()“ (E)=X"'(H) e A, pravépodle

piedchozi véty 2.1.
Q.E.D.

Poznamka 2.2

ProtoZe kazdé spojité zobrazeni na mnoZin€ R, je zaroven borelovsky méfitelné, je sloZeni
libovolné spojité funkce a ndhodné velic¢iny opét ndhodna velicina. Takze naptiklad libovolna
pfirozena mocnina ndhodné veli¢iny X je opét ndhodna veli€ina.

Véta 2.3

Necht' {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor . Potom
a) Mnozina vSech ndhodnych veli¢in je neprazdna
b) Necht k je realné ¢islo a X je nahodna veli¢ina. Potom k . X je také ndhodna veli¢ina.
¢) Necht X a 'Y jsou ndhodné veli¢iny. Potom také Z = X + Y je ndhodna velicina.

Diukaz:

a) Necht X: ) —> R, je zobrazeni definované jako libovolna redln4 konstanta k.
Dokézeme, ze takovéto zobrazeni je ndhodna velicina. Zvolme si libovolné realné
¢islo ¢, potom mohou nastat dva rlizné ptipady:

l.c <k,potom X '((—0,c))=d e A
2.c>k,potom X '((-0,c))=Q e A.
Tedy mnozina nahodnych veli¢in je neprazdna.
b) Budeme vySetiovat samostatné tfi rizné moznosti :
1.k > 0. Potom (k.X)"'((=0,¢)) = X*‘((_oo,%)) =X (-»,C)) e A,kdeCje

realné cislo
2.k =0. Potom k . X =0 a podle ptedchoziho je ndhodnou veli¢inou

2.k<0.Potom je (k.X) " ((-0,c)) = X' ((%,oo)) - X'(C,0) e A.

Interval ( C, o0 ) je pro libovolné redlné ¢islo C borelovskou mnoZinou ( je dokonce
otevienym intervalem ).

c) Nas kol bude vhodnym zplisobem rozepsat mnozinu souctll X + Y . Zvolime tedy
libovolné realné ¢islo ¢ a napiSeme nize uvedenou mnozinu jako spocetné sjednoceni
nahodnych jevi ( sjednoceni se provadi pfes mnozinu vSech raciondlnich ¢isel Q , pro
kazdé racionalni q je niZe uvedeny priinik ndhodnym jevem )

{o; X (0)+Y(w)<c} = U({a);X(a)) <g}n{wY(o) <c—q})e 2|
qeQ

Q.E.D.



Pfirozenym zobecnénim naseho postupu je zavedeni podobného pojmu pro ptipad
zobrazeni z mnoziny ) do prostoru R, . Uved’'me tedy nasledujici definici.

Definice 2.2  nahodny vektor

Necht’ {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor . n — rozmérnym nahodnym vektorem

X = (X , ..., Xp) nazveme takové zobrazeni X : Q —> R,, pro né&Z pro libovolny

prvek ¢ =(cy,...,cn) € Ry plati

n

M{@: X, (@) <c |er (2.1)

i=1
Pro vlastni zji$téni, zda je urcité zobrazeni X : Q —> R, ndhodnym vektorem je vétSinou

urceni predchoziho vztahu (2.1) velmi ndro¢né. Proto dokédzeme nasledujici vétu, kterou si
muizeme zapamatovat pod tslovim — ndhodny vektor je ndhodna veli€ina po slozkach.

Véta 2.4

Necht’ {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor .Zobrazeni X : Q —> R,, je ndhodnym
vektorem prave kdyz pro vSechny i=1,...,n jsou X; ndhodné veli¢iny.

Diikaz:

Dokazme nejdtive implikaci =.

Necht' tedy X je ndhodny vektor. Zvolme dale ¢ € Ry .Dilkaz provedeme naptiklad pro

slozku X; . Proi € N oznaéme
4 ={o: X, (o) <c}n{w: X, (o) <i}n...n{e: X, (0)<i} =

:{a);Xl(a))<c}ﬁ{a);Xk (w)<i} ,proi=1,2,...

k=2
ProtoZe X je ndhodny vektor, jsou vSechny A; € A , ale

{a);Xl(a))<c}:0{{a);Xl(a)) }ﬂ{a)X }} UA €. Ztohoto vztahu

i=1 k=
vyplyva, Ze X; je ndhodnd veli¢ina.
Nyni dokdzeme implikaci <.
Necht’ nyni pro libovolné k = 1,2,...,n jsou Xx ndhodné veli€¢iny. Potom ale jisté plati

{a);Xk (w)< ck} € A a tedy také ﬂ{a), X, (w)< ck} e A1, kde hodnoty ¢, jsou postupné k
k=1

— té soufadnice prvku ¢ = (€q,...,¢n) € Ry .

Q.E.D.

Vlastni prace s pravé definovanymi ndhodnymi veli¢inami a vektory by byla velmi

komplikovana, proto byla pro kazdou ndhodnou veli¢inu zavedena specidlni realna funkce

nazyvana distribu¢ni funkce. Z chovéni této funkce je mozno usoudit na chovani také

nahodné veliiny.

Definice 2.3 distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny

Necht' {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor , necht’ dale je X nadhodna veli¢ina.
Distribu¢ni funkei této ndhodné veli¢iny budeme rozumét zobrazeni F : Ry —> Ry
definované vztahem

F: X P({a);X(a))<X}) (2.2)



Priklad
, A

Necht Q ={1,...,6} , A=exp(2) a P(A) Z?.
X(1)=X2)=X(3)=-1;X(4)=X(5)=1; X(6) =4 . Takto definovanou ndhodnou
veli¢inu miizeme naptiklad interpretovat tak, Ze pfi hodu kostkou v ptipadé€, Ze padne
1,2,3 body platime 1 ; padnou - li 4,5 dostaneme 1 a padne — li 6 bereme 4.
Proved’'me nyni analyzu hodnot funkce F :

1. Jestlize x < - 1 potom

{oX(w)<x} = @ tedy P@)=0=F(x)=0
2. Jestlize -1 <x < 1 potom

(@30 < X(0) < x} = {1;2;3} = F(x) = P({0;~0 < X (@) < x}) =

AN W
NS

3. Jestlize I <x < 4 potom

{@;—0 < X(w) < x} ={1;2;3;4;5} :F(x)=P({w;—°O<X(0))<X})=

| W

4. Jestlize x > 4 potom

{; -0 < X (@) < x} ={1;2;3;4;5;6}:F(X>=P({“’;‘OO<X(‘”)<x})zgzl

0, x<-1

L recny
F(x) = §

-, xe(,4

- (1,4)

1 ., x>4

Graf dané distribu¢ni funkce potom vypada takto:
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V nésledujici vété uvedeme zékladni vlastnosti distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X.
Véta 2.5
Vlastnosti distribu¢ni funkce
Necht F je distribu¢ni funkce ndhodné veliCiny X . Potom plati :
1. Jestlize a <b jsou redlna ¢isla potom
P({w;a < X(w)<b})=F(b)-F(a)

2. F je neklesajici funkce
3. F je spojita zleva v kazdém bod¢



4. limF(x)=1

X—>0

5. lim F(x)=0

X—>—0

Diikaz:

1. Polozme 4 ={w;X(w)<a},B={w;X(w)<b},jists A,B € R, dile A c B. Tedy
podle Tvrzeni 1.5.2.2 je P(B) - P(A) =P(B\ A)=F(b)—F(a) = P({a);a <X(w)< b})

2. Podle tvrzeni 1.5.2.2 je pro libovolny nahodny jev A P(A) = 0, proto je také
F(b)-F(a)=P({®;a< X(0)<b})20 = F(b)> F(a)

3. Necht x € Ry, zvolme {x,},x, /" x. Oznaéme

A ={o;X(w)<x,} = A4, €A, 4, c A, (n=1,2,..). Zarovei plati

! A ={w; X(w) < x{. Potom je jisté
U4, =1 } je]

n=1

n—0 n—>ow

F(x)= P({a); X(w)< x}) = P[CJ A}J =1lim P(4,) = lim F'(x, ) . Tento vztah vyplyva
n=1

opét z tvrzeni 1.5.2.2.

4. Polozime — li v pfedchozim tvrzeni x= +oo a {x,} = {n}, dostdvame rovnost
lim F(x)=P( J4,)=P(Q) =1
X—>0 el

5. Tuto vlastnost ukdzeme obdobn¢ s vyuzitim tvrzeni 1.5.2.2 . Zvolime klesajici
posloupnost {X,} , lim x, =—o0. Oznacme dale

B, ={w;X(w)<x,}.Potom B,eRA a B 5B, (n=12,..).Proto

0=P(@)=P()B,) =lim P(B,) = lim F(x)
el s X—>—0

Q.E.D.

V této kapitole jsme definovali postupné nahodnou veli¢inu, tento pojem jsme zobecnili

na pojem ndhodného vektoru. Podobné¢ v dal§im zavedeme pojem distribu¢ni funkce

nahodného vektoru. Diive vSak vyfeSime terminologickou poznamku.

Poznamka 2.3
Vzhledem k castému pouzivani zjednodusime nasledujici zapisy takto:
Necht' X je ndhodna veli¢ina a xeR| potom mnozinu {a); X(w)< x} budeme zapisovat

jako {X < x} .

Pro pfipad vicerozmérny bude mnozina {w; X, (@) < x,, X,(®) < x,,..., X, (@) < x, | rovna
mnozing [ |{@; X, (®)<x,},kde hodnoty X; , X2, ... ,X» € Ry , budeme ji prosté
k=1

zapisovat{ X, <x,,X, <x,,.., X, <x,}. Takovéto oznateni podrzime i po zbytek

piednasek.

Zavedeme dale definici distribu¢ni funkce nahodného vektoru, ktera by méla byt
vicerozmérnou verzi distribu¢ni funkce ndhodné veliciny, véetné vlastnosti.



Definice 2.4
Distribuéni funkei ndhodného vektoru X = ( X, , X5, ..., X, ) na pravdépodobnostnim

prostoru {Q, A, P} nazveme redlnou funkci F : R, - R, definovanou takto
F(x,%,,...,X, ) = P({X1 <x, X, <Xy X, < xn}), (2.3)

kde (x1,X2,...,Xn) € Rp. Takovouto distribu¢ni funkci budeme oznacovat Fx .

Podobné jako ve véteé 2.5 mizeme zkoumat vlastnosti distribu¢ni funkce nahodného
vektoru..
Véta 2.6

Distribuéni funkce Fx ndhodného vektoru X= (X;,X»,...,X,) ma nésledujici vlastnosti:
1. Funkce [Fx je neklesajici v kazdé své proménné x;

2. Funkce [Fx je zleva spojita v kazda své proménné x;

3. lim F(x,x,..x,) = 1
X; >+
i=1,2,..,n
4. le[FX(xl,xz,..,xi,.,xn) = 0 |, Y
X; -0

5. V pripad¢ dvourozmérném , necht’ -co < a; < by <too a -co < a; < b, <t+co. Potom plati
0< P({a1 < X; <bj ,a <Xy < b, }) = [F(b] 5 bz) - [F(a1 5 bz) - [F(b] az) + [F(al R az)

Diikaz:
Provedeme ho stejné jako v piipadu véty 2.5. Cast 5. Ize jesté zobecnit pro piipad vice
rozmera.

Piiklad
Zjistéte, zda nasledujici funkce F je distribu¢ni funkci nahodného vektoru:

0 ,(x,+x,<1) nebo x,<0 nebo x,<0
Fi(x,x,)—

1 , jinak
Reseni:
Na prvni pohled je zfejmé, ze funkce splituje vlastnosti 1. — 4. predchozi véty. AvSak
podle 2.3)je P({-1 = X; <2 ,-1 =X, <2})=F2,2)-F(-1,2)-F2,-1)+F(-1,-1)=
1-1-1+0=-1. Ale podle definice pravdépodobnosti P musi byt vysledek nezaporny.
Tedy uvedena funkce neni distribu¢ni funkci ndhodného vektoru.

Pro dalsi pfipadné Setfeni ma hluboky smysl nasledujici véta, ktera Setii variantu ¢asti 3.
z ptedchozi véty. Zkoumame v ni ptipady, kdy jsou hodnoty v jedné pevné proménné
libovolné velké.

Vzniklou funkci podrobime analyze . Ukazuje se , ze takovato funkce je opét funkci
distribucni , ale je nutno ji vztahovat k jinému ndhodnému vektoru. Takovéto distribucni
funkce nazyvame marginalnimi ( okrajovymi ) distribu¢nimi funkcemi pavodni
distribu¢ni funkce Fx.

Véta 2.7
Necht {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor a X= (X},Xa,...,Xs) je ndhodny vektor.
Potom pro i=1,2,...,n plati



[FY(x],...,xl._l,xl.H,...,xn), kde Y = (X, X, |, X050 X,)

lim [ (xl,xz,...,xn)

X;—>0

Dukaz:

Oznaéme A4, =ﬁ{X} <xj}ﬂ{Xl. <1} ﬂ {X} <xj} . Tedy plati 4, c 4,, c.....
j=l =i+l

n

n +00

lim {X<.%ﬁmA: A = {x<.}

X; —>+0 ﬂ ;5% Iotoo 1 ﬂ Y
/ Jj=1 I=1 j=1
J#l

Q.E.D.
Poznamka 2.4

A. Jestlize budeme ptedchozi vétu pouzivat k — krat postupné pro indexy
{il,...,ik} =lcJ= {1,...,71} dostaneme postupné
lim F(x,,....,x,) = Fox, o) (X sees X, ).

X;—>+0
ieJ\I

B. Specieln€ pro n = 2 existuji dvé rizné marginalni distribu¢ni funkce :
Fy (x)= legl}w Fox v, (%) =F .y (x,,+%), posledni vyraz je jen

symbolicky zéapis piredchozi rovnosti. Podobn¢ tedy miizeme vytvofit i druhou
marginalni distribu¢ni funkei F, (x,)= Fm Fox x,) (%) =F y,(+0,x,).
2 Y1400 142 142

C. Distribu¢ni funkce nahodného vektoru urcuje podle A. jednoznacné
marginalni distribu¢ni funkce. Naopak pfislusné margindlni distribu¢ni funkce
nemusi dokonce urcovat Zadnou distribuéni funkci nahodného vektoru.

Ptiklady na préci s distribu¢nimi funkcemi jsou uvedeny postupné v nasledujicich
souborech.
Zakladni typy nahodnych veli¢in

Nahodné veli¢iny popisuji realné déje , které je mozné modelovat pomoci ndhodnych
jevu. Popis téchto ndhodnych jevii miize mit ve své obecnosti tfi rizné tvary:

1. Nahodna veli¢ina nabyva na celém R; jen kone¢né nebo spocetné mnoha hodnot

2. Nahodna veli¢ina nabyva na celém R; hodnot z n&jakého redlného intervalu

3. Nahodna veli¢ina je kombinaci pfedchozich dvou moznosti 1. a 2.

V celé této prednasce se soustiedime jen na prvni a druhy ptipad.

Definice 2.5

Nahodna velicina X se nazyva diskrétni , jestlize nabyva jen kone¢n¢ nebo spocetné

mnoha hodnot x;,Xa,...s pravdépodobnostmi py,pa,..., kde

p=P(X=x). (2.4)

Definice 2.6
Néhodna veli¢ina X se nazyva spojita , jestlize existuje nezaporna integrovatelna funkce

fna Ry, Ze pro vSechny x €R , plati
F(x)=P(X <x)= [ f()dt. (2.5)

Funkce f se nazyva hustota ndhodné veliCiny X.

Definice 2.7
Necht' {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor a X je diskrétni ndhodna . Potom

pravdépodobnostni funkci P ndhodné veli¢iny X definujeme takto:



P:x—> P(X =x) (2.6)
Véta 2.8
Necht’ X je ndhodna veli¢ina spojitého typu. Potom ma hustota f této nahodné veli¢iny
nasledujici vlastnosti:
1. Funkce f je nezaporna pro ,,s.v.“ prvky z R,
2. Narozdil od distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X neni funkce f ur¢ena presné
3. P(X=x¢)=0, provSechny x¢ € R,
4. Necht F je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X . Potom pro libovolné x, € R plati
P(X =x,)=lim F(x)-F(x,).

Dukaz:

b
1. Podle definice 2.6 a véty 2.5 je pro libovolné a <b If(t)dt =F(b)—F(a)=>0, musi

byt proto funkce f nezdporna s.v. ( klasicka vlastnost integralu )
2. Hodnotu hustoty f 1ze ménit postupné v kone¢ném poctu boda , dokonce 1ze hodnotu
hustoty f zménit na mnoziné miry 0, aniz se zméni hodnota distribucni funkce F.
3. Bude vyplyvat z nasledujiciho tvrzeni, nebot’ v tomto piipad¢ je podle definice 2.6
distribucni funkce F dokonce absolutné spojita a proto lim F(x) = F'(x,) , pro
X—>Xg

libovolné x.

P(X =x))=P(|(x, < X <x, + 1)) = limP(x, <X <x,+4) =
n=1 n n—»0 n
= lim(F(x0 +l)—F(x0)j =lim F(x)—-F(x,)
n—>0 n x_ma

Definice 2.8
Necht’ {Q), A, P} je pravdépodobnostni prostor a X= (X;,Xn,...,Xy) je ndhodny vektor.

Rekneme , Ze ndhodny vektor X je spojity, jestlize existuje nezaporna integrovatelna
funkce f:R, >R, f:(x,...x,) = f(x,.....x,) takova, Ze pro vSechna (x,,...,x,) € R,

F(x,...,.x, )= ]L ] f(uy,esu, ) du,..du, (2.7)

—00 —00

kde [F je sdruzend distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X . Funkci f nazyvame

sdruzenou hustotou nadhodného vektoru X .

Definice 2.9
Necht' {Q, R, P} je pravdépodobnostni prostor a X= (X},X»,...,X,) je nahodny vektor.

Rekneme , e ndhodny vektor X je diskrétni, jestlize existuje funkce P: R, - R, a

takova posloupnost bodd x' = (x;,...,x.)e R ,i=1,2,..., Ze plati
YP(x')=>P(X =x,..X,=x)=1, (2.8)

funkci P nazyvadme sdruzenou pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru X.



2.1 Nahodné veli¢iny diskrétniho typu

2.1.1 Degenerované rozdéleni
Nejjednodussi typ ndhodné veliCiny. Zvolme xp € R; .

, Lx=x,
Necht P.x - .
0,x # x,
Pravdépodobnostni funkce tedy nabyva jen hodnoty 0 a 1
Pravdépodobnostni funkce Distribu¢ni funkce
) ) - F(x)
o
L ] 09
:
-

2.1.2 Alternativni rozdéleni
Tento typ nahodné veliCiny hraje jiz vyznamnéjsi roli jak v praktickém uplatnéni
ndhodnych veli¢in. Pomoci ni miZzeme snadno modelovat situace, které maji dvé
alternativni odpovédi napi. pokus se podafil, pokus nedopadl dobie; odpovéd
na otdzku je pozitivni, odpoved’ je negativni. Toto rozdéleni je i zakladnim rozdélenim
pro binomické rozdéleni. Budeme ho definovat podobné jako v predchozim piipadé
pomoci pravdépodobnostni funkce ( v§Simnéme si, Ze hodnota zavisi na parametru p):

1-p,x=0 29
P:xmH p,x =1 ( ’ )
0, jinak
Pravdépodobnostni funkce
p=03 p=0,8
0,8 0,9
071 o 08 o
0,7 4
061 0,6 -
08 05
0,4 1 04 ]
03 ' 03
027 02
0 0
1 0,5 0 0,5 1 1,5 2 -1 0,5 0 0,5 1 1,5 2
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2.1.3 Binomické rozdéleni

Jde o ptipad jedné z nejdilezitéjSich diskrétnich ndhodnych veli¢in . Toto rozdéleni
odpovida ptipadu, kdy zjiStujeme pii provedeni n nezéavislych pokusii pocet uspésnych
provedeni pokusu, piicemz pravdépodobnost tispé$Sného provedeni pokusu je rovno hodnoté p
( jde o cislo z intervalu ( 0, 1) a pravdépodobnost netuspesného provedeni pokusu je rovno
1 — p. Je zfejmé, Ze toto rozdeleni mize nabyvat hodnot od 0 do n. Pokud porovname toto
rozdeleni s pfedchozim alternativnim rozdélenim vidime, ze binomické rozdéleni vznika jako
soucet n alternativnich rozdéleni se stejnym parametrem p.

Je — 1i vkazdém pokusu pravdépodobnost uspé&Sného provedeni pokusu rovna p ,
potom pravdépodobnost, Zze v n nezavislych pokusech nastane presné k uspésnych provedeni
pokusu je rovna

P(X =k )= (Zj.pk.(l—p)"_k prok=0,1,...,n (2.10)

: r r ~ n M M W 4 w7 r 4 r W W I
Pfipominame, Ze symbol (kj je kombinacni ¢islo udavajici pocet k — ¢lennych

kombinaci z n prvkii bez opakovani , vypocte se nasledujicim zpisobem:

ny_ n!
k) kl.(n—k)!

Poznamenejme, Ze hodnota n! se nazyva n faktorial a ur€uje se jen pro nezaporna cela
¢isla jako soucin ptirozenych ¢isel mensich nebo rovnych s hodnotoun ; 0! = 1.

Pro vlastni praci se binomické rozdéleni oznacuje symbolicky jako Bi(n,p). Vidime
tedy, Ze toto rozdéleni ma dva parametry VétSinou toto rozdéleni urcujeme tabulkou .

Uved’me si dale pravdépodobnostni funkce nékolika binomickych rozdéleni.

(2.11)

n=10 ; p=0,3 n=10;p=0,8

0,3 0,35
| * 0,3 - *
oz ’ 0,25 A .
0,2 4 )
o 0,2 &
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. 15 ]
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Uvedeme né€kolik ptikladi vedoucich na binomické rozdélen.
Priklad 2.1.3.1
Predpokladdejme, Ze narozeni chlapce je 0,5. Zjistéte jaka je pravdépodobnost , Ze v
rodin¢ s 5 détmi jsou pravé dva chlapci!

Reseni:

Uvedeme tabulku binomického rozdéleni Bi(5;0,5):
k(pocet chlapcti) | 0 1 2 3 4 5
P(X=k) 1/32 1 5/32 | 10/32 | 10/32 | 5/32 | 1/32

Z tabulky je zifejmé, Ze tato hodnota je rovna 5/32 = 0,15625.

Piiklad 2.1.3.2

Zjistéte jaka je pravdépodobnost , ze v rodiné s 5 détmi je vice nez 2 chlapci?

Reseni:

Vyuzijeme piedchozi tabulku a dana pravdépodobnost je tedy rovna souctu :
10/32 +5/32 +1/32 =16/32 = 2= 0,5 . Dana pravdépodobnost je rovna 0,5.

Pfi konkrétnim zplsobu vyc¢islovani hodnot (2.1) velmi €asto nardZime na problém
vycCisleni faktoriald pro velké hodnoty n nebo k. Protoze plati tzv. zakon velkych ¢isel, je
mozno aproximovat binomické rozdéleni normalnim rozdélenim . Konkrétni zplisob si
ukdzeme v Casti .

Plati pravidlo : Binomické rozdéleni mizeme aproximovat s postacujici presnosti
pomoci normalniho rozdéleni jestlize

9

7 2.12
"= p) (212

2.1.4 Poissonovo rozdéleni

Néhodna velicina tohoto druhu vznika bud’ tehdy, kdy udalosti urcitého druhu
nastavaji nahodné¢ v prostoru nebo v ¢ase ( poruchy , onemocnéni atd. ) nebo jako limitni
ptipad binomického rozdéleni. Je — i pravdépodobnost p oné ndhodné udalosti relativné mala
a rozsah opakovani velky potom Poissonovo rozdéleni podstaté splyvd s binomickym
rozdélenim ( viz Poissonova véta ). Jak uvidime Poissonovo rozdé€leni je pro vlastni vypocet
mnohem jednodussi, nez vypocet binomickych koeficientt.

Necht' X je ndhodné veli¢ina , kterd odpovidad poctu vyskytl vyjimecéné udalosti napft.
poruse v daném casovém intervalu. Veli¢ina X milZze nabyvat celoCiselnych hodnot



od 0 do oco. Necht' A je konstanta, kterd odpovidad primérnému poctu udalosti v intervalu .

Potom

et A
x!
Néhodnou veli¢inu X nazveme Poissonovym rozdélenim s parametrem A ( Cislo e je

P(X=x)=

(2.13)

zéklad ptirozenych logaritmi e = 2,71828 .Symbolicky znac¢ime Poissonovo rozd€leni Po(A),
parametr A > 0.

Pokud chceme pouzit Poissonovo rozdéleni je nutno splnit nasledujici pravidla:

a) Pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti v daném intervalu je umérné délce
tohoto intervalu
b) Udalosti se vyskytuji nezavisle jak ve stejném intervalu, tak v po sobé&

jdoucich intervalech
Piiklad 2.1.4.1
Ptedpokladejme, ze v lidské populaci se vyskytne vzacna choroba s pravdépodobnosti
0,001. Ve vzorku 1000 lidi mame urcit pravdépodobnost, ze vzorek neobsahuje
zadného nemocného, jednoho nemocného!
Reseni:
Pravdépodobnost vyskytu choroby je 0,001, predpokladany pocet nemocnych je tedy

A=0,001. 1000 = 1. K vypoctu pouzijeme vzorec (2.4)

-1 10
e .1

x=0= =0,367879

e .1

x=1= =0,367879.

Na zavér si uvedeme pravdépodobnostni funkce dvou Poissonovych rozdéleni.
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2.2 Spojité nahodné veliciny
Podle definice je spojita ndhodna veli¢ina charakterizovana tim, Ze jeji obor hodnot je

cely redlny interval 1. Jak jiZ vime miZeme ji popsat pomoci distribu¢ni funkce nebo Castéji
pomoci funkce hustoty.

Distribu¢ni funkce pfifazuje kazdému redlnému cislu x pravdépodobnost toho, ze

nahodna veli¢ina X bude mit hodnotu mensi nez x.

Jestlize vychazime z grafického znazornéni funkce hustoty , potom pravdépodobnost,

ze nahodna veli¢ina X lezi v intervalu (a,b) je rovna plose vymezené grafem funkce hustoty a
osou x v intervalu (a,b).



2.2.1 Rovnomeérné rozdéleni

Toto rozdéleni je charakteristické jednoduchou funkci hustoty, ktera nabyva jen dvou
hodnot. Necht a, b € R; ; a <b. Definujme hustotu f takto :

0, x€R,\(a,b)

fix—9 1 ’ x € (a.b) (2.14)

b-a
Hodnota distribu¢ni funkce je potom dana nésledujicim ptredpisem:

0, x<a

F:x— x—a’ x€(a,b> (2.15)
b—a
1, x>b

Toto rozdeleni mé predevS§im teoreticky charakter, nejuzivanéjs$i je ptipad volby
parametri a =0 a b = 1. Pro tento pfipad zobrazime hodnotu hustoty a distribu¢ni funkce:

Hustota f(x) Distribu¢ni funkce F(x)

1,2 1,2

N — 1
08 - 08 - /
06 - 06
04 04
0,2 - 02 -

0 0

2 1 0 1 2 2 1 0 1 2

2.2.2 Cauchyho rozdéleni
Jde opét o piipad rozdéleni, které je dulezité predevSim z teoretickych divodu.
Necht a>0 , potom je hustota rozd¢€leni definovéna takto:

1
fixm — s (2.16)
T oa +x
Podle vztahu (2.3) je distribu¢ni funkce rovna :
1
F:x— —.(arctg(ij + f} (2.17).
V4 a) 2
V dal§im uvedeme ukéazku hustoty a distribu¢ni funkce pro piipad a=1:
hustota pro hodnotu a=1 Distribuéni funkce pro hodnotu a=1
0,35 1,2
0,3 A 1
0.2 ‘ /
0,15 [\ 0.6 /
01 / \ 0,4
0,05 / \ 0,2 1 e
o —  — 0 ‘ ‘

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10




2.2.3 Normalni rozdéleni
Jestlize budeme provadét néjaky pokus ( ne nutné nahodny ) zjistime , Ze vysledek je
ovlivnén ¢astmi nenahodného charakteru ( napft. ptirodni zédkony ) a Casti nahodnou ( méftici
pristroje atd.). Proto mize byt vysledek za stejnych podminek rizny. Pokud ale opakujeme
takovéto pokusy mnohokrat zjistime, ze primérné hodnoty vysledkt se budou postupné velmi
malo od sebe liSit , ndhodna cast vysledkli se potom realizuje v poloze vysledku vici
prumérné hodnot¢.
V praxi jsou velmi €asto splnény predpoklady ( formulované jiz Gaussem pii
stanoveni zakona rozd¢€leni chyb ):
a) Pisobi velmi mnoho nahodnych navzéjem nezavislych a aditivnich veli¢in
( ndhodné vlivy se scitaji )
b) Vliv kazdého kazdé ndhodné veli¢iny na skute¢nou méfenou hodnotu je
zanedbatelné maly
¢) Kladné vlivy jsou stejné pravdépodobné jako zaporné.

Za téchto predpokladii ziskame rozdéleni zdkonu chyb, které se nazyvd normalni
rozdéleni. Slovo normalni je zde pouzito ve vyznamu ,fidici se zakonem ¢i modelem®.
Normalni rozdéleni se nékdy také nazyva Gaussovo.

2.2.3.1 Obecné normalni rozdéleni

Hustota normalniho rozdéleni ma nasledujici tvar
_G=p)?

207 (2.18).

1
f()C) —m.e

V tomto vyjadieni jsou e = 2,718 ( Eulerova konstanta ); 7 = 3,14; konstanta u je
sttedni hodnota rozdéleni ; konstanta o je smérodatna odchylka rozdé€leni. Protoze je hustota
uréena presné pii znalosti dvou parametrd y a o , oznadujeme toto rozdéleni jako N(u , o).
Na obrazku nize uvedeme tfi rizné hustoty normalnich rozd¢leni.
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Z ptedchozich grafii mizeme usoudit na nékteré vlastnosti grafu hustoty normalniho
rozdéleni:

a) Funkce hustoty nabyva svého maxima v bod¢ x = u.

b) Hustota je tim mensi, ¢im je bod x dale od hodnoty u

c) Graf hustoty je symetricky podle pfimky x = u.



d) Vsechny grafy maji zvonovity tvar

e) Zadny graf neprotina osu x, leZi stale nad ni

f) Plocha pod kazdym grafem je rovna jedné

Jak je jiz zndmo z tvrzeni 2.1.1 je pravdépodobnost, Ze ndhodna veli€ina typu
N(u , o), nabude hodnot z uré&itého intervalu , je rovna plose pod hustotou nad timto
intervalem. Tedy plati nasledujici udaje:

1) 68,27% hodnot lezi v intervalu (u - o,u ,+0)

2) 95% hodnot lezi v intervalu (u -2 . ou 42 . 0)

3) 99% hodnot lezi v intervalu (u - 3 . o,u ,+3 . 0)

Diilezitou soucasti prace s normalnim rozd€lenim je znalost distribu¢ni funkce . Dfive
bylo nutno pracovat s tabulkami, které méli hodnoty distribu¢ni funkce tabelovany. To je dnes
samoziejm¢ nahrazeno praci s pocitacem. Je proto mozno nalézt prakticky libovolné hodnoty
typu ndhodna veli¢ina N(0 , 1). V dalsi ¢asti se proto budeme specielné vénovat této ndhodné
veli¢ing.

2.2.3.2 Normované normalni rozdéleni
Toto rozdéleni ziskame volbou = 0 a o =1 v predchozi ¢asti.

/\ Distribugni funkce ®(x)

/ hustota f(x)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

vV

®(x) a samo rozdéleni se nékdy oznacuje jako rozdéleni Z ~ N( , 1). Pomoci linearni
transformace 1ze nalézt hodnoty nahodné veli¢iny N(u , o) pomoci hodnot rozdéleni N(O, 1).
Proto byly hodnoty tohoto rozdéleni tabelovany . Tato transformace je rovna

XM (2.19).
(o2

Jestlize je X~ N(u,0?) bude nahodna veli¢ina

U=2"H_No,1) (2.20)

Hodnota f(x) hustoty normovaného normalniho rozdé¢leni je rovna
I
f(x)= e’ (2.21).
N2

Protoze toto rozdéleni hraje velmi dtlezitou roli v konkrétnich ptipadech statistickych
Setfeni, mé jako jediné specielné oznacenou distribu¢ni funkci ®(x) . V mnoha redlnych




situacich je toto rozdéleni limitnim pifipadem a lze ho tedy pouzivat napi. pifi praci
s binomickym , poissonovym rozdélenim.
Protoze funkce hustoty f(x) rozdéleni N(0,1) je symetrickd podle pocatku viz (2.21).
Musi platit pro distribu¢ni funkci ®(x) nasledujici rovnost :
O(-x) =1 - D(x) (2.22)
Hodnoty distribu¢ni funkce N(0,1) jsou uvedeny v tabulce 3.

Piiklad 2.2.3.2.1

Jaka je pravdépodobnost , Ze hodnota proménné typu N(0,1) leZi v intervalu <-2,2>?

Reseni:

V tabulce jsou tabelovany jen kladné hodnoty . Pro zaporné hodnoty se vychazi ze
vztahu (2.16). Protoze ®(2) = 0,97725, musi byt tedy ®(-2) = 1 - 0,97725 = 0,02275. Podle
vlastnost ¢) v tvrzeni 2.1.1 je hledand pravdépodobnost rovna rozdilu mezi hodnotami ®(2) a
®(-2). Tedy P =d(2) - (-2) = 0,97725 — 0,02275 = 0,9545.

Pfiklad 2.2.3.2.2
Resme stejny piiklad pro ptipad N(1,4) ; N(-2,10) a N(0,40) !
ReSeni:

Podle vztahu (2.14) U === i N(0,1)
(o2

Je —1i X ~N1,4) , je U= (X-1)/2 ~ N(0,1). Pfepoteme nejprve meze intervalu
<-2,2>; u; = (-2-1)2 =-1,5 a u = (2-1)/2 = 0,5. Hledana pravdépodobnost je potom
P =®(0,5) - (-1,5) = 0,691462 — 0,066807 = 0,624655.

Je — i X ~ N(-2,10) , je U = (X+2)/4/10 ~ N(0,1). Piepoéteme opé&t meze intervalu
<22>u=(2+2)/+V10=0;u =2 +2) V10 = 1,264911. Hledana pravdépodobnost
P=®(1,264911) - ®(0) = 0,97725 — 0,5 = 0,397048.

Je — 1i X ~ N(0,40) , je U = (X)/v/40 ~ N(0,1). Pfepocteme opét meze intervalu
<22> u; = (2 - 0)/ V40 = - 031623 ; w» = (2 — 0 )/ V40 = 0,31623. Hledan4
pravdépodobnost P = $(0,31623)- O(- 0,31623 ) = 0,624085 - 0,375915 =. 0,24817.

Piiklad 2.2.3.2.3
Necht X~N(0,1). Naleznéte hodnoty intervalll <-a,a>, pro které P(Xe<-a,a>)= p.
Provedte pro hodnoty p=0,9; 0,95; 0,975; 0,99; 0,995!
ReSeni:
Vzhledem k vlastnostem distribu¢ni funkce ®(x) budeme hledat hodnoty x, takové, ze
®(xp) = (1+p)/2. Tyto hodnoty x, budou potom rovny hodnot¢ a. Reseni uvedeme v tabulce:
p 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
Xp=a 1,644853 1,959963 2,241401 2,575831 2,807042



