6. Charakteristické funkce nahodnych veli€in a vektoru

V této kapitole se budeme zabyvat specidlni pravdépodobnostni strukturou tzv.
charakteristickou funkci. Uvidime, Ze za pomoci tohoto pojmu mizeme :

1. Hledat a ur€ovat momenty ndhodné velic¢iny X

2. Ze znamé charakteristické funkce uréovat nezndmé nahodné veli¢iny X

3. Z asymptotického chovani charakteristické funkce muzeme ,,uhodnout” chovani

nahodné veli¢iny X
Definice 6.1
Rekneme, Ze f je komplexni funkce , f:R, = C ( kde C je mnozina komplexnich

Cisel ) tj. f(x) = f,(x)+i.f,(x),jestlize f, , f,jsou realné funkce jedné proménné.

Integralem funkce f na readlném oboru budeme chépat

j F(x)dx = j f(x)dx +i. j £, (x)dx, 6.1)

pokud ma asponi jedna strana smysl.

Definice 6.2

Necht f je hustota spojité ndhodné veliCiny ( P je pravdépodobnostni funkce diskrétni
ndhodné veliciny ) X . Charakteristickou funkci nahodné veli¢iny X nazveme funkci
@:R, > C definovanou vztahem :

p(1)= .[ e f(x)dx resp. ((p(t) = Ze”xk P(X = xk)j (6.2)

—» k
Priklad 6.3

Zvolme za ndhodnou veli¢inu X rovnomérné rozdéleni na intervalu <0,1>. Potom jeho
charakteristicka funkce je :

+o0 1 it.x 1 it
(p(t)= jei.t.x.f(x)dx=I€i.t.xdx:|:e :| — € '_1

1.t 0 1.l

—o0 0

Piiklad 6.4
Necht’ X je diskrétni ndhodna veli¢ina typu A(p) . Potom jeji charakteristicka funkce
je rovna :

¢(t)=ei‘t'0.q+e

it.l

p=q+pe’
Piiklad 6.5
. . - 1
Necht' X je opét diskrétni ndhodna veli¢ina ,pro niz P(X =-1)=P(X =1)= 5 Potom
charakteristickd funkce této ndhodné veliciny je rovna:

p(1)= ei"‘l.l+ e”“”% = %.2.c0s(t) = cos(?)

2
Véta 6.6
Necht ¢ je charakteristicka funkce ndhodné veli¢iny X . Potom plati:
1. ¢(0)=1

2. |p(1)|<1 . kde te R,
3. qo(—t) = m , kde Z) je komplexné sdruzend funkce k funkci pate R,

4. ¢ je stejnomé&rné spojitd na R,



Dukaz:

+00

L p(0)= [ & f(x)dx= [ f(x)dx=]

—0

+00

2. teR;:
lo(¢)|= j e f(x)dx| < ﬂe S ()| =T| £(0)|dx =T F(x)dx =1

Pti uprave jsme pouzili tvrzeni o nezapornosti hustoty nahodné veli¢iny .

+00 +0

3. p(—t)= [ e f()dx =] & f(x)dx = p(2)

—0 —o0

4. Mame dokazat vyrok : kdykoli
v 3V

£)0 80 ¢,1'
funk¢nich hodnot charakteristické funkce:

|§0(f)—¢(t v)| _ j:)(em‘x —e"'t'"‘).f(x)dx < J. ‘(emx _ei.t'.x)
|x|>4

—00

+ J- ‘(ei.tx _ei.t'.x)

‘X‘SA

< 2.§+ j ‘(e”"‘ —e”"")

t

t|<K

3

t—t '| <o= |go(t) —o(t ')| < &. Budeme tedy zjistovat hodnotu rozdilu

S (x)dx +

.f(x)dx =zvolim hodnotu A>0 tak, aby P(|x|>A) <

NGO

& K.A , ,
Jx)dx<—+|t—t".Ae " < zvolimnyni 6 =———
/() 2 | | Y 2.4.e5

Poznamka 6.7

Dukaz byl proveden jen pro spojitou ndhodnou veli¢inu, obdobné bychom mohli
provést tento ditkaz i pro diskrétni ndhodnou veli¢inu.

Poznamka 6.8
V kapitole zabyvajici se charakteristikami ndhodnych veli¢in jsme dokazali , ze pro
spojitou realnou funkci g a ndhodnou velic¢inu X s hustotou f , pro kterou existuje stiedni

hodnotaje E(goX)= J- g(x).f(x)dx . Potom tedy je ¢(t)= E(e”x) .

Véta 6.9

Necht' X je ndhodna veli¢ina , ¢ jeji charakteristickd funkce , necht dale a,b jsou
realna Cisla. Potom nahodna veli¢ina Y = a. X + b, ma charakteristickou funkci rovnou

0y (1) ="’ p(at) (6.3)

Diikaz:

substituce .,
de= x—b — '|.ei.14(a.u+b).f(u)du —
=Uu A

a

v it.x ¢ it.x 1 x_b
@, (1) = J.e" .g(x)dx:Ie" —f(
a a

—00 —00

+o0

_ ei.tb.J. eij.a.u f(u)du :ei.t.b (D(Clt))

—0

Q.E.D.



Véta 6.10
Necht’ ¢, jsou charakteristické funkce nezavislych ndhodnych veli¢in X; , i=1,...,n.

Necht dale ¢ je charakteristicka funkce
X=>X,.
i=l1

Potom ¢(t) = ll[(p,. (). (6.4)

Dikaz:

Provedeme jen pro n=2 ( zbytek diikazu matematickou indukci pifenechavame
¢tenafi ). Necht' tedy X = Xy + X, , necht’ opét f, f; , f; jsou pfislusné hustoty nahodnych
veli¢in , potom je :

o(t)= _[ ei't'(xlﬂz)-f(xla x, )dx,dx, :I ei't'(XIHZ)'ﬂ (x,)-f5 (x,)dx,dx, :[J- ei't'(xl)'f1 (x1)dx1)

—00 —0o0 —00

( [ (xz)dxzj =0, (0)-9,(1).

—0

Q.E.D.

Véta 6.11
Necht' ¢ je charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X , Necht pro j=1,2,...,n je

E(|X|j) < +oo . Potom existuji i j — té derivace funkce ¢ v bodé 0 a je

0" (0)=() E(X’) (6.5)

Diikaz:

Podle ptfedpokladl 1ze provést zaménu derivace a integralu v definici charakteristické
funkce ndhodné velic¢iny X. Ddle se dikaz provede matematickou indukci. Tato moznost
pfimo dokazuje vztah (6.5). Detaily diikazu jsou provedeny [2] véta 11.7.9.

Véta 6.12
Necht' nahodné veli¢ina X mé normalni rozd&leni N(a,o%). Potom charakteristicka
funkce ¢ ndhodné veli¢iny X m4 tvar :

p(t)=e ? (6.6)

. . o X - .
Provedeme nejdfive transformaci na nahodnou veli¢inu N(0,1) , tedy Y 29 Jeji
o

charakteristicka funkce je rovna:
+00 xz 1 +00 xz
e 2dx= I cos(t.x).e *dx.

it.x 1
(DY(t)—_J;e Nirs s

Hodnotu tohoto integralu zjistime sestavenim urcité diferencialni rovnice:

2 2

. (t) = —L.j x.sin(tx)e 2 dx=——. {sin(z.x).e‘?} ~ [ t.cos(ta)e 2 dvy=
2.7 )

N2 s,

—00



t2

=—1.¢,(t), feSenim této diferencidlni rovnice je ¢, (t) = C.e 2. Vime dale podle véty

t2

6.1, ze ¢,(0)=1, proto je konstanta C = 1 a tedy je ¢, (¢) = e?

Pozniamka 6.13
1. Jestlize je X ndhodna veli¢ina typu binomické rozdéleni s parametry n , p
( Bi(n,p) ). Potom ma4 jeji charakteristicka funkce tvar :

o(t)=(q+ pe") (6.7)
Diikaz provedeme pomoci piikladu 6.4 a véty 6.6.

2. Necht’ ma je X ndhodna veli¢ina typu Poissonova rozdé€leni s parametrem A. Potom
jeji charakteristicka funkce ma tvar

A{e-1)

p(t)=e (6.8)

Diikaz:

Podle definice charakteristické funkce diskrétni ndhodné veliciny je
10 a9 A +o (A ‘ei't / o

(P(t) — zel.t._/. ﬁ’ e — e—i.Z( : ) — e—l.ei e )
=0 J! = J!

Poznamka 6.14

Definice charakteristické funkce ndhodné veli¢iny neni nic jiného nez tzv. Fourieriv obraz
distribu¢ni funkce dané ndhodné veliCiny. Vlastnosti tohoto typu zobrazeni jsou studovany
v mnoha ucebnicich , z hlediska teorie pravdépodobnosti jsou zkoumany v monografii [2]
v kapitole o charakteristickych funkcich. Bez diikazu uvedeme nasledujici tvrzeni.

Véta 6.15
Necht X a Y jsou dvé ndhodné veli¢iny a ¢, ,, jsou jejich charakteristické funkce.
Potom z rovnosti ¢, = @, vyplyva rovnost X =Y.

Diikaz:
Proveden naptiklad v [2], véta 11.7.3

Véta 6.16
Pro libovolné realné y plati :

I () = -

b
n!
Dikaz:
Provedeme ho matematickou indukci .
R
n=1: rl(y):e"y—lzi.J‘e“‘dx = |r1(y)|S|y|

0

n

n=1,2... (6.9)

=

y 2
. iy 1 i it Yy
n=2:rn(y)=e’"-1 l.t—z._([(e l)dt = |r2(y)|S 5
Odtud je ziejmé , ze plati vztah
y
ARG (6.10)

0



n—l n

Tedy |r,(»)] < j(n 1), —%-

Q.E.D.

Véta 6.17

Necht’ X je ndhodna veli¢ina , E(X) =0 a VAR(X) = o’

charakteristickd funkce nahodné veli¢iny X. Potom ozna¢me

rt)=@()-1+

Plati
lim

t—0 tz

Dukaz:

2 2
"o

=0

, 0> >0 . Necht dale je ¢

(6.11)

(6.12)

Tento dikaz provedeme pro ndhodnou veli¢inu spojitého typu. Necht’ r € R,, potom

—0

+00 2 2 2
[ (ei""‘ Sl—igx+ 5 j £ (xX)dx = p(t) ~1-it. E(X) +%.VAR(X) — ()1 +%.a2 .

2

V dal$im ukézeme omezenost r(t), zvolme tedy M > 0 , potom je

2

r(t) = j ( —1—1tx+
|xj<m

J S (x)dx+ I [e’” —igxtt
|x|>M

2 2

2x j f(x)dx, odtud je

M| )
|r(t)|£|| j ./ () + j (H |x| J S (x)dx < 6|’| j [ f () +
‘x‘<M ‘x‘>M ‘x‘<M
+12. I x> f(x)dx, odtud je
‘x‘>M
V;—f)'sMT'M.a% j X f(x)dx (6.13)

‘x‘>M

Z konecnosti hodnoty VAR(X) vyplyva , Ze existuje hodnota M takova, ze druhy
sCitanec pravé strany v (6.13) je men$i nez pfedem zadané kladné Cislo. Odtud vyplyva

tvrzeni véty.
Q.E.D.

Tato véta bude posléze pouzita k ditkazu jedné formy Centralni limitni véty. Pomoci ni
zjistujeme, Ze charakteristickd funkce nahodné veliCiny se stfedni hodnotou rovnou nule a
rozptylem rovnym jedné je ,,skoro* rovna charakteristické funkci N(0,1).

Dalsi vlastnosti charakteristickych funkci nahodnych veli¢in budou studovany v uvodu

nasledujici kapitoly o konvergenci v distribuci

na pravdépodobnostnim prostoru

Komplexnéji se problematikou charakteristickych funkci zabyva monografie [3].



