8. Zakony velkych ¢isel

V této casti budeme studovat velmi Casto uzivana tvrzeni o souctech posloupnosti
nahodnych veli¢in . Nejdiive budeme vySetfovat tvrzeni nazyvand souhrnné jako slabé
zakony velkych cCisel. Veskeré tivahy jsou prakticky zaméfené, snazime se najit odpoveéd’
na otdzku po ,,Cetnosti ,, souctu ndhodnych veli¢in , v matematické statistice ma Cetnost
vysledk velky vyznam, proto nas tyto teoretické Cetnosti tolik zajimaji. Budeme je
zkoumat z pohledu slabé a silné konvergence nahodnych veli¢in.

8.1 Slabé zakony velkych cCisel
Definice 8.1
Necht {X n} je posloupnost ndhodnych veli¢in , pro ktera existuji stfedni hodnoty
E X,. Rekneme, 7e pro posloupnost {X n} plati slaby zdakon velkych ¢isel , jestlize
n n P
S, =l.ZXl. —l.ZE X, —0 (8.1)
n- o n o
V dalsi ¢asti budeme hledat postacujici podminky pro platnost (8.1). Mohutnym
aparatem je nasledujici véta o jistém typu nerovnosti.

Véta 8.2
CebySevova nerovnost

Necht' X je ndhodnd veli¢ina , € > 0 a o > 0. Necht’ dale existuje £ ([X |a ) Potom

qu|28)g—EQf ) (8.2)

£
Specielné pro hodnotu a = 2 a po uprave je

P(X —E(X)|2¢)< %(X) (8.3).

Diikaz:
Provedeme ho pro piipad spojit¢é ndhodné veli¢iny , diskrétni piipad ponechdvam
studentiim. Pfedpokladejme tedy , ze f je hustota ndhodné veli¢iny X. Potom

£ )= ot seode= i [0

x[ze toilx|<e}

EQX‘Q)Z Hx‘a.f(x)dxzfs“. If(x)dng“.qu‘Zg).
fxil e} {xi|x|2¢}
Vztah (8.3) ziskdme dosazenim nahodné velic¢iny X — E(X) za ndhodnou veli¢inu X a

volbou a =2 do vztahu (8.2).
Q.E.D.

Takto zformulovanou Ceby3evovu nerovnost vyuzijeme déle pro formulaci zakladnich
tvrzeni o postacujicich podminkach platnosti slabého zakona velkych ¢isel.



Véta 8.3
CebySevova
Necht’ {X n} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, necht’ existuje kladné

realné ¢islo k > 0 takové , Ze pro vSechna n plati VAR(X,) <k, potom pro posloupnost

{X,} plati slaby zékon velkych &isel.

Diikaz:
PouZijeme oznadeni z definice 8.1 a verze CebySevovy nerovnosti (8.3) , potom je

VAR(l.Z”: X,}

n o

P(]Sn 25)3 > , (8.4)
&£
ale podle ptfedpokladii jsou nahodné veliiny X, nezéavislé , tedy podle .. je
VAR(LZ X,.j = iz.z VAR(X,) , (8.5)
n i n g

podle predpokladd véty jsou vSechny rozptyly omezené Cislem k , dosadime tedy do
(8.4) a mame :

VAR(I.ZX,} PR
> g)g i < M2 (8.6)
n

P(s,

&’ T ntet &

pouzijeme — li nyni na (8.6) limitni pfechod ziskame pozadované tvrzeni .
Q.E.D.

Poznamenejme, Ze ve znéni véty nemusime pozadovat nezavislost ndhodnych veli€in,
sta¢i , aby ndhodné veli¢iny byly nekorelované viz , potom vztah (8.5) plati také.
V dalsi vété budeme vysetfovat skupinu specidlniho druhu diskrétni ndhodné veliCiny.

Véta 8.4
Bernoulliova
Necht’ B, je ndhodna veli¢ina , kterd se rovna poctu ptipadi, v nichz pii n nezavislych
pokusech nastala jistd udalost A , pticemz P(A) =p (0 <p < 1) v kazdém pokuse.
Potom

B P
——-p—>0 (8.7)

n
Nahodna veli¢ina uvedena v této veété neni nic jiného nez binomické rozd€leni
S parametryn, p .

Dikaz:

Néhodnou veli¢inu B, mohu napsat jako B, = ZX . » kde X,jsou nezavislé ndhodné
i=1

veli¢iny typu alternativni rozdéleni viz . Vime podle , ze E(X l.): p a podle
VAR(X,)= p.(1-p). Protoze hodnota p e (0;l), plati podle Cauchyovy nerovnosti

2 2
VAR(X,)=p.(1-p)< # <1( tento odhad Ize samoziejmé¢ vylepsit , pro



nasSe ucely ale postacuje ). Tedy tim jsou splnény predpoklady véty 8.3 a proto plati
1 1< B .p B P

—.B, ——.Zp :—”—M:—”—p—m

n n‘g n n n

Q.E.D.

Véta 8.5
Markovova
Necht' posloupnost ndhodnych velicin {X n} spliiuje ndsledujici tzv. Markovovu

podminku

1imi2.VAR(ZXl} =0, (8.8)

n—o pn i-1

potom pro ni plati slaby zadkon velkych ¢isel.

Diikaz:
JestliZe plati vztah (8.8) , potom po Upravé (8.4) a limitnim ptechodu ziskame kladnou
odpovéd’ na nase tvrzeni.

Q.E.D.

Pfirozenym zobecnénim véty 8.4 je tvrzeni , v némz nebudeme pozadovat splnéni
stejnych podminek v jednotlivych ndhodnych pokusech .

Véta 8.6
Necht’ B, je nahodna velicina , kterd se rovna poctu ptipadt, v nichz pfi n nezavislych
pokusech nastala udalost A , pficemz v kazdém k — tém pokusu je P(A) = px , kde
0 <px < 1. Potom

B & *
2 3P (8.9)

n

= N

Diikaz:

Probiha stejné jako ve vété 8.4 , ndhodna veliCina B, je sou¢tem nahodnych veli¢in ,
které maji omezené rozptyly napi. konstantou 1. Tedy protoze plati predpoklady véty
8.3 plati 1 slaby zdkon velkych cCisel na posloupnost ndhodnych veli¢in B, ,
vyjadifenim této platnosti je pravé vztah (8.9).

Q.E.D.

Piiklad 8.7

V tomto piikladé budeme ilustrovat vyklad asymptotického chovani binomického
rozdéleni . Zvolime klasicky ptipad hodu kostkou ( oc¢islovanou postupné ¢isly 1,2, 3
,4,5,6).Jako B, oznacime pocet padlych ok rovnych 6 .

n

n

a) UkéaZeme , Ze jist¢ neplati P[ =gj — 1. Nejdfive si pfipomeneme Stirlingovu

formuli pro aproximaci hodnoty n!:
n=e"n"N2.xn(l+u,), kdeu, —0 (8.10)



B B
Pokud ma platit P[ . =%J—>lmusi platit 1 P( 66” :éJ—ﬂ. Pouzijeme — li
n n

Stirlingovu formuli dostaneme:
6 n Sn ! n Sn
A2 L) =)= V(2] 2] - o (4 (2) -
6n 6 n )\ 6 6 n!.(5n)!' 6 6

B e (6n)*" N2.7.6.n 5" (tv )= [ 3 (4v )0
e n" A2ane (5n)" N25an 67 ! San !

b) Pokusime se nyni ovéfit vypoctem platnost slabého zédkona velkych Cisel pro nas
pfipad . Protoze jde o binomické rozdéleni je mozno odhadnout hodnotu

n

. . B
pravdépodobnosti ndhodného jevu {
n

Tedy P({ B

n
potom predchozi vyraz samoziejmé konverguje k 1. Tedy tim je dok4dzéna platnost
slabého zékona velkych Cisel pro tento ptipad.

< 8} pomoci CebysSevovy nerovnosti.

n

<5H21—3 ! , zvolime — 1i ¢libovolné kladné , pevné ,
NE



8.2 Silny zakon velkych cisel

V slabém zakonu velkych c¢isel nejde pfimo o limitni chovani ndhodnych veli¢in , ale
o limitni chovéani pravdépodobnosti v okoli ur¢itétho bodu ( v nasem ptipadé¢ nahodnych

veli¢in B, v okoli bod

n
pfiblizuje nezavisle na pocatecnich hodnotach ke konstantni veli¢ing ( v naSem ptipadé vime,

ze je to hodnota % ).

Véta 8.8

Kolmogorovova nerovnost

Necht’ Xj , ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny , pro které¢ existuje rozptyl. Potom
pro libovolné kladné¢ ¢ > 0 plati:

P[{max\sj\ >5D3i2.§n:VAR(Xj), 8.11)
& ‘o

Jj<n

kdeje S, =3 (x, - E(x,)).
j=l
Diikaz:
Zvolme ¢ > 0. Dtkaz provedeme pomoci pomocnych ndhodnych veli¢in

J
Ziejm¢ E(S;)=0, pro j=1,...,n. Stejné tak je VAR(SJ.)=ZVAR(X[). Pro i=1,...,n
i=1
definujme pomocnou nahodnou veli¢inu
LS| <&)a-n(lSa]<e).(s|=¢)

= 8.12
P 0, v ostatnich pripadech (8.12)

Ziejmé déle plati :

Zpl. =1 & max|Sl.|25 a Zpl. =0 & max|Sl.|<g, protoze hodnota p; je rovna
i=l 1<i<n i=1 1<i<n
jedné jen pro jeden index , pro ostatni musi byt rovna nule. Budeme nyni pocitat stfedni
hodnotu vyse uvedeného souctu nahodnych veli¢in p; .

[Zp j—l P[max|S|>gj+0P(max S|<8J—P(max Sl.|28j (8.13)

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Podle definice ndhodné veliCiny p; je zfejmé, Ze tato ndhodné veliina zavisi jen na
prvnich i ¢lenech { S; } a na ostatnich n — i ¢lenech této posloupnosti.
Pro j > 1 jsou ndhodné veli¢iny X; — E(X;) nezavislé na p; . S; . Déle pro i=1,...,n-1 je

E(p,S.(S, —Si))=E(pi-Si-( > (X, -EX, ))D E(p.S,) E([ 3 (X, - E(Xk))D:

k=i+1 k=i+1
Pro j = n ziskdme
E(p,S,(S,-S,))=0.

Dale je pro j=1,...,n p, 4.S? > g, p; - Tedy celkem miZeme vypocitat :

E(Sj)ZE(lZ::pi.Sjj (Zp( 12, S—Si)+(Sn—Si)2)j2



n

(Zp,( +2.5.. S—S[))]=ZE(p,..Sf)+2.Zn:E(pi.(Sn—Si).S,.)Z

i=1 i=1

> 23 E(p).

i=1

Ale E ( ) ZVAR(X ). Spojenim posledni rovnosti a (8.13) ziskame pozadovanou

i=l1
nerovnost.
Q.E.D.

Véta 8.9

Necht { a, } a { b, } jsou dv¢ posloupnosti redlnych ¢isel , piicemz
D a,<0oA0<b <b <..<b —>+0 .

i=l

Potom

—Za b, —0.

z J=1
Diikaz :
Ponechavam cCtenafi, pro napoveédu , jde o tzv. Kronekerovo lemma.

Véta 8.10

+00
Necht’ X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny , takové , ze ZVAR(X ;) <+oo potom fada
i=l
o

(X —-E(X )) konverguje skoro jisté .
i=1

Dukaz:

Zavedeme op€t oznaceni S, = Z(X ,—E (X i )) Podle véty 8.8 je pro k eN

j=1
P[CJUS -5, \>8]J—LL%P[23%§
j=k

limitnim pfechodem v (8.14) dostavame

S, - S|>g}<hm—ZVAR(X) (8.14)

P (LJkUSk -8 A)eﬂ) =0, tedy posloupnost S, je cauchyovska skoro jist¢ , odtud jiz
J=

vyplyva tvrzeni véty.
Q.E.D.

Véta 8.11
Kolmogorovoviv silny zakon velkych ¢isel

Necht' { X, } je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in , pro které existuje
koneény rozptyl . Necht dale 0 <b, /+co takova , Ze

Z VAR(X, )
i=1 b2
Potom



_Z(X E ) 0 (8.15)

nzl

Diikaz:
oy s SR T , e . , X[_E(X[) ros 11 1 ,
Jestlize jsou X; nezavislé ndhodné veliciny , jsou také Tnezawsle nahodné
iy : X, - = VAR
veli¢iny.Dale podle vlastnosti  rozptylu ZVAR[ j Z V4 ( )<oo , podle
i=1 ,‘ i=l1 i

predchozi véty (8.10) je tedy fada
- Xi_E(Xi) ey P v s 1o v ,
Z ———= |, skoro jisté konvergentni . K dokonceni dikazu pouzijeme nyni 8.9

i=1 b,
X, -E(X,)

, kde budeme volit za a, = a hodnota posloupnosti b; zlistane nezménéna.

Q.E.D.



