9. Centralni limitni véty

V ptedchozi kapitole jsme studovali konvergenci souc¢tu fady nadhodnych veli¢in ke
konstantni hodnoté. V této kapitole se budeme snazit navazat na vysledky casti 8.2 , v niz
jsme se zabyvali vysledky silného zakona velkych ¢isel. Disledkem bylo, ze za dosti

obecnych podminek je 1 z X, - 1 z EX, —/> 0.
i=1 n oo
Pokud budeme chtit vySettit asymptotické chovani vyse uvedenych souctd, zjistime, ze
silny zdkon velkych c¢isel ndm Zz&dny zplsob stanoveni takového chovéni neumoZziluje.
Nejdiive se pokusime vyfesit tento problém pro nas piipad hodu kostkou.
Piiklad 9.1
Budeme se snazit nalézt asymptotické chovani funkci

Fn(x):I{Bn—2

: < X. 65.n} (x. 65.n _ ﬁVAR(Bﬂ)] ©.1)

pfi limitnim pfechodu n — o . Zjistime nyni hodnotu Fe, pro x>0 ( divodem je lepsi

vypocet , nebot” hodnota % bude cel¢ ¢islo ):
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vyrazy stojici v souCtu se budeme snazit napsat jako soucin konstantni hodnoty a
vyrazu zavislého na ] a n tedy , protoze je
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V dal$im se budeme nejdfive snazit odhadnout vyraz R;, . Vyraz p, odhadneme
pomoci Stirlingovy formule-
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V nasledném kroku se budeme snazit zjistit ptibliznou hodnotu R, .
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R,=(1+3,)e >

Spocteme — 1i p, zjistime (vyuzivame Stirlingovu formuli (8.10)):
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p, = d=1.1=1 ~ , celkem po dosazeni ziskavame:
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F, (x)= (1 +9, ) Z e S zavedeme nyni substituci ¢, = j., /5£ , potom je
n
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F,(x)=(1+3,). J—Z

v integralnich souctech mame celkem
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(th —tj), po provedeni limitntho pfechodu

igf&n \/__J; 2a’t— (x)—®(—x). Podle vypoltu je ziejmé, Ze limitni

distribu¢ni funkce je distribu¢ni funkei N(0,1) . Tento vysledek se budeme snazit dokazat
v dalsi veéte.

Véta 9.2

Centralni limitni véta pro stejné rozdélené nahodné veli¢iny

Necht' { X, } je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in se
sttedni hodnotou E(X,) = 1 a rozptylem VAR(X,)=0"" . Ozname dale jako dfive S = ZX .-

i=1
Potom pro vSechny x € R, plati

},LI?OP(SG\/@ j=$.:!;ezdt=d)(x) 9.2)

Dikaz:




Dukaz provedeme pomoci aparatu charakteristickych funkei z kapitoly Symbolem H,
—n.u

o~n

sttedni hodnotu nula a rozptyl rovny jedné. Dikaz bude dokoncen , jestlize dokazeme , ze

posloupnost charakteristickych  funkci ndhodnych wvelicin H, bude konvergovat
k charakteristické funkci N(0,1). Tedy

[2

limp, ()=e .

Ozna¢me déle G, nadhodnou veli¢inu G, =X, —u, charakteristickd funkce této

ozna¢ime ndhodnou veli¢inu H, = . Je ztejmé , Ze takovéto ndhodné veliCiny mayji

nahodné veli¢ina bude oznacena ¢, . Podle pfedpokladu jsou ndhodné veli¢iny X, nezavislé,

jsou tedy nezavislé i ndhodné veliiny G, , navic jsou stejné rozdélené. Podle véty 6.9 a véty
6.10 je mozno urcit charakteristickou funkci ndhodné veli¢iny H, takto :

U t t )
@y (1) = l;l%n [0—\/;} = ((l’q (O_—\/;D 9.3)

Pro vypocet charakteristické funkce G, pouzijeme vétu 6.17 . Ovétime nejdiive jeji
piedpoklady: E(G,)=0, VAR(G,)=c". Tedy podle véty 6.17 mizeme hodnotu ¢, psat:

t .o’ t 2 T \on
=1- +r =1+ . , (9.4)
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dosadime — 1i hodnotu (9.4) do vztahu (9.3)mame celkem
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Ziejmé limita vyrazu —— + n. r( ] pro t pevné je rovna 5 Pouzijeme — li déle

on

klasickou limitu lim(l + &j = er , za predpokladl konvergence posloupnosti { a, } .
n

n—>x0

t
Zavérem je tedy lime, (f)=e *. Tim jsme prokazali, Ze posloupnost distribu¢nich

funkci ndhodnych veli¢in H, konverguje k distribu¢ni funkci N(0,1). Protoze je vysledna
distribu¢ni funkce @ spojitd ve vSech redlnych cislech , plati konvergence pro libovolné
realné Cislo.

Q.E.D.

Poznamka 9.3

Jestlize zvolime za vySe uvedené ndhodné veli¢iny ndm zndmé alternativni rozdéleni
s parametrem p, ziskdme ndhodnou veli¢inu S, , kterd je typu binomické rozdéleni
s parametry n a p . Pfedchozi véta ukazuje , Ze distribu¢ni funkce znormované hodnotz S,
konverguje k distribu¢ni funkci N(0,1). Této véty lze potom vyuzit pro piipad ptiblizného
vypoctu hodnot P(S,) pii vysokych n.



Piiklad 9.4

Necht' n=1000 a p=0,6 . Nasim tkolem je zjistit P(|S, —700| < 50)!

ReSeni:

Podle véty 9.2 je v nasem ptipadé lim P

n—>0

( S —n0,7

40,7.0,3.n

< xJ ~®(x)°, v tomto vyrazu zvolime za n=1000 , tedy:

< xJ =0 (x) . Ptiblizny vypocet

provedeme tak, ze P 8,—n0,7
05 70, 3 n

P(Slooo —700 < j~ (D(x) o P(M< x) =P(S1000 < 700+x.\/210), podobné

V210 V210

P(SIOOO —700 _ _xj ~0(-x) o p(M < _xj = p(51000>700—x.\/210) ~®(-x).

V210 V210

Ziejme budeme pocitat pravdépodobnost

50 S -700 50
P(650<S <750)=P(-50< S —700<50)=P| — <2 < ~°
( ! )=P( ! ) ( J210 210 \/210j

- @[ij —q{—ij —20 (S—OJ —1=2.0(3,4503)~1=2.0,99972 ~1 = 0,99944

V210) U 210 (V210

Hledana pravdépodobnost je ptiblizné 99,944%.

Piiklad 9.5
Necht n=1000 a p=0,6 . Nasim ukolem je nalézt hodnotu a takovou , aby

S, =700|<a)=95%!
ReSeni:
Provedeme rychleji, tedy podobné jako v predchozim ptipadé podle véty 9.2 méme :

p| |07, ~®(x)-D(-x)=2.0(x)-1 (9.6)
70,7.0,3.n

Do tohoto vyrazu budeme dosazovat za n=1000 a budeme hledat x tak , aby prava
strana byla rovna 0,95. Nejdfive fesime rovnici 2.0(x)-1=0,95< ®(x)=0,975
Nalezneme hodnotu 97,5% kvantilu normalniho rozd€leni , jak vime je to ¢islo 1,96. Tedy
toto Cislo nyni dosadime do vztahu (9.6). Cislo a nyni ur¢ime jako soucin Cisla x a

4/0,7.0,3.n . Tedy a=1,96210 =28,4.

P(

Praktickd zkuSenost s binomickym rozdélenim umoznila zkonstruovat dvé véty , které
jsou verzi véty 9.2.

Véta 9.6
Lokalni Moivre — Laplaceova véta
Necht { S, } je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in typu binomického

k—n.
rozd€leni s parametry (n, p ). Oznalme x,, = P ,n>1,k=0,1,...,n.
n.p.q

Necht’ lim/n.p.g — +00 a necht déle je ‘xn,k‘ <4 ,kde 0 <A <+co. Potom



\2.7mn.p.q “

stejnomérné na kruhu se sttedem v pocatku soufadnic a s polomérem A.

Véta 9.7
Integralni Moivre — Laplaceova véta
Necht jsou splnény predpoklady Véty 9.6. Necht’ dale a < b jsou redlna ¢isla .Potom

lggp(a< JZé;P ZJ Vr_.j Tdi= (b)-®(a). 9.7)
Diikaz :

Podle zadani jsou splnény ptredpoklady véty 9.2, tedy vztah (9.7) je pravdivy.
Q.E.D.

Véta 9.6 nam dava dostatetné rychlou aproximaci binomického rozdéleni za
predpokladu, Zze hodnota parametru p je blizka hodnoté %, jestlize je hodnota p blizka bud’

jedné nebo nule pouzijeme nasledujici tvrzeni, které nas problém s rychlosti aproximace tesi.

Véta 9.8
Poissonova
Necht’ { S, } je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s binomickym rozdélenim

s parametry n , p, . Necht' dale je lim £(S, ) =limn.p, = A, kde A ) 0 .Potom pro k=0,1,...

lim P (S :k): — . (9.9)

Diikaz:
Nejdiive ze vztahu limn.p, =A, vyplyva , Ze hodnotu parametru p, miZeme

n—>0

asymptoticky zapsat takto :

D, =i+an,kde lime, =0,

n n—>0
jisté plati :
P(S,=k)=| " ot (-p) " = (=) 09)
k (n—k)lk!
tyto vyrazy usporadame tak , abychom mohli provést limitu n - oo . Nejdiive tedy
upravime p' :

(a5

D, = ——'Féln ::—7?'F
n n

stejnd tak upravime (1-p, )H :

n—k n—k
U—myk=0—i—%j =@—ij +7..
n n

Funkce g ,y, maji stejné vlastnosti jako o, . Nyni jiz miZeme piepsat vyraz (9.9):
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Nyni provedeme limitu tohoto vyrazu . Prvni ¢ast mé evidentné limitu 1 , druhd ¢ést
k

na n nezavisi tedy jeji limita je (Fj a kone¢né limita posledni tfeti Gasti je rovna e’

( pfipomindme, ze Cislo k je pevné ptirozené Cislo ).
Q.E.D.



