Resené piiklady z linedrni algebry - éast 1
Typové priklady s fesenim

Priklady jsou urceny piedevsim k zopakovani latky pred zkouskou, jsou proto
feSeny se znalostmi uciva celého semestru. Tento fakt se projevuje hlavné pri
feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic, kdy je vyuzivana Gaussova
eliminacni metoda. Neni ale problém pouzit k feseni soustav metodu sc¢itaci
¢i dosazovaci, znamé ze stfedni Skoly, nebo vyuzijte Gaussovu eliminac¢ni
metodu vyuzivajici redukovany stupnovity tvar matice - viz 0.¢ast feSenych
uloh. Vysledky ziskané libovolnou metodou jsou samoziejmé totozné.

Priklad 1.1:
Jsou dany matice

1 -1 2 -2 1 1 -3 1 -5
A=[3 2 1|,B=| 1 1 -2|,Cc=| 4 -3 5
1 1 -1 1 -2 1 1 -2 5

Urcete souciny A.B, B.A, A.C, C.A.

ReSeni:

Zadané matice jsou ¢tvercové matice fadu tii, proto jsou vsSechny souciny
definovany, tj. je vzdy splnéna podminka, ze pocet sloupcu v prvni matici se
rovna poctu tadku ve druhé matici. Vysledné matici budou také ¢tvercové
matice Tadu tii, typ vysledné matice je uréen poctem radku prvni matice
a poctem sloupcu druhé matice.

Spocitejme soucin A.B. Ozna¢me matici A.B = M, pro jeji prvky plati:

mij = aﬂ.blj + aig.bgj + aig.bgj; Z,] S {1, 2, 3}
Pro zjednodusSeni si muzeme predstavit, Zze prvek m;; uréime jako ”skaldrni
soucin ¢-tého radku matice A a j-tého sloupce matice B 7. Tedy prvek mq;
vypocéitame pomoci prvniho fadku matice A a prvniho sloupce matice B:
mi1 = an.bn + alg.bgl + a13.b31 = 1(—2) + (—1)1 + 2.1=-1.

7 prvniho fadku matice A a druhého sloupce matice B se urci prvek mys:

mio = au.blg + alg.bgg + a13.b32 =1.1 + (—1)1 + 2(—2) = —4:,



z prvniho fadku matice A a tfetiho sloupce matice B se urci prvek mys:
mi3 = an.blg -+ a12.b23 —+ CL13.Z)33 =11+ (—1)(—2) + 2.1 =5.

Podobné uréime i zbylé prvky v druhém a tietim fadku matice M.

1 -1 2 -2 1 1
M=AB=[3 2 1/|.| 1 1 =2]|=
1 1 -1 1 -2 1
L(=2)+ (=1).1+21, 1.1+ (=1).14+2.(=2), 1.1+ (=1).(=2)+2.1
= 3.(=2)+2.14 1.1, 31+421+1.(-2), 31+42(-2)+11 | =
1.(-2)+ 11+ (-1).1, 1.1+1.14+(-1).(=2), 1.14+1.(=2)+(-1).1
-1 -4 5
=-3 3 0
-2 4 =2

Soucin matic B.A vypoc¢itame analogicky, uvédomme si jen, ze nyni pocitame
se fadky matice B a sloupci matice A .

-2 1 1 1 -1 2
B.A = 1 1 =21./3 2 1|=
1 -2 1 1 1 -1

(=2).1+13+1.1, (-2).(-1)+1.24+11, (-2)2+1.1+4+1.(-1)
=] 1.14+13+(-2).1, 1.(-1)+12+(-2).1, 12411+ (-2).(-1) | =
114 (=2).3+1.1, 1.(-1)+(-2).2+ 1.1, 1.24(-2).1+1.(-1)
2 5 —4
= 2 -1 5
—4 -4 -1

Vsimnéme si, ze zména poradi nasobenych matic zménila i vysledek, coz
potvrzuje fakt, ze nasobeni matic obecné neni komutativni operace.
P1i vypoctu zbyvajicich dvou soucinu matic postupujeme podobné:

1 -1 2 -3 1 -5
AC=|3 2 1]. 4 -3 5| =
1 1 -1 1 -2 5

L(=3)+(-1)4+21, 1.1+ (-1).(=3)+2.(-2), 1.(=5)+(-1).5+25
= 3.(=3)+24+1.1, 3.1+2.(=3)+ 1.(—2), 3.(=5)+25+15 | =
1L(=3)+14+(-1).1, 1.14+1.(=3)+(-1).(=2), 1.(-5)+15+(-1)5



-5 0 0
= 0 -5 0
0 0 -5
-3 1 -5 1 -1 2
CA=| 4 -3 5 32 1|=
1 -2 5 1 1 -

(=3).1+ 1.3+ (=5).1, (=3).(=1)+ 1.2+ (=5).1, (=3).2+ 1.1+ (=5).(=1)
= 414 (-3).34+5.1, 4.(—1)+ (-3).2+5.1, 424 (=3).14+5.(-1) | =
1.1+ (—-2).3+5.1, 1.(-1)+(—=2).2+ 5.1, 1.2+ (=2).1+5.(-1)

-5 0 0
= 0 =5 0
0 0 -5

Pro dvojici matic A a C plati A.C = C.A = (—=5).1, kde I znaci jednotkovou
matici tadu tfi. To je ale spiSe vyjimecna situace. Takové dvojice matic,
u nichz nezalezi na poradi nasobeni, se nazyvaji zaménné matice nebo téz
matice komutujici.

Priklad 1.2:

V prostoru Py vSech polynomu do stupné 2 (véetné nulového polynomu)
uvazujme polynomy p;(x) = 2% + 2x + 1, pa(x) = 52 + x + 3, p3(v) = T2% —
dx + 3.

1. Rozhodnéte, zda polynomy p; (z), p2(x), p3(x) jsou linedrné zavislé nebo
linearné nezavislé.
2. Urcete dimenzi podprostoru V' a naleznéte alespon jednu bazi podpro-

storu V, je-li V podprostor prostoru P, generovany polynomy p;(x),
p2(z), p3().

3. Rozhodnéte, zda polynom ¢(x) = x? + 1 lezi v podprostoru V . Pokud
ano, urcete soufadnice g(x) polynomu ¢(x) vzhledem k bazi zvolené
vyse.

4. Rozhodnéte, zda polynom r(z) = —3x? + 12z + 1 lezi v podprostoru

V . Pokud ano, urcete soutadnice r(x) polynomu r(x) vzhledem k bazi
zvolené vyse.



Reseni:

1. Linedrni kombinaci polynomu p;(z), p2(x), p3(x) polozime rovnu nu-
lovému polynomu a ptame se, pro jaké koeficienty je tato rovnost
splnéna.

cip1 () + copa () + esps(x) = 0
i + 20+ 1)+ co(bx® + 2+ 3) + c3(7T2* — 4 +3) =0
(c1 + Bey + Teg)w? + (2¢1 4 ¢ — 4es)x + (1 + 3ca + 3¢3) = 0
Tyto polynomy se budou rovnat, budou-li splnény rovnice nasledujici

soustavy linearnich algebraickych rovnic, které ziskame porovnanim ko-
eficienti u odpovidajicich si mocnin x:

c1 + 502 + 703 =0 s
2cp + ¢ — 4de3 = 0,
cp + 3ca + 3c3 = 0.

Soustavu vytesime napt. Gaussovou elimina¢ni metodou. Matici homo-
genni soustavy upravime na stupnovity tvar:

15 7 1 5 7 1 57

21 4| ~]0 -9 —-18| ~|0 1 2

13 3 0 -2 —4 0 00
Vidime, ze tato soustava m&a nekonec¢né mnoho feSeni, pro libovolné
zvolené c3 € R musi byt co = —2¢3, ¢; = 3c3. Existuje tedy netrividlni
feSeni, napr. pro c3 = 1 je ¢; = 3,co = —2. To ale znamen4, Ze exis-

tuje netrividlni linedrni kombinace polynomu p;(z), po(z), ps(x), kterd
se rovna nulovému polynomu:

3p1(x) — 2pa(x) + ps(x) = 0.
Proto jsou zadané polynomy p(x), pa(x), ps(z) linedrné zavislé.

2. Hledame-li bazi podprostoru V, potiebujeme najit linearné nezavislou
mnozinu generatoru tohoto podprostoru. Z teseni ¢asti 1. vime, ze po-
lynomy pq(z), p2(z), p3(x) jsou linedrné zdvislé, ze muzeme napft. po-
lynom p3(x) vyjadiit jako linedrni kombinaci zbylych dvou polynomu
ps(z) = —3p1(x) + 2pa(x), a proto lze polynom ps(x) vynechat. Je
ziejmé, ze zbylé dva polynomy uz jsou linearné nezavislé, tvoii proto
béazi podprostoru V' .

Dimenze prostoru je pocet prvku libovolné baze. Pro podprostor V ge-
nerovany polynomy p;(x), pa(z), p3(x) je dim(V) = 2, jednu bézi pod-
prostoru V tvoii polynomy p;(z), pe(z).
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3. Prvek lezi v podprostoru V, pokud jej lze vyjadrit jako linedrni kom-
binaci prvku béaze tohoto podprostoru. To znamend, ze se pokusime
vyjadrit polynom ¢(z) jako linedrni kombinaci polynomu p(z), p2(x),
které tvoii bazi podprostoru V ( viz ¢ast feseni 2. ) a urcit koeficienty
c1, ¢y v této kombinaci.

c1pr(x) + copa(a) = q()
a(@®+2z+ 1)+ B +r+3)=22+1
(c1+ 5eg)x® + (2¢1 + o) + (1 + 3¢p) = 2% + 1

Rovnost pro tyto polynomy bude platit, bude-li mit feSeni soustava
linedrnich algebraickych rovnic:

¢+ 562 =1 s
261 + Cy = 0 ,
¢+ 302 = 1.

Pri TeSeni této soustavy muzeme vyuzit Gaussovu elimina¢ni metodu,
rozsitenou matici soustavy upravime pomoci elementarnich fadkovych
Uprav na stupnovity tvar:

1 5|1 1 5] 1 1 5 1
2 1/0(~10 -9]-2|~10 1| O
1 3|1 0 =21 0 0 0]-2

Vidime, ze hodnost rozsitené matice soustavy se nerovna hodnosti ma-
tice soustavy ( 3 # 2 ), soustava proto nemé Feseni. Polynom ¢(x) nelze
vyjadrit jako linedarni kombinaci bazovych prvku pi(x), pa(z) podpro-
storu V, proto polynom ¢(x) nelezi v podprostoru V.

4. Podobné jako vyse u polynomu ¢(z) se pokusime vyjadrit polynom r(x)
jako linedarni kombinaci polynomt p;(z), p2(x) - vektoru baze podpro-
storu V a zaroven urcit koeficienty ¢y, co této kombinace.

aip1(z) + capa(x) = r(x)
a(z®+22+1)+c(ba” +x+3) = —32° + 122+ 1
(c1 4 5c2)x? + (2¢1 + co)w + (1 + 3¢y) = —32% + 120 + 1

Tyto polynomy se budou rovnat, bude-li mit feSeni soustava linearnich
algebraickych rovnic:

c1 + 502 = -3 3
201 + Cy = 12 s
c1 + 302 = 1.

b}



Soustavu vyresime napiiklad Gaussovou elimina¢ni metodou, nejdiive
rozsitenou matici soustavy upravime pomoci elementarnich radkovych
Uprav na stupnovity tvar:

1 5|-3 1 5|3 1 5|-3
2 11 12| ~]10 =9 18|~ |0 1|-=2
1 3] 1 0 -2 4 0 0| O
Soustava mé pravé jedno feSeni ¢; = 7,co = —2, polynom r(z) lze

vyjadiit jako linedrni kombinaci r(xz) = 7pi(z) — 2pa(z) prvku pi(x),
pao(x), které tvori bazi podprostoru V. Proto je polynom r(z) prvkem
podprostoru V a spoc¢itané koeficienty v linearni kombinaci jsou hledané
soutadnice polynomu r(z) vzhledem k bazi pi(x), po(x) podprostoru V:

—

r(z) = [7,-2]".

Piiklad 1.3:
V prostoru Ry 3 vSech redlnych matic typu 2/3 uvazujme podmnoziny

V_{[a+b—3c, 2a + b — 5e, b+ c

a—b—2c, —3a—0b+4c, 2a—401;a’b’C€R}

W:Ha—?mrd, 2a+b—3, b—3c—3d

b+c+2d, a—2b+c+d, 3a—b—|—4c]; “’b’QdGR}-

Ovérte, zda mnoziny V a W jsou podprostory prostoru Rs 3. Pokud ano,

naleznéte alespon jednu béazi podprostoru a urcete jeho dimenzi.

Reseni:

Vénujme se napted podmnoziné V. Podmnozina je podprostorem linearniho
vektorového prostoru, pokud jsou na ni uzavieny obé zakladni operace z pro-
storu Ry 3, tj. pokud do této podmnoziny patii soucet libovolnych dvou prvku
z této podmnoziny a nasobek libovolného prvku této podmnoziny libovolnym

realnym ¢islem (obecné prvkem télesa 7). Oznacime-li
A — a1 + by — 3¢y,  2ay + by — dey, b1+ 1
r= a; — b1 - 201, —3(11 - b1 + 401, 2@1 - 401
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a/2+b2 —302, 2a2—|—b2 —502, b2+02
a9 — b2 — 202, —3&2 — bg + 462, 261,2 — 462
z mnoziny V, jejich souctem je matice

aAy = [ ] libovolné dvé matice

A1+A2:[a1+b1—301, 2a1+bl—501, b1—|—01 ]

a; — bl - 201, —3(11 - b1 + 401, 2&1 - 461

n as + by — 3¢,  2as + by — 5Hea, by + co _
a9 — b2 - 2C2, —36L2 - b2 + 4C2, 2@2 — 402 o

. a1+b1—3cl+a2+b2—302, 2a1+b1—561+2a2+b2—562,
N a; — bl — 261 + ag — b2 — 202, —3(11 — bl -+ 461 + (—3(12 — b2 + 402),

bl+C1+b2+Cg .
2(11 — 461 + 2@2 — 402 o

. l (a1 + a2) + (b1 + bg) — 3(01 + Cg), 2(@1 + ag) + (bl + bz) - 5(01 + Cz),
N (04 + CLQ) — (bl + bg) — 2(01 -+ Cz), —3(@1 + CLQ) — (bl + bg) + 4(C1 + 02),

(b1 + b2) + (c1 + 2) ]
2(a1 + az) — 4(c1 + ¢2)

Toto je zFejmé matice z podmnoziny V (soucty realnych ¢isel aj + ag, by + b,
c1 + ¢o jsou opét redlnd ¢isla).

Déle urc¢ime pro libovolné redlné ¢islo A a libovolnou matici
A_[a+b—3c, 2a + b — 5, b+c

d—b—2. —3a—btde 2a—de ] z podmnoziny V jeji A-nasobek

- a+b—3c, 2a+b-—bc, b+ c
)\'A_)\'[a—b—Qc, —3a — b+ 4, 2(1—401

B [ (Aa) + (Ab) —3(N\c), 2(Na)+ (Ab) —5(\c), (Ab)+ (\o) 1
| (Aa) = (AD) —2(Ae), —=3(N.a) — (AD) +4(Ace), 2(Na) —4(N.c)

Vyslednd matice je také prvkem podmnoziny V ( A.a , A.b, A.c jsou opét
redlnd cisla). Oveérili jsme, ze soucet dvou prvkia z podmnoziny V i A -ndsobek
prvku z V opét lezi v podmnoziné V), proto podmnozina ) je podprostorem
linearniho prostoru .
V pripadé podprosoru potiebujeme déle nalézt alespon jednu jeho bézi. Li-
bovolnou matici A z podprostoru ¥V muzeme zapsat ve tvaru

a+b—3c, 2a-+0b-—5c, b+c

A= a—b—2c, —3a—b+4c, 2a—4c -



L2y
—41 ) 3 9 |1

tedy matice A je linedrni kombinaci matic M; = [
1 1 -3 =5 1

1
[—1 1o M= [—2 4 —4
M, M5, M3 jsou proto generatory podprostoru V. Aby se jednalo o béazi to-

hoto podprostoru, musi byt tyto generatory navic jesté linedrné nezavislé.
Ovérme proto nezavislost matic My, My, M3.

Matice My, My, M3 budou linedrné nezavislé, pokud jedind jejich linearni
kombinace, kterd se rovna nulové matici, je trividlni. Polozme proto linearni
kombinaci ¢;.M; + ¢2.Ms + ¢3.M3 rovnu nulové matici (fadu 2/3) a urceme,
pro jaké koeficienty tato rovnost nastane.

I
10T 2 4 —4|
1 20

1 -3 2]’Nb -

s koeficienty a,b,c € R. Matice

Cl-Ml + CQ.MQ + Cg.Mg =0

1 2 0 N 1 11 n -3 =5 Iy (000
Ul =3 2| T o1 —1 0| T 2 4 -4 |00 0
c1+cog—3cs  2cy + cy — Hes o+ c3 _ 0 00
C1 — Cy — 263 —301 — Co + 403 201 - 403 0 0O

Aby se dvé matice rovnaly, musi mit stejné prvky na odpovidajicich si po-
zicich, tedy musi byt splnény splnény rovnice nasledujici soustavy linearnich
algebraickych rovnic:

1 + o 3cs = 0,
2c1 + o 5¢g = 0,
Co C3 = 0 s

L — C 2cg = 0,
—301 — C9 403 = 0 s
2cy 4es = 0.

Soustavu vytesime napt. Gaussovou elimina¢ni metodou. Matici homogenni
soustavy upravime na stupnovity tvar:

1 1 -317 [1 1 -37 [11-37 [11 -3

2 1 -5 0 -1 1 01 —1 01 —1

0 1 1 0 1 1 00 2 00 1

1 -1 =21 7]10 =2 1[7loo0o =1]7]0o0 o0

3 —1 4 0 2 -5 00 —3 00 0
2 0 -4 |0 -2 2| o0 o] |0oo0 O]



Vidime, ze feSend homogenni soustava ma pouze trivialni feseni ¢; = 0, ¢y =
0,c3 = 0. To ale znamena, ze pouze trivialni linedrni kombinace matic My,
M, M3 se rovna nulové matici:

0.M; +0.My+0M;3;=0.

Proto jsou uvazované matice My, My, M3 linearné nezavislé.

Mame tedy matice My, My, M3, které generuji podprostor V a navic jsou
linedrné nezavislé. Matice My, My, M3 tvoii jednu moznou bazi podprostoru
V. Dimenze podprostoru je pocet prvkiu jeho libovolné baze, baze podprostoru
V je tvofena tfemi maticemi, proto

dim(V) =3.

Vénujme se nyni podmnoziné W. Podobné jako u podprostoru ¥V budeme

nejdiive ovérovat, zda je podmnozina W uzaviena na operace sc¢itani matic

a nasobeni matice redlnym ¢islem. Oznacime-li

B :la1—301+d1, 2a1—|—b1—3, b1—301—3d1]

! bi +ci+2dy, a1 —2bi+ci+di, 3a; — b +4¢

aBQZla2—3C2+d2, 2a2—|—b2—3, b2—302—3d2
bg + co + 2d2, Qa9 — 2b2 + co + dg, 30,2 - bg +402

matice z W, jejich souctem je matice

] libovolné dvé

B, + B, — [al—BcﬁLdl, 2a; + by — 3, bl_gcl_gdll

b1 +c1+2dy, ay —2by+c1+dy, 3a; — b+ 4c

4 QAo — 302 + dg, 2&2 + b2 — 3, bg — 362 — 3d2
bQ + Co + 2d2, ag9 — 2b2 + Co + dg, 3&2 — b2 + 462

. a1—3cl+d1+a2—302+d2, 2a1+bl—3—|—2a2+b2—3,
N b1+61+2d1—|—b2+62—|—2d2, a1—2b1+cl+d1+a2—2b2+02+d2,

b1 — 301 — 3d1 + bg — 362 — 3d2
3@1 — b1 + 461 —|—36L2 — b2 +402

_ (Gl + ag) — 3(01 + CQ) + (dl —+ dg), 2(@1 + 0/2) + (bl + bg) — 6,
(bl + bz) + (C1 + CQ) + 2(d1 + dg), (a1 + CLQ) — 2(()1 -+ bg) + (Cl + CQ) + (d1 —+ dz),

(bl + bg) — 3(01 -+ 02) — 3(d1 + dg)
3(ar +az) — (b1 + b2) +4(c1 +¢c2) | -
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Soucet matic By + By neni prvkem podmnoziny W. Soucty redlnych cisel
ai + ag, by + by, ¢1 + co, dy + dy jsou opét redlna cisla, ale prvek v prvnim
fadku a ve druhém sloupci obsahuje konstantu -6, zatimco matice z VW tam
musi mit konstantu —3. Operace s¢itani neni na podmnoziné W uzaviend,
podmnozina WV proto neni podprostorem. Nema proto smysl hledat jeji bazi
ani urcovat jeji dimenzi.

10



