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Poznamky spracované podla ucebnice Joseph A. Gallian, Contemporary
abstract algebra, Brooks/Cole, Boston, 2010.

1 Definicia grupy

Definicia 1 (Binarna operéacia) Nech G je mnoZina. Bindrna operdcia je
funkcia G x G — G.

Ak f je bindrna operécia, tak namiesto f(a,b) budeme pisat ab, ao b, a x b,
alebo a + b.

Definicia 2 (Grupa) Nech G je mnoZina s bindrnou operdciou. Bindrna ope-
ricia je funkcia G X G — G splnujica nasledovné podmienky:

o pre kaZdé a,b,c € G plati: a(bc) = (ab)e, (asociativnost)
o cxistuje e € G také, zZe pre kazdy prvok a € G ea = ae = 1.
e pre kazdy prvok a existuje prvok b taky, Ze ab = e = ba.

Binarna operacia definovana na G sa nazyva komutativna, ak pre kazdé dva
prvky a, b plati ab = ba.
Poznédmka.

Priklad 3 (Priklady grap a negruap.)
(Za +)7 (Q7 +)7 (Rv +); (Q+7 ')7 (R - {0}7 ')7 ((C7 +)7 (C - {0}7 )
o Je (Z,-) grupa?

o (U,-), kde U = {z € C; |z| = 1}.

e Kladné iraciondlne cisla s operdciou ndsobenia splnuji vsetky 3 axiomy,
ale netvoria grupu.

o Matice 2 x 2 so scitovanim.

o (Zn,+).

e GL(2,R) aj GL(2,Q), GL(2,C).
o Kedy je (Z, —{0},-) grupa?

o Grupy U(n).

o Vektory nad polom so scitovanim.
o GL(2,Z,).

e Linedrna a afinnd grupa.



Prvok e budeme oznacovat 1 vo vSeobecnej grupe, a 0 v komutativnej grupe.
Prvok b = a~! z axiomy (iii) budeme nazjvat inverzny prvok ku prvku a. Zapis
l=aat=a?

a” a.
Lema 4 (Zakladné vlastnosti) Nech G je grupa. Potom
o G md jeding neutrdlny prvok,

e ba = ca implikuje b = ¢, (pravé krdtenie)

e ab = ac implikuje b = ¢, (lavé krdtenie)

pre kazdy prvok existuje jediny inverzng prvok.
e (ab)"t =b"ta" L.

Definicia 5 (Mocnina prvku) Nech G je grupa. Z asociativity operdcie vy-
plyva, Ze vyraz x1x2...Tn, je v grupe G dobre definovand pre kaZdé priro-
dzené m. Nech G je grupa a x je prvok. Pre prirodzené cislo m definujeme
2™ = zx...x, m-krdt. Mocninu méZeme rozsirit na celé ¢isla nasledovne: 2° = 1

ar™ =@ ™) =gtz . .27 prem < 0.

Definicia 6 (Cayleyho tabulka) Ak G je grupa, potom prislusnd bindrnu
operdciu mozno definovat Cayleyho tabulkou rozmerov G x G. Tabulka je defi-
novand linedrnym usporiadanim prvkov grupy, spravidla ddvame na zaciatok 1.
Riadky a stlpce odpovedaji prvkom grupy. V poli so siradnicami [a,b] piSeme
prvok ¢ = ab. Takiyto spésob zadania grupy je vhodny len pre malé konecné
grupy. Navyse, ti istu grupu mozZeme v zavislosti od poradia definovat réznymi
tabulkami.

CvicCenie, Zakladné pojmy
Napriklad,..., nie je dokaz!
1. Ktoré z nasledovnych binarnych operacii si uzavreté:
1. rozdiel dvoch kladnych celych ¢isel,
2. delenie nenulovych celych ¢isel,
3. skladanie polynémov nad R,
4. nasobenie matic 2 x 2 s celoc¢iselnymi koeficientami.
2. Ktoré z nasledovnych binarnych operécii st komutativne:
1. rozdiel dvoch kladnych celych ¢isel,
2. delenie nenulovych realnych cisel,
3. skladanie polynémov nad R,
4. nasobenie matic 2 X 2 s redlnymi koeficientami.

3. Ktoré z nasledovnych mnozin st uzavreté na dani operaciu?



—_

. {0,4,8,12} na séitovanie modulo 16,

[\

. {0,4,8,12} na s¢itovanie modulo 15,
3. {1,4,7,13} na ndsobenie modulo 15,
4. {1,4,5,7} na nasobenie modulo 9.

4. Najdite inverzny prvok k prvku a grupy G.
1. a=13, G = Zs.
2. a=13,G=U(14),
3.a=n—-1,G=U(n)n>2,
4. a=3-2i, G=(C—{0},).

5. Uvazujme mnozinu Sym(M) vSetkych permutécii mnoziny M s operdciou
skladania. Dokézte, Zze (Sym(M), o) je grupa.

; g) v grupe GL(2,7Z11).

7. Uréte vetky prvky x dihedrélnej grupy D, splitujiice rovnicu 2 = 1.

8. Z grupy U (91) sme odstranili dva prvky, takze ostala mnozina {1, 9, 16, 22, 53,74, 79, 81}.
Ktoré dva prvky chybaja?

6. Néjdite inverzny prvok k matici (

9. Skonstrujte Cayleyho tabulku pre grupu U(12).

10. Ciasto¢ne definovans bindrna operécia je dand tabulkou:

lla|b|c|d
T(1]--]-]-
a|-|b|-|-11
bl-|c|d|1l]-
cl-|d|-|a]|b
dl - -1-1-1-

Doplitte chybajice polia tabulky tak, aby definovala grupu.

11. Dokéazte, ze mnozina racionalnych cisel tvaru 3™6™, kde m,n € Z tvori
grupu vzhladom na operéaciu nésobenia.

12. (Heisenbergerova grupa, projekt) Nech G je mnozina trojuhonikovych real-
nych matic rozmeru 3 x 3 s bindrnou operaciou definovanou nasledovne:

1 a b 1 d v 1 a+d bV 4acd+0
01 c¢clx|0o 1 =10 1 cd+ec
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Dokazte, ze uvedend mnozina matic s danou operéaciou tvori grupu.

12. Kolko prvkov mé grupa GL(2,7Z2)? Je to komutativna grupa?



2 Podgrupy

Nové grupy zo znamych.

Definicia 7 (Rad grupy) Pocet prvkov grupy G sa nazgva rdd grupy, ozna-
cenie |G|. Ak G je nekonecnd, polozime |G| = co.

Definicia 8 (Rad prvku) Nech g € G je prvok grupy. Rad prvku g, oznacenie
lgl, je najmensie kladné n také, Ze a™ = 1. Ak také n neexistuje, potom g md
nekonecny rad.

Priklad 9 Grupa U(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} md rdad 8. Rddy prvkov si
[7] =4, [11| = 2, |13| = 4. V grupe (Z,+) je rad kaZdého nenulového proku oo.

Definicia 10 (Podgrupa) Podmnozina H C grupy (G,-) sa nazgva podgrupa,
ak (H,-) je grupa. Zdpis, H < G.

Teoréma 11 (Test podgrupy) Nech G je grupa a H C G, H # (. Potom H
je podgrupou G prdve vtedy, ak pre kaZdé dva prvky a,b € H plati ab~' € H.

Priklad 12 (Podgrupy abelovskej grupy)
e Mnozina prvkov rddu 2 v abelovskej grupe je podgrupou.
e Mnozina prvkov konecného ridu v abelovskej grupe je podgrupou.

o Ak H <G a K <G si podgrupy, potom mnozina HK = {hk;h € H,k €
K} je podgrupa.

Teoréma 13 (Test podgrupy v koneénej grupe) Konecnd podmnoZina () #
H C (G,-) je podgrupa G prdve vtedy, ak H je uzavretd na bindrnu operdciu -.

Nech a € G. Oznaéme (a) = {a"™;n € Z}.
Teoréma 14 Nech G je grupa a nech a € G. Potom {a) je podgrupa.

Priklad 15 Nech D,, je dihedrdlna grupa. Nech R € D, je rotdcia o 360/n
stupriov. Potom (R) je podgrupa rddu n.

Je dobré si uvedomit, Ze (a) je najmensia podgrupa obsahujica prvok a.

Definicia 16 Nech G je grupa a S C G je podmnoZina. Oznacme (S) < G
najmensiu podgrupu G obsahujicu S.

Priklad 17 (Gaussove ¢isla) Nech {1,i} C C. Potom (1,i) = {a + bi;a,b €
Z} je podgrupa (C,+).

Definicia 18 (Centrum grupy) Nech G je grupa. Potom Z(G) = {a € G;ax =
xa pre kaZdy x € G} sa nazgva centrum grupy.

Teoréma 19 Nech G je grupa. Centrum grupy je abelovskd podgrupa grupy G.
Vsimnime si, ze Z(G) = G, ak G je abelovska.

Teoréma 20 Centrum grupy je abelovskd podgrupa.

Priklad 21 Centrum dihedrdlnej grupy D,,.

Definicia 22 Nech a € G. Centralizdtor C(a) prvku a je podmnozina C(a) =
{z € G;za = ax}.

Ak a € Z(G) potom C(a) = G. Plati Z(G) < C(a) < G.
Teoréma 23 Centralizdtor prvku a € G je podgrupa G.



Cvicenia, Podgrupy

Cielom ddkazu je porozumiet, nie len preverit!

1. Pre nasledovné grupy zistite rady grip a rddy ich prvkov: Zio, U(10), U(12),
Dy. Je nejaky vzfah medzi rddom prvku a rddom grupy.

2. Vymenujte 10 prvkov podgrupy <%> grupy Q* (nenulové raciondlne ¢isla s
nésobenim).

3. Vysvetlite, preco rady prvkov {2, 28} a {8,22} v Zs3p st rovnaké; rddy prvkov
{2,8} a {7,13} v Uys st rovnaké.

4. Nech a,b € G, |a| = 6, |b] = 7. Vyjadrite prvok (a*c=2b*)~! bez pouZitia
zapornych exponentov.

5. Nech (G;+) je grupa polynémov s koeficiantami v Zg. Aké st rady prvkov
f(x) = T2% + 52 + 4, g(x) = 422 + 8z + 6, h(x) = 22 + 3z. Pokiste sa vyslovit
tvrdenie o rade prvku v tejto grupe.

3 Cyklické grupy

Grupa G sa nazyva cyklickd, ak existuje prvok a € G, taky ze plati G = (a).

Teoréma 24 (Kritérium rovnosti mocnin) Nech a € G, kde G je grupa.
Potom

o Ak |a| = oo, tak a' = a7 prdve vtedy, aki = j.
o Ak |a| = n, tak a' = a’ prdve vtedy, ak n|(i — j).
Dosledok 25 Pre kazdy prvok a grupy |a| = |{a)].
Désledok 26 Nech a je prvok radu n. Nech a* = 1, potom n|k.
Teoréma 27 Nech a je prvok radun. Potom (a*) = (a8°d™F)) ¢ |a*| = n/ ged(n, k).

Nacrt dokazu: Chceme dokazat, (a?)
ged(n, k) = ns + kt. a® = a™tF = (aF)?

Réady. (a?)"/4, preto |ad||Z.

Na druhej strane, a® = 1, potom a*i = 1. Teda i|n/k a aj i|n/d.

= (a*). Pretoze d|k, (a?) > (a*). d =
€ (a*) Teda aj (a?) < (a*).

Désledok 28 Ak G je konecnd cyklickd grupa, potom rdad prvku deli rad G.

Désledok 29 Nech |a| = n. Potom (a') = (a’) prdve vtedy, ked ged(n,i) =
ged(n, ) a |a| = |a?| prdve vtedy, ak ged(n,i) = ged(n, 7).

Dosledok 30 Nech G je cyklickd grupa rddu n, nech |a| = k. Potom (a) = G
prdve vtedy, ked ged(k,n) = 1.

Teoréma 31 Kazdd podgrupa cyklickej grupy G je cyklickd. Navyse, ak |G| = n,
potom pre kazdé k, kin, G md prdve jednu podgrupu rddu k.



Dokaz. Ak H < G = (a), potom H = {1} a je cyklickd. Ak H je netrividlna,
tak obsahuje nejakd mocninu af. Nech ¢ je minimélny kladny exponent, a® € H.
Potom H = (a'). Trividlne H > (a'). Ak a™ € H, pre m > t, potom m = gt +r,
kde r < t. Preto r =0 a a™ = a4 € (at).

Jednoznacnost. Nech k|n a nech podla predoslej cCasti existuje m také, zZe
H = (a™). Podla Teorémy 27 H mozno vygenerovat prvkom aged(m:n) - Potom
pre zvoleny delitel k plati, k = |H| = [(a™)| = |(a8°d(™™)| = n/gcd(n,m) =
n/m. Preto m = n/k a teda podgrupa je jednoznaéne urcend.

Poznamka. Vsimnime si, ze existuje jednoznacna korespondencia medzi
podgrupami cyklickej grupy G a delitelmi n = |G|. Tato bijekcia definuje izo-
morfizmus medzi zvizom delitelov n a zvizom podgrip G. Pre dané podgrupy
H,, Hy < G st tvoria infimum a supremum podgrupy Hy N Hsy a (Hy, H).

Dalsia vec hodn4 povsimnutia je tloha elementérnej aritmetiky v tvrdeniach
o cyklickych grupach (Delenie so zvyskom a Euklidov algoritmus).

Cvicenia, Cyklické grupy

Dévajte si pozor, aby ste v argumentécii nepouzili to, ¢o sa snazite zdévodnit!
1. Vymenujte generatory Zg, Zs, Z2g-

2. Vymenujte prvky (3), (7) v U(20).

3. Vypocditajte (21) N (10) v grupe Zoy.

4. Nech G = (a) je radu n. Najdite generdtor H = (a®') N (a'%). Aky je rad H.
5

. Nech G je cyklické grupa rddu n s prave jednou vlastnou podgrupou H. Co
viete povedat o radeoch G a H?

6. Nech G je abelovskd grupa. Ozna¢me H = {g € G| |g| deli 12}. Dokézte, ze
H je grupa. Mozno 12 nahradit inym ¢islom. Pokuste sa sformulovat vSeobecné
tvrdenie.

7. Najdite maximalny refazec podgrip Hy < Hs < ... H,, v cyklickej grupe
Zo4. Pokuste sa sformulovat vSeobecné tvrdenie pre cyklicki grupu radu n.

8. Opiste podgrupy (Z, +).

9. Kolko prvkov rddu d pre dln mé dihedrélna grupa D,,? Spocitajte prvky
dihedrélnej grupy D,,. Pouzite Eulerovu funkciu ¢(d).

10. Aké st moznosti pre rad prvku af v dihedralnej grupe Dsp, ak vieme, ze

lal = [8] = 2.

4 Permutacné grupy

Definicia 32 Permutdcia mnoziny A je bijekcia A — A. MnoZina vsetkijch
permutdcii A s operdciou skladania tvori symetrickid grupu Sym(A). Podgrupa
G < Sym(A) sa nazgva permutacnd grupa. Ak A ={1,2,...,n}, potom Sym(A)
oznacujeme Sy, .

Permutaciu a € S, mézeme zapoisovat do tabulky 2 x n, kde prvy riadok ob-
sahuje postupnost 1,2, 3, ..., n a druhy postupnost hodndt (1), «(2), «(3), ..., a(n).



V skutocnosti prvy riadok nepotrebujeme, Gplnt informaciu obsahuje druhy ria-
dok. Prvy riadok sa vSak hodi pri uréovani inverznej permutacie ku «, vysvet-
lite!.

Permutacie mézeme skladat zlava do prava, alebo z prava do lava. Myslime
tym interpreticiu zapisu v = a - 8. MozZeme pre z € A mdzeme polozit v(x) =
a(B(x)), alebo v(z) = B(a(x)), oba sposoby sa v literatire vyskytuji. Dolezité
je v tom istom vypocte ich nemiesat!

Matematici CastejSie pouzivaji na zapis permutacie takzvany cyklovy tvar.

Definicia 33 Orbita [x], prvku x v permutdcii « € Sym(A) je mnoZina {a™(z) |
Z}. Permutdcia o mnoZiny A sa nazgva cyklickd, ok vietky proky mnoZiny A
patria do jedinej orbity.

Cyklicka permutéciu « z S, zapisujeme v cyklickej notécii:
a = (z,a(r),a?(x),...,a" (z)),

pre z € A.

Napriklad, ak n = 4, tak zapis a = (1, 3,2,4) znamena: (1) = 3, a(2) = 4,
a(3) = 2 a a(4) = 1. Cyklicky zipis nie je jednoznaény, napriklad o = (3,2,4, 1)
definuje t1 isti permutaciu. Ak chceme jednoznacnost, musime definovat nejaké
linedrne usporiadanie na A a potom v cyklovom zapise zapisat na prvom mieste
miniméalneho reprezentanta orbity.

Ak |A| = n, tak |Sym(A)| = n!l. Pocet vSetkych cyklickych permutéacii A je
(n — 1), preco?. Cyklické permutdcie netvoria grupu, skiiste si napriklad zlozit
(123) - (132). Vsetky orbity permutdcie a tvoria rozklad mnoziny A. Pre kazdu
orbitu O C A moézeme napisat cyklicki permutdciu definovani permutéciou a.
Dokazali sme tak nasledovné tvrdenie.

Teoréma 34 Kazdi permutdciu konecnej mnoziny mozno zapisat ako sucin dis-
Junktnych cyklickych permutdcii. Toto vyjadrenie je jednoznacné aZ na poradie.
Poznamka. Predoslé veta plati aj pre permutacie nekonec¢nych mnozin, ale
jej dokaz vyzaduje pouzitie axiomy vyberu.
Cyklovy zapis permutéacie je vyhodny pre urcenie rddu permutacie. Plati
totiz nasledovné tvrdenie. V cyklovom zépise ¢asto vynechavame cykly dlzky 1.

Teoréma 35 (Ruffiny 1799) Ak « vyjadrend v cyklovom tvare je sicinom k
cyklov s dizkamim,, i =1,...,k, potom |a| =lem(myq,...,myg).

Transpozicia je permutdcia, v ktorej cyklovom zépise st vietky cykly dizky
najviac dva, pricom obsahuje jediny cyklus dlzky 2.

Teoréma 36 KaZdi permutdciu konecnej konecnej mnoziny mozno vyjadrit ako
sUcin transpozicii.

Dokaz. Kazdu cyklicki permutaciu v rozklade na disjuktné cykly vieme roz-
lozit na stcin traspozicii. Napriklad

(1,2,3,...,n)=(n—1,n)(n—2,n)...(1,n).

Rozklad permutécie na sicin transpozicii nie je jednozna¢ny. Vymyslite pri-
klad! Po vyskusani niekolkych prikladov si vSimneme, parita po¢tu transpozicii v

n e



rozklade permutécie je vzdy rovnakd (v kazdom rozklade « je pocet vzdy parny
(sudy), alebo vzdy nepédrny (lichy). NavySe, parita je rovnd n — k (mod 2), kde
k je pocet cyklov v rozklade a.

Definicia 37 Nech a = 31 ... B, je rozklad permutdcie n prvkovej mnoZiny na
k disjunktngjch cyklov. Oznacme sgn(a) = (—1)"7% funkciu S,, — {+1}.

Vsimnime si, ze ak 7 je transpozicia, tak sgn(7) = —1.
Lema 38 Nech 78 € S,, a nech 7 je transpozicia. Potom sgn(t - ) = —sgn(3).

Névod na dokaz. Nech 7 = (i, ). Uvazujte dva pripady: i, je v tej istej
orbite «, 7 a j sa nachadzaju v réznych orbitach.

Teoréma 39 Pre lubovolné dve permutdcie o, 8 € S, platisgn(af) = sgn(a)sgn(s).

Indukciou podla poctu transpozicii v minimalnom rozklade « na sicin trans-
pozicii. Pouzite predosla lemu.

Teoréma 40 Nech « je permutdcia. Potom nasledovné vyroky su ekvivalentné:
e sgn(a) =1,
. o e . .
e o mozno vyjadrit ako sucin pdrneho poctu transpozicit,
e v kaZdom rozklade o na sucin transpozicii je pocet transpozicii parny.

Definicia 41 Permutdcia o koneénej mnoZiny je pdrna, ak sgn(a) = 1. Per-
mutdcia je nepdrna, ak nie je pdrna.

Propozicia 42 Pdrne permutdcie v S, tvoria podgrupu A, < S,. Grupa A,
md rad n!/2.

Definicia 43 Grupa A, pdarnych permutdcii sa nazyva alternujica grupa.
Priklad 44 Rotacénd grupa tetraedra s vrcholmi {1,2,3,4} je Ay4.
Priklad 45 Priklad 2. Grupa Rubikovej kocky. (projekt)

Cvicenia

1. Dané st permutécie
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Vypoéitajte a=1, 371, a3, Ba.
2. Permutécie z tlohy ¢.1 o, 3, a™', 871, afB, Ba vyjadrite v cyklovom tvare.

3. Permutécie z tlohy &.1 o, 8, o~ %, 871, af, Ba vyjadrite ako siéin transpo-
zicii. Urcte, ktoré z nich st parne a ktoré neparne.



4. Aky je rad cyklickej permutécie (ai, as, ..., ag). Urcte rady permutécii (124)(3567),
(124)(357869).

5. Uréte rady permutécii o, 8 a o z tlohy ¢.1. Viete urcit rady o=, 3~ ' a
(aB)~! bez prevodu na cyklovy tvar?

6. N4jdite vSetky prvky S, ktoré komutuji s permutéciou (12)(34)(56). Tvoria
tieto prvky grupu?

7. (projekt) Nech H je podgrupa S,,. Potom bud H < A, alebo presne polovica
prvkov H je parnych.

8. (projekt) Dokézte, ze ak H je podgrupa S,, neparneho radu symetrickej grupy
S, potom H je podgrupa A,.

9. Najdite najmensie n také, ze S,, obsdahuje prvok rddu > 2n.

10. N4jdite najmensie n také, ze A, obsdahuje prvok rddu > n.

5 Homomorfizmy, izomorfizmy a automorfizmy
grup

Definicia 46 Nech (G,-) a (H,*) si grupy. Zobrazenie v : G — H je homo-
morfizmus, ak pre kaZdé a,b € G plati (- y) = () x(y). Ak f je bijekciou,
potom [ sa nazjva izomorfizmus. Grupy G a H nazjvame izomorfné, znacime
G = H, ak existuje izomorfizmus G — H. Izomorfizmus G — G je automorfiz-
mus.

Automorfizmy grupy G s operdciou skladania tvoria podgrupu Sym(G),
ktori oznac¢ujeme Aut(G).

Homomorfizmy definované na cyklickej grupe G = (a) si jednoznaéne ur-
¢ené obrazom f(a) generdtora a. Ak G je nekoneénd, potom je izomorfnd (Z, ).
Kazd4 konecna cyklickd grupa rddu n je izomorfnd (Z,,+). Podobne ako pri
linearnych zobrazeniach vektorovych priestorov, homomorfizmy grip st defi-
nované obrazmi generatorov. Vztahy medzi generdtormi vsak moézu byt zlozité,
preto ndhodne zvolené obrazy generatorov zvycajne nedefinuji homomorfizmus.

Ak G je grupa, potom kazdy prvok g € G definuje (vnitorny) automorfizmus
¢4 grupy g dany predpisom ¢, () = g~ 'zg. Priradenie ® : g — ¢, je homo-
morfizmus G — Aut(G). ZloZenie vnitornych automorfizmov je znovu vndtorny
automorfizmus (overte!), tiez (¢g4) ™! = ¢ -1, preto vnitorné automorfizmy tvo-
ria podgrupu Inn(G) < Aut(G). Lahko vidiet, Zze ak G je abelovskd, tak Inn(G)
je trividlna. Otézka kedy plati Aut(G) = Inn(G) je velmi zaujimavd. Rovnost
plati napriklad pre symetrické grupy S, pre n > 7. S vntatornymi automorfiz-
mami ste sa mohli stretnit v linedrnej algebre, kde hra dolezitd tlohu relacia
podobnosti. Dve reguldrne matice A, B € GL(n, F') st podobné, ak existuje ma-
tica T € GL(n, F) tak4, ze plat{ B = T~*AT. Inymi slovami, existuje vnitorny
automorfizmus v Inn(GL(n, F)) dany T, ktory zobrazuje A na B.

V zékladnej Skole ste sa naudili pouzivat distributivny zékon: ¢(a+b) = ca+
cb. Distributivny zdkon znamend, Ze pre ¢iselné aditivne grupy (Z,+), (Q,+),
(R,+), (C,+), (Z,+) je funkcia f(z) = cx, pre kazdé ¢ homomorfizmom. Kedy
je tento homomorfizmom automorfizmom? Nie je tazké zistit, ze f(z) = czx je
automorfizmom (Z,,+), vtedy a len vtedy, ak n a ¢ st nestdelitelné. ZloZenie



f(z) a g(z) = dz je automorfizmus © — cdx. Odtial sme uz blizko poznaniu, ze
Aut(Z,) 2 U(n).

Teériu grap mozno vybudovat bez prace s konkrétnymi prikladmi. Takéto
tedria by vsak bola tazko pochopitelnd. Nasledujtuca veta ukazuje, ze kazdu
grupu mozno reprezentovat ako permutac¢na grupu.

Teoréma 47 ( Cayleho veta.) Kazdd grupa je izomorfnd nejakej permutacnej
grupe.

Navod na dokaz. Pre kazdy prvok g € G grupy G, definujme permutaciu
T,(x) prvkov grupy G predpisom Ty (x) = gz. Treba overit nasledovné fakty:

e T, € Sym(G)
e permutdcie Ty, g € G, s operéciou skladania tvoria grupu,

e zobrazenie ® : g — T, je monomorfizmus G — Sym(G).
Nasledovnd teoréma sumarizuje vybrané vlastnosti (invarianty) izomorfizmov.

Teoréma 48 Nech ® : G — H je izomorfizmus. Potom

e O(lg) = 1,

o O(a”) = (P(a))™, pre kaidén € Z,

e a,b e G komutuji prave vtedy, ok ®(a), ®(b) komutujd,

o G je cyklickd (abelovskd), prave vtedy ok H je cyklickd (abelovskd),

e ok G je konecnd, potom pocty prvkov daného rddu si rovnaké v G aj v H.
Cvicenia
1. Oznaéme kZ = {kx € Z | x € Z}, mnozinu ndsobkov celého ¢isla k. Dokazte,
ze kZ < (Z,+) je grupa izomorfnd (Z, +).
2. Dokézte, ze U(8) =2 U(12), ale U(8) nie je izomorfnd U(10).
3 Dokézte, ze a — In(a) je izomorfizmus (R*,-) — (R, +).

4 Najdite najmensi priklad cyklickej grupy obsahujicej podgrupy izomorfné 715,
Zgo.

5 Dokéazte, ze zobrazenie x + x® je automorfizmus U(16). Ako je to so zobra-
zeniami x — z°, z — 27?

6 Nech G je konecna abelovska grupa bez prvkov radu 2. Dokazte, ze ¢ : © —
2?2 je automorfizmus. Najdite priklad nekonecénej abelovskej grupy, kde 1 je
bijektivne a nie je automorfizmom.

7 Grupy (Q,+) a (RT,-) nie st izomorfné, lebo R ne nespocitatelnd a Q je
spocitatelna. Najdite grupovo teoreticky argument dokazujici neizomorfnost.

8 Urcte podgrupu Sg, ktora je izomorfna Dy.



