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1. Uvod

Tekutiny, tj. hlavné kapaliny a plyny, jsou mediem, se kterym clovék nejcastéji pfichazi do styku -
prakticky celé t€lo mame vystavené vzduchu, pohybujeme se v ném riiznou vzajemnou rychlosti, dychame jej,
koupeme se ve vodé, pijeme ji, manipulujeme s riznymi kapalinami.
Diky témto zkusSenostem ¢loveék brzy objevil nejzékladnéjsi vlastnosti
tekutin, jako je napf. chovani kapalin v gravitaénim poli (kapalina

neteCe do vrchu), pozice tlakovych hladin ve spojenych nddobéch,
b — /ﬂé\i silové u¢inky tekutin na obtékana télesa (ohybani vétvi ve vétru), atp.
! Poznatky tohoto druhu umoznily stavbu zavlazovacich kanald,
primitivnich vodnich kol a ¢erpadel, vétrnych mlynt, lodnich trupt,
plachetnic, atd.

Mechanika tekutin jako véda se zadala rozvijet ve starovéku,
pfedev§im experimentalné. Vime, ze FéniCané provadéli srovnavaci
méfeni, pfi nichZ urcovali lodni trup s mensim hydraulickym odporem.
] Do feky zarazili kul, k nému pfivazali vahadlo a na konce vahadla
porovnavané lodé plovouci ve vodé. Lod s vétSim odporem byla
strzena proudem feky a prostfednictvim vahadla vynesla hydraulicky
Obr. 1 lepsi trup proti toku feky. U vesly pohanénych galér byl hydraulicky
odpor dilezitym parametrem a je vyznamnym i u dnesnich plavidel.

O rozvoj mechaniky tekutin se zaslouzily tisice badatelii, z nichz bych si dovolil uvést nékolik
vyznamnéjich, starSich:

- Archimedes ze Syrakus, 282-212 pi. Kr.: zékon o vztlaku plovoucich téles

- Heron z Alexandrie, 1. stoleti po Kr.: reaktivni pohon rotujici koule vytékajici parou

- Leonardo de Vinci, 1452-1519 po. Kr.:  virové tplavy, vojenska vodni zafizeni aj.

- Isac Newton, 1643-1727: odpor téles v plynu a kapaling, rychlost zvuku, smykové napéti

- Blaise Pascal, 1623-1662: zakon o Sifeni tlaku v klidnych kapalinach

- Johann Bernoulli, 1667-1748: pohybova rovnice pro nevazké proudéni podél proudu

- Henri Pitot, 1695-1771: trubice pro méfeni celkového tlaku proudici tekutiny

- Ernst Mach, 1838-1941: vynalezce interferometru, vlastnosti transonickych proudéni

- Ludvik Prandtl, 1850-1925: tviirce vypoctovych modeld turbulence, aerodyn. tuneld, zalozil

v Gottingin 2 Ustavy, a to Aerodynamische Versuchsanstalt a Max
Planck Institut, kde vyrostli dalsi nize citovani badatelé

- Theodor von Karman, 1881-1962: turbulence, virové tiplavy- Karmanova virova stezka
- Adolf Buseman, 1901-?: Twvirce prvniho nadzvukového tunelu v roce 1929
Z Cechii a Slovaka do plejady nejvyznamnéjsich miizeme zafadit prinejmensim 2:
- Cengk Strouhal, 1850 - 1925: studie periodickych virovych uplavt, Strouhalovo ¢islo
- Aurel Stodola, 1859 - 1942: proudéni v lopatkovych strojich, v parnich turbinach

V dal§im prabéhu vykladu latky se setkame s dalSimi védci oboru mechaniku tekutin, jakym je Osborn
Reynolds (urcil ptechod laminarniho proudéni do turbulentniho), Nikuradse (vySetiil vliv drsnosti na tlakové
ztraty v potrubi), Zukovsky (tvirce leteckého profilu na zakladé konformni transformace valce), Kolmogorov

(k — & model turbulentniho proudéni), Laval (dyza k dosazeni nadzvukové rychlosti), a dalsi.
Mechanika tekutin je soucasti mechaniky, ktera se déli na

a) mechaniku tuhych téles - studuje rovnovahu a pohyb hmotnosti, které neméni sviij tvar uéinkem vné&jsich sil

b) pruznost a pevnost - vySetiuje napéti a deformace od vnéjsich sil v poddajnych pevnych télesech
¢) mechaniku tekutin - studuje vlastnosti nepohyblivych a proudicich tekutin na zakladé zakonitosti pted-

chozich 2 obori mechaniky

Tekutina. Jeji primitivni, ale vystizna definice fikd, Ze je to latka, jejiz Castice se vzajemné snadno
pfemist’uji. Pfi integralnim pohledu se tekutina jevi jako spojité hmotné prostiedi. Pfi mikroskopickém zkoumani
je vsak tekutina souborem mikrocastic. Existuji 3 druhy mikrocastic uplatiujici se v tekutinach:

a) Molekuly, atomy, volné elektrony, z nichz predevs§im z nich nejhmotngjsi molekuly uréuji vlastnosti
tekutiny. Molekuly se u tekutiny vzdy pohybuji, obecné konaji translacni, rotacni a kmitavy pohyb, u
kapalin jen posledni dva vzhledem k mftizi. Molekuly ptfenaseji svoji hybnost do jinych oblasti prostoru



tekutiny jednak svym prinikem, tzv. difuzi, jednak srazkami se sousednimi molekulami. Uvedeny pienos
hybnosti se uplatiiuje v neproudici tekuting a v pohybujici se tekuting pfi laminarnim proudéni.

b) Molarni ¢astice, coZ jsou shluky molekul, které se ve shluku pohybuji jednotnou rychlosti co do velikosti a
sméru. I kdyz jsou v molarni ¢astici miliardy molekul, stile se jednd o mikrocastici pouhym okem
neviditelnou. Pfenos hybnosti molarnimi ¢asticemi je samoziejmé mnohem intenzivnéjsi nez separatnimi
molekulami. Molarni ¢astice jsou v turbulentnim proudéni, kde se z nich vytvaieji viry riznych velikosti a
rotace. Proces rozpadu virti a molarnich ¢éstic na separatni pohyb jednotlivych molekul je disipace.

€) Modelové, ¢i matematické ¢astice jsou myslené ¢astice, které se pouzivaji do fenomenologickych popist
proudéni. Miizeme si je predstavit jako tuhé koulicky, které bud’ konaji jen transla¢ni nebo i rota¢ni pohyb.
V prvnim pfipadé je proudéni tzv. nevifivé, v druhém vifivé. To znamend, Zze u readlnych proudéni
s molekulami nebo molarnimi ¢asticemi nemuze byt o vifivosti ¢i nevifivosti fec, tyto kategorie tam nelze
urcovat. Vlastnosti jednotlivych modelovych ¢astic, jako je teplota, rychlost, jsou totozné s tymiz parametry
tekutiny jako celku.

Kazda latka mtize bézné existovat ve 4 fazich, které jsou:

pevna - molekuly jsou vazané do urcitych pozic krystalické miizky, kolem kterych rotuji a kmitaji. S rostouci
teplotou se zvySuje rotace, ale predevsim kmitani, az se dosdhne stavu tani, ptechodu do kapalin

kapalna - vazba molekul se uvoliiyje, ¢astice rotuji a kmitaji vice, ale od zékladnich poloh se pfili§ nevzdaluji.
Pfi piivodu tepla se pohyby zintenziviiuji a pii dosaZeni vyparné teploty se molekuly vytrhavaji
z miizky.

plynna - molekuly putuji po prostoru, tj. maji posuvovou, kmitavou a rotaéni rychlost, stfedni vzdalenost mezi
nimi je velka a tedy plyn je fidky, pravdépodobnost srazky 2 molekul mensi nez u kapaliny. Pfivod
tepla se projevuje ve zvySovani kinetické energie pohybu molekul, jehoz projevem je teplo. Pii urcité
hodnot¢ kinetické energii vznika dalsi faze, a to

plazma - atomy molekul se §tépi na kladné€ a zaporné€ nabité ionty, plazma je elektricky nabita. Predmétem
zajmu dalsich kapitol budou jen kapaliny a plyny, tj. klasickd mechanika tekutin. Plazma svou
specifikou a slozitosti se vymyka moznostem tohoto textu.

2. Zakladni vlastnosti tekutin

2.1. Stavové parametry

Stavové parametry v neproudici tekutiné jsou hustota p, tlak p, teplota T. V proudici tekuting ke tfem
parametrim piistupuje Ctvrty, a to rychlost w. K ur€eni stavovych parametri musime mit stejny pocet rovnic,
Vv prvnim piipadé 3, ve druhém 4. Rovnice se musi fesit jako soustava.

p[ kg/m3] st,avova rovnlcie ' .
p[N/mz - Pa] zakon zachovani hmotnosti
7] K] zakon zachovanihybnosti
w| m/s] zékon zachovani energie

Pokud se omezime na izotermické piipady 7 = konst, neni zapotfebi zakon zachovani energie. Jestlize
bude proudéni navic nestlacitelné, tj. hustota bude rovna znamé konstanté, pak neni tieba ani stavova rovnice.
Vlastné vyraz  p=konst ji zastupuje stejn¢ jako 7T =konst zastupuje zakon zachovani energie u
izotermickych procest.. V obecném ptipadé€ je stavova rovnice tfeba. Uvedeme, jak bude vypadat pro ideélni
plyn (nevazky, stlacitelny), pro idealni kapalinu (nevazka, nestlacitelnd) a pro redlnou kapalinu (vazka a nepatrné
stlaitelnd). VSimnéme si z feceného, ze vyraz idedlni a nevazky jsou identické.

Stavova rovnice udava vazbu mezi p, p, T a ma nasledujici tvary:
- idealni plyn: =rT , kde r je plynova konstanta, napt. vzduch ma r,,;, = 287,04 J/kgk  (2.1.1)

- realny plyn:

RSN AN AN

=rT []+pa,(T)+ pzaZ(T)+....], je zi'ejmé, Ze opravné funkce (2.1.2)



- idealni kapalina:

- realna kapalina:

a;,a,...., které zaviseji na teploté, davaji rovnici idealniho plynu do souladu se

skute¢nosti
p = konst (2.1.3)
PPN} kdeje (2.1.4)
’ ¢ izotermicky soucinitel objemové stlacitelnosti

=

izochoricky soucinitel tlakové rozpinavosti
izobaricky soucinitel objemové roztaznosti

py normalni tlak

Normalni tlak je tlak normalniho stavu tekutiny, coz je referencni, tj. porovnavaci stav, ku kterému jiné stavy
vztahujeme. V riznych oblastech techniky se pouzivaji, bohuzel, rizné normalni stavy. Ve fyzice a téZ ve
strojirenstvi je zaveden tzv. fyzikalné normalni stav o parametrech:

py =101325-10° N/m? |, Ty =273,16K.**

2.2 Stlacitelnost

rozdilech tlakt

Obr. 2.2

Popiseme proces diferencialniho stlaceni
realné kapaliny pii konstantni teploté T prirtistkem
tlaku dp, pfi némz se vytknuty objem kapaliny Vy
zmens§i o ubytek dV:

T = konst dV = —&Vydp (2.2.1)

g__i(d_q __;(G_Vj _
VN dp T VN ap T

__L(@J oL YTV 909
vy \ 0P )y VN P~ PN

kde &£ je jiz vySe uvedeny izotermicky soucinitel
objemové stlacitelnosti.

zaporné znaménko vyjadiuje, ze prirtustku tlaku odpovida ubytek objemu
indexem T naznadujeme, Ze parcialni derivace &N/ se provadi pti konstantni teploté
celkovy objem V 1ze nahradit mémym objemem v lm3 / ng

z(2.2.2) plyne, Zze v je linearné zavislé na p — py: v=vy [1 - g(p —pN)] (2.2.3)
hodnota & u kapalin je velmi nizka, u vody &, o =5-107'" m? /N

kapaliny jsou tedy velmi malo stlacitelné, stlacitelnost kapalin se projevuje az pfi velkych

pievracena hodnota ¢ je modul objemové pruznosti k = I/&, ma obdobny vyznam

jako napt. mechanicky modul pruznosti E, uoceli £, , =2,1-10"" N/mz

hodnota k u kapalin je fadové /00 x mensi nez u oceli, u vody ky o = 1/5H20 =2-10°N

** K parametrim p , T pfislusi u dané latky hustota p,, ajeji pfevrdcend hodnota mérny objem v,,,

pruto¢nou hmotnost mizeme vyjadtit m = py - VN, kde VN je normalni pruto¢ny objem za jednotku Casu



2.3 RoztazZnost

Vytknutému objemu realné kapaliny V privedeme teplo dQ,
do které zptisobi vzrust teploty o d7 a objemu o dV. Pfi tom

pfedpokladame neménny tlak p. Kdyz vychozi objem budeme

povazovat za normalni, pak pfirGstek objemu vyjadiime vztahem

dV = y-VydT (23.1)
= konst —
p = kons y:L.(d_Vj :;(a_V) :L(@j =127 (039
vy \dr , Vy\or » VN oT » VN T-Ty

kde y je jiz diive, vrov. (2.1.4), uvedeny izobaricky souéinitel

Obr. 2.3 . . N
objemové roztaznosti
- ze (2.3.2) plyne linearni zavislost objemu na teploté: v = vy [1 + ;/(T—TN )] (2.3.3)
- z kapalin ma nejvyssi soucinitel y rtut: Vg =181-1 0° I/K, proto se pouziva do teploméri

- pro lepsi ndzor uved’'me y oceli, je mnohem mensi:  y,.,; = 36-107° I/K

2.4 Rozpinavost

Pfivedeme-li do realné kapaliny v pevné nadobé o objemu V' teplo
dQ, teplota se zvysi o dT atlak o dp . Pfi vychozim normal. tlaku

dp=ppy dT (2.4.1)
B - L(d_l’j - L[a_l’j B e VY
py \dT v py \OT v py T-Ty
kde B je jiz vrov. (2.1.4) uvedeny izochoricky soucinitel tlakové
rozpinavosti
Obr. 2.4
- ze (2.4.2) plyne linearni zavislost tlaku na teploté¢ p = py [1 + ﬂ(T —Ty )] (2.4.3)

- zkusme, jaké by bylo £ u idealniho plynu spliiujiciho stavovou rovnici pv = rT

a pfi normalnim stavu pyvy = 7Ty

kdyz pti vy = konst stavovou rovnici zdiferencujeme: dp vy = rdT, odtud [j—?) = L (2.4.4)
v VN
gL . _r _ L (2.45)
Py VN Ty Ty
- nyni se miZzeme piesvEédgit, Ze stavova rovnice redlné kapaliny je eBpy/y = 1
udélame totalni diferencial v= f(p,T): dv = M) g+ (&j - dT /-dT (2.4.6)
op )y ar),
A EANEANEY 247
dT oap ), \dT ar),
pro v = konst : 0 = v [a—pj + KQJ (2.4.8)
ap ) \0T ), oT »
0 =—-evy-Bpy + yvy (2.4.9)
ehry _ (2.4.10)
I



2.5 Rychlost zvuku v klidném prosti-edi

Rychlost zvuku je rychlost $ifeni malych tlakovych poruch. Zavisi na druhu latky v niz se Sifi a na rychlosti
proudéni latky. Zde budeme uvazovat rychlost proudéni nulovou a pii ni je rychlost zvuku nejvyssi. Dale
zvolime 3 prostiedi: idealni plyn, nevazkou stlacitelnou kapalinu a pro srovnani ocel. Vypoétovy vztah pro
rychlost zvuku a nalezl Isac Newton:

oo

dp
- idealni plyn: rychlost zvuku v plynu je tak vysoka, Ze ve sledovaném misté pti prichodu zvukovych vin se
nestaci pfi kompresi plynu odvadét teplo a pii expanzi teplo pfivadét. Takovy termodynamicky proces se nazyva
izoentropicky a plati pro n€j vazba mezi tlakem a hustotou (2.5.2). Jestlize tento vyraz zdiferencujeme, viz
(2.5.3), miizeme odtud vypocitat derivaci dp/dp a tedy rychlost zvuku

(2.5.1)

C
LK = konst, kde k= —*-, (cp ,C,, jsou mérné tepelné kapacity (25.2)
p c,
pii stalém tlaku a objemu)

dp-p™ —xp-p™*dp=0 (25.3)
L —xf - 5 oa= kL = JirT (2.5.4)

dp p P
na pt. vzduch pii 7 =300K ma a,,, =+1,4-287-300 = 347 m/s (2.5.5)

- nevazka stladitelna kapalina: vyjdeme z vyrazu pro stlacitelnost kapaliny, do néhoz patrnym zplisobem
vpravime hustotu p misto V a vypoéteme rychlost zvuku.

dv = —8Vdp/ 1 (2.5.6)
m
d[K] N 25.7)
m m

d(i} - L (2.5.8)

p p
_dep - L (2.5.9)

Yo P
2o _ 1 _k a:\/E (2.5.10)

dp &p o p p

9
pro kapalnou vodu dostaneme  ay o, = 1/% = 1414 m/s (2.5.11)

- rychlost zvuku v oceli je informa¢ni hodnotou. Dostaneme ji z (2.5.10), kde objemovy modul pruznosti
kapaliny nahradime modulem pruznosti oceli E:

11
Aocel = \/E = % = 5172771/5 (2512)
P \ 10

Vidime, Ze rozdily mezi rychlostmi zvuku v riznych prostiedich jsou zna¢né. Nejnizsi je v plynu, zhruba 4
krat vyssi je v kapalin€ a nejvyssi je v oceli, kde je rychlost ptiblizné 3,7 krat vyssi nez v kapaling.

2.6 Vazkost

S ohledem na vazkost rozdélujeme tekutiny na newtonské a nenewtonské. Jejich odlisny druh vazkosti
se odrazi ve vzorci pro vypocet smykového napéti.

- Newtonska tekutina



UvaZujeme proudéni podél stény ve sméru x s profilem
rychlosti zobrazenym na obr. 2.6.1. Proudéni, zejména
kdyz je lamindrni, si mulzeme piedstavit slozené
‘ ‘ z vrstev, které se vzajemné posouvaji. VSimnéme si
/ ‘ P ‘ vySrafované vrstvy. Vrstva nad ni je rychlejsi a
— smykovym napétim se snazi vytknutou vrstvou urychlit.
/ V ‘ Vrstva pod ni je pomalejsi a vytknutou vrstvu
\ 4 \ napétim 7 zpomaluje.
‘ ‘ Podle Newtona se smykové napéti 7 vypocte podle
‘ ‘ vztahu (2.6.1) nebo (2.6.2)

Wy

ow

‘ ‘ 7 = n—= u laminarniho proudéni (2.6.1)
X y

Obr. 2.6.1 r = ow,

u turbulentniho proudéni (2.6.2)

n  je dynamicka vazkost laminarniho proudéni = molekularni vazkost

ny je dynamicka vazkost turbulentniho proudéni = moléarni vazkost

w, jeV Case ustfednéna rychlost turbulentniho proudéni, protoZe skute¢na rychlost w, neustale nahodile kolisa

1%
w, = — [wd
Iy 9
Mezi newtonské tekutiny patii v§echny bézné plyny (vzduch, vodni para apod.) a kapaliny (voda, benzin atd.).

- Nenewtonské tekutiny
Obecny, tj. spoleény vyraz pro smykové napéti
vSech newtonskych a nenewtonskych tekutin je

a n
r = 1'0+k-( ;Vyj (2.6.3)

Je ziejmé, ze u newtonské tekutiny je 7, =0,
k=mn, n=1.V sousednim diagramu pro z tomu
odpovida piimka prochézejici pocatkem. Ostatni
) c¢ary  vdiagramu  patii  rizanym  druhim
nenewtonskych tekutin, po pravdé feceno jsou to
vesmes specialni kapaliny.

ow

X

Obr. 2.6.2 %

a) Dilatantni kapaliny, patii ke kiivece a, maji: 7,=0, n>1
Jsou to nejriiznéjsi suspenze, napi. voda + pisek
b) Psuedoplastické kapaliny patii kiivce b, maji: 7, =0, n<1
Jsou to makromolekularni kapaliny.
¢) Binghamské kapaliny, kiivka ¢, maji: 79>0, k#n, n=1
Patfi sem napf. zubni pasta, med, splasky, barvy.
V dal$im se budeme zabyvat vyhradné newtonskymi tekutinami. Otazku jejich vazkosti a smykového napéti
probereme pozdeji podrobné.

2.7 Povrchové napéti

Povrchové napéti vznika na rozhrani 2 rtznych latek nebo ve stycné plose 2 fazi téze latky. Ma ptvod
v molekularni stavbé latek. Mezi molekulami pasobi pfitazlivé sily (kohezni), pfi velkém stlaéeni odpudivé
ze v8ech stran, vzajemné se ru$i a molekula je v rovnovaze. Jestlize molekula kapalné faze je pii rozhrani s jinou
latkou, napf. s plynem majicim fidké pole molekul, pfitazliva sila z této strany chybi a molekula je vtahovana do
vnittku kapaliny. Vysledny efekt vtahovani povrchovych molekul se jevi tak, jako by na povrchu kapaliny byla



kapalina

Obr.2.7.1

Obr. 2.7.2

blana, za niz je tahano povrchovym napétim o tak, aby kapalina
vytvorila kouli. Ta se vyznacuje nejmensim pomérem povrchu ku
objemu. Kulovy tvar maji kapky vody tvofici mlhu, kapicky rozlité
rtuti aj.

Predstavme si, Ze povrchovou blanu protneme rovinou a spodni
¢ast pod rovinou odstranime. Aby se napjatost zbylého vrchliku
nezménila, musime vliv odstranéné ¢asti nahradit napétim o, které
pusobi tecné k blan¢ a kolmo k prisecnici.

i [N/m] (2.7.1)

dl
Povrchové napéti o je tabulkova hodnota dana dvojici latek, které
jsou v kontaktu. Napt.
rtut —vzduch: o = 0,461 N/m
voda —vzduch: o = 0,073 N/m
Povrchové napéti zptisobuje v tenkych trubicich kapilarni elevaci
nebo kapilarni depresi. U kapalin s vypuklym meniskem vznika
kapilarni deprese, tj. nizsi sloupec kapaliny, u kapalin s vydutym
meniskem vzniké vys$si sloupec, tj. kapilarni elevace. Efektivné je to
jako kdyby na vypukly menisek plisobil vyssi tlak, o jakési 4p, nez
pronika z okoli do Usti trubice, a pfi elevace naopak nizsi tlak.
Fiktivni ptirtstek Ap =20/R, coz dokédZeme o n&co niZe.
O tom jaky bude menisek, tj.
jaky bude jeho krajovy thel J

\ Po - 4p K Po +4p rozhoduji povrchova napéti o na
vzduch vSech tiech rozhranich
012,013,053 Viz obr. 2.7.4. Na
R obrazku je zvétSené misto styku
Po h=_Ar_ Po menisku se sténou, kde jsou
$ $ L] Lr08 $ ¢ v kontaktu kapalina hustoty p,,
T -5 1, 4p plyn o p, a pevna sténa o p;.
- - — — — —R3 — - PH,08 Polomér menisku je R, polomér
- 0l — - T trubice r. Udélame rovnovahu
H.O || Ho 1| napéti v dotykovém bodé a zni
- — =T — — - — | — uréime c0So. Kosinus by se mél
e T I pohybovat mezi -1 a +1. Napéti,
77777777777 kterd hodnotu kosinu urcuji, vSak
Kapil. elevace kapil. deprese nic nevi o tom, ze kosinus mus'i
' ' lezet vtomto pasmu a daji
Vv urcitych pripadech kosinus vétsi
Obr.2.7.3 nez 1 r?ebolr)ner;éi nez -1.
023703
P2 O3+ 0,;,0080 = 053 —> oS0 = ——= (2.7.2)
(plyn), 2
o3 \ . a) cosd = (0,1) - 0 = (% OJ ...menisek je vyduty
Ve e S ‘ Vs
(sklo) R | b) coss = (-10) - & = (ﬂ', 3} ... menisek je vypukly
|
i C) cosd =1 ... kapalina je dobfe smaciva, vzlina po sténg,
‘ kde vytvari tenkou vrstvicku (film) = chovani dobrého maziva
o1 \or | d) coso <-1 ... kapalina nesmaci sténu, mezi ni a sténou je
o \ PL vrstva plynu, ktera muize pisobit jako izolant, napf. u
| (kapalina) roztaveného kovu.
|
Obr. 2.7.4



Vypocet Ap na rozhrani plynné a kapalné faze

Obr. 2.7.5

Obr. 2.7.6

2.8 Rozdéleni sil

Vytkneme element povrchové blany o stranach di,;,dl,

a ur¢ime silu dF na ni pisobici
dF = Apdl,dl, = odl,dp, + odl,dp,|:dl,dl, (2.7.3)

ApzaﬂerﬂzaiJrL (2.7.4)
d, = di, R, R,
1 1 20
IOR, =R, =R: = — 4+ —| = — 2.7.5
pro t, 2 4p G[R R] R ( )

Pokud bychom chtéli stanovit vysku h kapaliny
Vv kapilafe pti elevaci na obr. 2.7.3, vyjdeme z hydrostatického
tlaku sloupce:

pg pgR pg 7 Ppg T O
Nejlépe méfitelnou veli¢inou je /4 . Posledni vztahy ukazuji, Ze

Z h uréime snadno bud’ R nebo o .

20, cos 8 _ 201, 10,305 (2.7.6)

Piiklad | Co se stane, kdyz otevieme ventil mezi 2 nestejné velkymi bublinami o poloméru R,,R,

V kapalin¢ o tlaku p,.

2 2 . .
Plati: p;,=p, ——O-, P> =Dy ——O-, jezto blana je
R, R,

vydutd, protoze R, >R, — p;>p,

Plyn bude proudit z vétsi bubliny do mensi az
se obé¢ bubliny tlakove a velikostné vyrovnaji.

V mechanice délime plsobici sily na hmotnostni a povrchové

Hmotnostni sily: Jsou dané soucinem hmotnost X setrvacné zrychleni =ma . Patfi sem napf. vaha
télesa, odstiediva sila, setrvacna sila od daného zrychleni a, Coriolisova sila. Pokud je
hustota télesa konstantni, pak hmotnostni sila je imérna objemu. Pak se témto silam

fika objemove .

Povrchové sily: Jsou dané sou¢inem plocha X napéti. Napéti 1ze vzdy rozlozit do normalni a tecné
slozky vzhledem k plose. Dostavame tak sily tlakové S- p a sily tieci S- 7.

3. Matematika v mechanice tekutin

S ohledem na to, Ze v dobé studia mechaniky tekutin nebyvaji odpfedneseny napf. integralni véty,
vlastnosti funkci o vice proménnych apod., uvedu urcity struény piehled o dale pouzivaném matematickém
aparatu a jeho symbolice (bez hlubsiho vykladu a dikaz(). Proudéni je vzdy prostorovy jev obecné se ménici
s Casem, ktery je popisovan parcialnimi diferencialnimi rovnicemi. Jejich zapis budeme délat zpravidla

tenzorovy, popi. pomoci operatorti V,A.
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3.1 Parcialni a totalni derivace

Nejcastéjsi veli¢inou je rychlost w, ktera je funkci soufadnic x,y,z a Casu t, viz (3.1.1). Parcialni
derivaci napf. ow/ox dostanu tak, Ze w derivuji podle X, pfiemZ y,z,r povazuji za konstanty. Obdobné& pfi
tvorbé Ow/dy povazuji X, z, t za konstanty a tak dale, jak naznaceno na Ffadku (3.1.2). Totalni diferencial

rychlosti dwje nadefinovan na tadku (3.1.3). Vydélim-li dw ¢asem dt, dostaneme zrychleni (3.1.4) a tuto
rovnici miizeme zapsat tenzorové pomoci séitaciho indexu K, viz (3.1.5), ktery je totozny s rozpisem (3.1.4).
Podle vzoru (3.1.5) je zapsana totalni derivace dp/dt na fadku (3.1.6) .

w = w(x,y,z,t) (3.1.1)
at w = x> +2x1 -z’
potom o = 3x? + 2y, ow = 2xt, ow =2z, ow = 2xy (3.1.2)
ox oy oz ot
totalni diferencial: dw = %dx + a—Wa'y + @dz + @dt | dt (3.1.3)
ox oy oz ot
totalni derivace (zde zrychleni) aw = w. w, + w wy, + ow w, + w (3.1.4)
dt ox T Oy oz ot
protoze w, = ﬂ w, = d_y atd.
dt dt
dw  ow ow
tenzorovy zapis zrychleni — = + — 3.15
Y zapis zry - a ety (3.1.5)
obdobné a = & wy + & (3.1.6)
dt Ok ot

Posledni zapis fika: dej za k X, pfiéti k tomuto ¢lenu ¢len s Yy, K nim ¢len se z.

3.2 Skalary a vektory

Skalar ¢ je veliCina, ktera ma jen velikost, kdezto vektor @ ma velikost a smér. Vektor mizeme

rozlozit do slozek pomoci jednotkovych vektorti 7, j, k ve sméru soufadnych os a skalarnich slozek a_, a y,a;

dle (3.2.2). Vektory se nasobi bud” skalarné¢ nebo vektorové. Skaldrni souciny jednotkovych vektori jsou na
tadku (3.2.3), vektorové souciny jednotkovych vektort na t. (3.2.4). Téchto pravidel pro ndsobeni je pouzito pro

nasobeni vektorll a,b rozepsanych do slozek, viz (3.2.5) az (3.2.10).

skalar: @ (3.2.1)

vektor: a=ia,+ja,+ka, (3.2.2)

skalar. soucin jednotk. vektort: 7 -i =1, i-j=0, i k=0, ]Ig =0 (3.2.3)
vektorovy souéin jedn. vektorti: i xi =0, ixj= k, Jxi= —k, atd. (3.2.4)
skalar. soucin a-b = (fax +jay +/€az )-(fbx +jby +/€bz) (3.2.5)
ib =ab, +ab, +ab. =a.b, (3.2.6)
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xb = (fa, +ja, +ka, x(b, + b, +kb.) (3.2.7)

vektor. sou¢in a
= ka,b, — ja,b. — ka,b,+ ia,b. — ja.b, - ia.b, (3.2.8)
= ila,b. —a.b,) —jlab. +a.b,) + kla,b, —a,b,) (3.2.9)
ik
= . a, a, (3.2.10)
x by bz

3.3 Grandient, divergence, rotace

Na radku (3.3.1) je definovan Hamiltonv operator V, coz je formalni vektor. Skalarni sou¢in dvou
operatori v je Laplacetuv operator 4, je to samoziejmé skalar. Gradient skalaru ¢ je vektor udavajici smér a
velikost nejvetsi zmény skalarniho pole ¢. Da se vyjadfit pomoci Vv, viz (3.3.5). Na radku (3.3.6) a (3.3.7)
mame divergenci soucinu skalar krat vektor. Rotor vektoru a je opét vektor, ktery udava dvojnasobek thlové
rychlosti otaéeni vektorového pole a, je natadcich (3.3.8) az (3.3.9)

Hamiltontiv operator nabla: V= ;i + }i + k 9 (3.3.1)
X oy oz
Laplacedv operétor delta: A4 = V.V = fi + ]ﬁ + ]Eg . lTi + ]g + lgﬁ 3.3.2)
ox oy 0z ox oy 0z
2 2 2 2
:a_2+a_2+a_2:a_2 (3.3.3)
Ox oy 0z ok
grad ¢ = FAZa ]a—(p + ;90 = fi+]£+l€£ o =Vg (3.3.4)
Ox oy 0z ox oy Oz
0 Oa, o - - -~ 2 - ~ - o
divg = Zx Ty X ii+ji+k£ -(iax+jay+kaz) -va = Lk (3.3.5)
ox oy oz ox oy oz ok
0 0
div(pa) = a((pa")+ ((pay)+a(¢az) = 8_(/)ax+6_(pa +a—¢a2+<p Qay G4y 04, | _ (3.3.6)
Ox oy oz ox o ¥ oz ox oy oz
=V pi+eVi=gradp.i+¢-divi = a(‘g’]fk) (3.3.7)
- o - ~{ O -
rota = i %_& + J aa_X_% + k i_% = Vxa= (338)
oy Oz oz Ox ox oy
i
0
= | = 3.3.9
> (33.9)
ax

R @|m\.¢
S
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3.4 Integralni véty

Stokesova véta na tadku (3.4.1) pievadi kiivkovy integral ze skalarniho soucinu adl, kdedl je
diferencialni usek kfivky, na plo$ny integral, v némz se rota skalarné nasobi diferencidlem plochy ds a tyto
souciny se integruji po plose uzaviené kiivkou. Greenova véta (3.4.2) pievadi plosny integral z dS, kde dS je
elementarni ploska povrchu uzavieného objemu ¥, na objemovy integral z gradedV , kde dV je element
objemu V. Véta Gaussova - Ostrogradského (3.4.3) pievadi rovnéz plo$ny integral na objemovy, kdyz integrand
na jedné strang je skalarni soucin @dS a na druhé diva dV.

Stokesova véta f adl = J'mtzz ds (3.4.1)
s

Greenova véta I 1) ds = J. gradpdV (3.4.2)
s v

Gaussova - Ostrogradského véta IZZ' ds = Jdivﬁ av (3.4.3)
s 4

3.5 Tenzor zrychleni

Zrychleni proudici tekutiny jsme jiz uvedli vztahem (3.1.5), ktery ma na pravé strané tzv.
konvencionalni a lokalni sloZku, tj. setrva¢né a mistni zrychleni. Rychlost w je v8ak vektor w . Jestlize vektor
w dosadime do (3.1.5), dostaneme (3.5.1), v niz w rozepiSeme do slozek w,, w,, w,, Viz (3.5.2). Porovname-li
¢leny u i na levé a pravé strang, dostaneme prvni rovnici soustavy (3.5.3). Podobn& porovname &leny u j a
posléze u k, abychom dostali 2. a 3. rovnici soustavy. Ozna¢ime-li fadky indexem i a sloupce k, miZeme
soustavu zapsat podle (3.5.4)

aw _ @Wk Lo (3.5.1)
dt Ok ot
d (;wx + fwy + lng ) 6(17wx + jwy + lng ) G(fwx + jwy + ];Wz )
dt Ok ot
d 0 ow
Wx — WX Wk + X
dt ok ot
dw, ow, ow, et (353)
= —Ww, + — tenzor zrychleni .
a T Ta v
aw, ow, ow,
= —w, +
dt Ok ot
dw; ow; ow;
celkové zrychleni % = 5—]; w, + a—tl (setrva¢né + mistni zrychleni) (3.5.4)

4. Statika tekutin

Statika je nauka o rovnovaze tekutin v klidu. Klid je vSak vzdy jen relativni, tj. je to klid vzhledem ke
sténam nadoby, v niZ se tekutina nachdzi, zatim co nddoba se pohybuje ve vné&jSim prostfedi (napf. voda
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V rybnice je v klidu vuci biehtim, ale je pfitom na rotujici zemékouli). Pohyb nadoby ovliviiuje chovani tekutiny
prostfednictvim setrva¢nych zrychleni (Zemé ovliviiuje rybni¢ni vodu gravitacnim zrychlenim).

tlakove.

dShy

Zakony statiky plati pro vSechny tekutiny bez ohledu na jejich vazkost, protoze vnitini tfeni se mtze
projevit teprve pii pohybu. Kapalina v klidu nepienasi sily te¢né. Pienasi jen sily kolmé, a to ty, které piisobi

Tahové sily v tekuting neexistuji.

4.1 Tlak v tekutiné

- Prvni vlastnosti tlaku je, Ze vzdy ptisobi kolmo na plochu, kterou vlozime do tekutiny.

Dtikaz: Z tekutiny si vybereme pro nasi potiebu objem,

ktery je vrelativni rovnovaze. Objem rozdélime mySlenym
fezem na dv¢ casti a ¢ast II odstranime. Musime vSak zaroven
nahradit jeji ucinek na ¢ast I silou F, kterd je integralem
elementarnich sil dF. Sila dF vyvozuje mistni tlak p = dF/dS
asila F stfedni tlak v fezu S, pg = F/S.

Sila F u kapaliny v klidu a tedy i ji vyvozeny tlak musi

pusobit kolmo k plose fezu. Kdyby neptisobily, mohli bychom je
Obr.4.1.1 rozlozit na 2 slozky, a to jednu kolmou K fezu, druhou lezici
v fezu. Tekutina v klidu neni v8ak schopna odporovat posuvu,

y
Pn
Ry p:
dy *x
Px Rx
d X
dz X
Py
R
Obr.4.1.2
0
p
p
Obr. 4.1.3

tato slozka by porusila rovnovahu a vyvolala by
proudéni.

- Druhou zékladni vlastnosti tlaku je, ze
v daném misté nezavisi na sméru plochy, na kterou
pusobi.

Dukaz:  Uvnitt  tekutiny  vytkneme
elementarni Ctyi'stén. Plisobi na néj sily hmotnostni
od setrvanych zrychleni R, R, R. a sily
povrchové od tlakd p,,p,,p. a pn. Udélame

rovnovahu sil ve sméru X:

dydz

Py

-p,dS, cosa, +idxdydz.pr =0 (41.1)
. 0

Posledni ¢len ma o jeden diferencial vice nez zbylé
dva a je tedy zanedbatelny. dS, je Xx-ovym

primétem dS, .

pdex _pnde =0 - Px=Pn =P (412)

Z analogickych rovnovah ve zbylych smérech plyne

Py=Py,=P.=D, =D

Cili tlak v daném misté je jen jeden, nema slozky,
nema smér, ma jen velikost, je to tedy skalar.

Snad lepsi dikaz, ze tlak nema smér, poda v jednom bod¢ tekutiny se stupiiovité otacejici
deska. Tlak vkazdé poloze pusobi na desku kolmo. Jestlize si desku odmyslime, mame klidnou
tekutinu, ve které se tlak otaci, nema staly smér, neni to vektor, ale skalar.
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4.2 Eulerova rovnice statiky tekutin

ds V tekutiné vytkneme kus jeji hmotnosti o objemu V.
Na povrchu S zvolime elementarni plosku das , na niz okolni
tekutina puasobi tlakem p. Vektor dS miizeme vynést ve

sméru normaly plosky. Uvnitt objemu V7 zvolime
elementarni objem dV. Tekutina ma vtomto misté

hustotu p a setrva¢né zrychleni R . Hmotnostni sila od R a

povrchova sila od tlaku pmusi byt u tekutiny v klidu

v rovnovaze dle (4.2.1). Pomoci Greenovy véty prevedeme
plo$ny integral na objemovy. V rovnici (4.2.2) jsou oba
integraly objemové, mizeme je tedy seCist. ProtoZze objem
V byl vybran libovoln¢, musi byt nulovy i integrand a

R=1iR, + jR, + kR,

Obr.4.2.1 dostavame Eulerovu rovnici statiky (4.2.3).
- j pd§+j PRAV =0 4.2.1)
N Vv
—jgradpdV+jp§dV=0 [(~grad p+pR)dV =0 4.2.2)
4 4 v
Eulerova rovnice statiky —gradp + pfe =0 (4.2.3)

Eulerova rov. (4.2.3) je zvlastnim ptipadem obecnéjsi Eulerovy rovnice pro proudéni nevazké tekutiny,
kterou se budeme zabyvat v dynamice tekutin. Pro praktické pouziti Eulerovu rovnici pfevedeme na tzv. rovnici

tlakovou. Postup je nasledujici: R a gradp rozvedeme do slozek (4.2.4), porovname &leny u 7 , &imZ vznikne
prvni rovnice soustavy (4.2.5), porovnanim &lenti u j dostaneme druhou a podobné 3. rov. soustavy. Prvni
rovnici vynasobime dx druhou dy, tieti dz a sefteme. Soudet tlakovych ¢lenu je totalni diferencial dp, leva
strana vysledné tlakové rovnice (4.2.7). Po pravé strané je komentovany proces udélan v tenzorovém zapisu.

—(?g—iﬁ%fz—’z’}—p (fo+ij+1€Rz) (4.2.4)
Z—i =pR, | - dx
Z_ly’ =pR, |- dy % =pR; | -di (4.25)
Z—IZ) =pR,| - dz
Y %dx+%dy+2—idz:p(Rxdx+Rydy+dez) %-dk:kadk (4.2.6)
Tlakov4 rovnice: dp = p (R,dx+R,dy+R.dz) dp = pR, dk (4.2.7)

Tlakovou rovnici (4.2.7) pouZivame k vypoctu tlaku v libovolném misté tekutiny v relativnim klidu.
V takové tekutin€ existuji plochy o rizném konstantnim tlaku, tzv. tlakové hladiny. Protoze v kazdém bodé
prostoru vyplnéném tekutinou je jediny tlak, prochazi jim jedina tlakova hladina, tlakové hladiny se nemohou
protinat. Rovnici tlakové hladiny dostaneme z tlakové rovnice (4.2.7): polozime p = konst, tj. dp =0, a protoze

p =0, zbyde

rovnice tlakové hladiny R.dx+R,dy+R.dz=0, struéné R, dk =0 (4.2.8)
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- Potencidlni vyjadieni tlakové rovnice

Tlakové rovnice dp = pR,dk mé na levé stran¢ totdlni diferencidl, tudiz na pravé strané¢ musi byt
rovnéz totalni diferencial. Oznacime jej dU, takZe tlakovou rovnici miZzeme zapsat bud’

dp = pR, dk nebo dp = pdU (4.2.9)

kde U=U (x, y,z) je potencialni funkce, tj. funkce pouze prostorovych soufadnic, jejiz totalni diferencial je

(4.2.10). Porovnanim obou vyjadieni rov. (4.2.9) dostaneme podminky (4.2.11), které musi potencialni funkce
spliovat v jednotlivych smérech.

oUu ou oUu oUu

dU =""Zdx + —dy + —dz = —dk (4.2.10)
ox oy oz ok

r =Y. r =Y =Y R =Y (4.2.11)
Ox )" oz Oi

Rovnice tlakové hladiny v potencidlnim tvaru (p =konst,dp =0, p # 0) je

dU =0, Gli - U= konst (4.2.12)

4.3 Pascalav zakon

Uvazujme nadobu naplnénou kapalinou, do niz je zadsténo potrubi s pistem. V pocatecnim stavu a) je

v misté pistu tlak p, a potencial Uo. Plati rovnice (4.2.9), kterou pro nas pifipad zintegrujeme pii p = konst, ato

bez mezi, viz (4.3.2). Integraéni konstantu C stanovime z podminky (4.3.3) v misté pistu. Po zpétnim dosazeni C
do (4.3.2) obdrzime vysledny vztah pro vypocet tlaku p (4.3.4).

2) Uo. po dp = pdU (4.2.9)
b) Uo, po+4po

» :IdeJrc (43.1)

pro p#0 p=pU+C (4.3.2)
C ur¢ime z okrajové podminky a):  kde p=p,, je U=U,

po=pUy+C — C=p,—pU, (4.33)

p=pU~Uy)+p, (4.34)

Jestlize zvySenim sily na pist zvysime tlak kapaliny ve styku spistem o Adp,, pak vzhledem

k nestladitelnost ¢i nepatrné stladitelnosti kapaliny se pist nepohne a potencial Ug tu bude zachovan, plati
podminky b). Integraéni konstanta C bude nyni (4.3.5) a tlak v libovolném bod¢ (4.3.6):

C=py+py—pU, (4.3.5)
p=pU-Uy) +py+2p, (4.3.6)

Posledni tivaha vysvétluje Pascaliiv zdkon: zménou tlaku v jednou misté kapaliny o Ap, se tlak zméni

o tutéz hodnotu ve vSech mistech prostoru vyplnéného kapalinou. Dosazeny efekt formuloval Pascal vétou: Tlak
kapaliny se §iti v klidné tekutin€ ve viech smérech stejné. Praktické vyuziti Pascalova zakona je v hydraulickych
strojich a zafizenich, v nichz se na principu Pascalova zakona zesiluji nebo i zeslabuji pfenasené sily.
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4.4 Hydraulicky lis

hz

F.
T, F2
\
T \
Sl |
| E
S: |
! ‘ D,V, &
H=— —
[ [
Obr. 4.4

Y2

Znalosti Pascalova zdkona vyuzil Bramah v 18.
stoleti k sestrojeni prvniho hydraulického lisu. Dle
obr.4.4 se tlaci silou F, na maly pist o prifezusS;.
Vybudi se zde tlak p, ktery pak v misté velkého pistu
da silu F, =S§,p, obvykle mnohondsobn¢ vétSi nez
F,;. Kdybychom zanedbali stlacitelnost kapaliny, pak

zdvihovy objem malého a velkého pistu budou stejné, tj.
Slhl = SZ hz .

Ve skuteénosti, zvlasté pti velkych tlacich, bude
S;h; > S,h, o stlaceny objem. Pohyb pistl je natolik
pomaly, ze lze setrvaéné sily zanedbat. Zpravidla nelze
zanedbat odpory tfeni 7,,7,, plsobici proti pohybu
malého a velkého pistu.

U list se sleduji 2 charakteristické hodnoty. Jednou je hydraulicky pfevod sil jako pomér uzitecné sily
ku sile ptivedené a druhou mechanicka G¢innost 7 jako pomér uZiteéné prace ku praci piivedené:

i =

uzitecndsila ~ p-S,-T, (4.4.1)
privedend sila ~ p-S;+T, B
hy
Fady,
uzitecnd prace (4.4.2)
privedena prdce by B
IF 14y

0

M¢jme hydraulicky lis, ktery bude stlacovat téleso kladouci odpor iimérny konstantou K kvadratu

zdvihu y,, tj. F,=K- yﬁ. Respektujme tfeci odpory pistd 7, = konst, T, = konst, uvazujme stlacitelnost

objemu ¥ kapaliny o souciniteli stladitelnosti ¢, a uréime k pozadovanému zdvihu /4, potiebnou silu F,, zdvih

h; , hydraulicky pfevod i a uéinnost 7.

Z rovnosti tlaki u malého a velkého pistu dostaneme silu F; (yz) dle (4.4.3). Zdvihové objemy pisti
s vlivem stlaceni davaji rovnost (4.4.4), z niz ur¢ime y, (y 2) a dy;. Dosazenim F, a dy; do defini¢nich vztahi

pro i a n dostaneme pozadované hodnoty.

F,-T, F,+T S S
p=——"= 2T Fy= L(F+T))+T; = —](Ky§+T2)+T1 (4.4.3)
SI Sz S2 S2
NS =S, +AV =y,8, +¢Vp (4.4.4)
1 F+T, S, eV )
= —|yS,+eV == +—\Ky; +T. 4.4.5
1 3 (yz 2 S, J S| Y2 522 ( %) 2) ( )
Sz gV Sz 28 VK
dy, = E(dyz +§K2y2dy2J= S_I[H S22 yz}iyz (4.4.6)
_ S 2
dle (4.4.3) F = S_ Khy +T, )+ T, (4.4.7)

2
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S %
dle (4.4.5) ho= 22|, +g—2(Kh22 v (4.4.8)
M S5
P R < S < (4.49)
S 4.
Fi ’ (K §+T2)+T1 —I(Kh22+T2)+T1
2 2
by
2
J-Kyzdyz
n o= 0 (4.4.10)

S S,( 2eVKy
J'—I (ky2+1, )1, |22 1+757702 gy,

1 n
n = 3 (4.4.11)
S VK S
Ehf +T2+T1—2+g— £h22+T2 +T1—1 hy |y
3 S] SZZ 2 SZ

4.5 Kapalina v gravita¢nim poli

V tomto pfipadé na kapalinu ze vSech moznych setrvaénych zrychleni mé vliv pouze gravitacni
zrychleni. Jeho setrvacna slozka plsobi na Zemi svisle dold. Budeme feSit rozlozeni tlaku a tlakové hladiny
nejprve v nestlacitelné kapaliné (p = konsl), potom ve stlacitelné kapaling.

- Nestladitelna kapalina

Ptikladem muze byt voda v rybnice. Podle obr. 4.5.1 zvolime soufadny systém, ktery ma pocatek na
volné hlading, osy X, z v ni lezi a osa y sméfuje

y vzhuru. V hloubce 4 =-y zvolime ¢astici vody a
Po Po nakreslime gravitacni zrychleni, které na ni pisobi.

> i i i i X Budeme nejprve fesit tlakovou rovnici (4.2.7).
h dp = pR,.dk (4.2.7)
R, =0,R,=-g R, =0 * (45.1)

g

dp=—p-g-dy (4.5.2)
Obr. 4.5.1 pro p=konst: p=—-pgy+C (4.5.3)

Integracni konstantu ur¢ime z podminky, Ze na volné hlading, tj. v mist¢ y =0 plsobi atmosféricky
tlak p,: py=—pg0+C — C=p, (4.5.4)

p=—pgy+py=pgh+p, (4.5.5)

U tekutiny v gravitaénim poli roste tlak linearné s hloubkou, z poc¢ateéniho tlaku pg na volné hlading.
Tlakové plochy vySettime z rovnice tlakové hladiny (4.2.8), opét pii R, =R, =0, R, =-g.

Rodk =0 (4.2.8)

* Znaménko minus u ¢ je dané tim, ze setrva¢né gravitacni zrychleni piisobi v zaporném sméru osy Y.
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—gdy =0 (4.5.6)
—ey=C (4.5.7)

—gy = C popisuje soustavu vodorovnych rovin. Pokud z nich chceme vy¢lenit jednu jedinou, konstantu C

ur¢ime pro bod (napf. - y, ), kterym ta hladina prochézi:
C:+gy1 (458)
C dosadime do (4.5.7):

-gy=+gy; — y=-y, (4.5.9)

Vyraz y=-y; je rovnice vodorovné

roviny, ktera lezi y; pod volnou hladinou vody. Pii

jediném a jesté konstantnim setrvaéném zrychleni,

jakym je gravitaéni, vychdzeji primitivni vztahy. my mz
Tentyz postup je vSak tfeba dodrzet i pifi vice Fo Fo Fo
setrvaénych zrychlenich. V ptipadé feSeni tlaku ma l

tlakové pole jedinou integracni konstantu, kdezto
pfi feseni tlakovych hladin ma kazda hladina svoji
konstantu a ur¢i se zpolohy bodu, kterym ma Obr. 4.5.2
hladina prochazet.

S S S

Tvar nadoby nema vliv na pribéh tlaku.
Mame-li tedy n€kolik nadob o stejné velikosti dna a Po Po

nalitych kapalinou do stejné vySe, bude v nich na
dno plsobit stejny tlak a stejna sila F, . Ackoliv je
, . A e . h:

vaha kapaliny mg Vv nadobach rizna, sila na dno je
stejnd - vyrok vyjadiuje tzv. Pascalovo PI=p2=ps
hydrostatické paradoxon, na némz ale neni h,
opravdu nic paradoxniho na rozdil tfeba od
paradoxu D’Alambertova. prg hy

Zuvedeného téz plyne, ze ve spojitych hs s paghs
nadobach ma  kapalina  vystavena  pouze
gravitanimu zrychleni volnou hladinu ve stejné
vysi. Samoziejmé se to tyka i vSech ostatnich p3ghs
tlakovych hladin. Pokud mame nemisici se
kapaliny o rdznych hustotich p, < p, < p;, Po+g(piha+pohz+p3hs)
rozvrstvi se tak, ze nejleh¢i je nahofe, viz 2
priklady na obr. 4.5.3 a 4.5.4 Obr. 4.5.3

- Stladitelna tekutina

U stlacitelné tekutiny plati Po
rovnéz tlakova rovnice ve tvaru (4.5.2),
Vv niz vSak hustota neni konstantou. Dale <
miZzeme pouzit rovnici pro stlacitelnost, PL= P2 Po
kterou vezmeme ve verzi (2.5.9) pro p a h: e
p . Zrovnic nejprve eliminujeme tlak a h
vypocteme hustotu p(y). Integracni 2
konstantu  uréime  z podminky, zZe
vpoloze y=0 je znama hustota p,. 0
Poloha y=0 bude vétsinou volna
hladina kapaliny

pghs | = | pagho
Obr. 454
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dp=-pgdy  (45.2) 53:5@9 (2.5.9)
Yo
ap _ —pgdy (4.5.10)
&
ji§=-Jggdy+c (4.5.11)
P
1
—-—=-¢gy+C (45.12)
P
1
C: proy=0,p=p, —> C=—— (4.5.13)
Po
1
Loegys L oEert! (4.5.14)
P Po Po
p=—"Fro (4.5.15)
Epg8y+1

Nyni po dosazeni p(y) do (4.5.2) mizeme vypocitat zavislost p(y). Pfi feSeni integralu na pravé
stran¢ zavedeme substituci z za jmenovatel zlomku. Integrujeme opét bez mezi a integraéni konstantu
stanovime z podminky, Ze v poloze y =0 zname tlak po.

—pygd
epgy+1
d
L@:—-lﬁ§1—+c (4.5.17)
0oy +1
substituce: eppgy+l=z — epygdy=dz (4.5.18)
p:—i-@+c:—iwm+cz—im@ggy+ﬁ+c (4.5.19)
& z & &
C. proy=0, p=p, — C=p, (4.5.20)
I
p=—gm@mﬁy+0+po (4.5.21)

Podle posledniho vztahu tlak s hloubkou roste, protoze y ma smérem doli zaporné hodnoty. Pokud
feSime rovnici tlakové hladiny, polozime p = konst, tj. dp =0, a dostaneme (4.5.19) s nulovou levou stranou,
kde je jedinou proménnou ). Tlakové hladiny jsou tedy jako u nestlacitelné tekutiny vodorovné roviny.

Chceme-li z nich tu, kterd prochazi mistem yi, uréime konstantu z podminky (4.5.22) a po jejim zpétném
dosazeni dostaneme vysledek (4.5.23)

C: pro y=y, — C:+im@%g]+0 (4.5.22)
&

oz—fJMquy+0+1JAqmgq+1) (4.5.23)
& &
4.6 Kapalinové tlakoméry
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Nékolik pozndmek k oznacovani tlaku:

a) tlakova nula je v naprostém vakuu

b) tlaky méfené od nuly jsou absolutni ( p)

c) tlak ovzdusi je barometricky tlak (p,) ~0.IMPa

d) pretlak je kladny rozdil absolutniho a barometrického tlaku p, = p—p, >0
e) podtlak je zéporny rozdil absolutniho a barometrického tlaku p, = p—p, <0

Barometricky tlak se méfi barometrem, pietlak manometrem, podtlak vakuometrem, rozdil tlaku
diferencnim tlakomérem. V soucasnosti se tlaky méfi predevsim elektronickymi tlakoméry, které prevadeji
tlakem zptsobeny prihyb membrany na analogovy elektricky signal. Pfevod se déla kapacitnim (malo, je tepelné
zavisly), indukénim, tenzometrickym nebo pro vyssi tlaky piezoelektrickym zpiisobem. VSechny tyto elektrické
tlakoméry se vSak musi ocejchovat, k cemuz slouzi presnéjsi druhy kapalinovych tlakomeért.

- Barometry
y
I p=0
1 \\
Q |
W
N ¥\*
E ¥Q \\
S
AN W h
AS N L\
AN Po
SN
S W
RENR
NN X
| —
+ — — Ny = = —
Obr. 4.6.1

Pokud bychom méli podomacku barometr
vyrobit (nedoporucuji, prace s jedovatou rtuti),
postupovalo by se nasledovné. Do sklenéné trubice 1m
dlouhé, na spodnim konci zatavené, se az po hrdlo
nalije Cista rtut. Hrdlo se ucpe zatkou a trubice se
Sikmo ponoii hrdlem do nadobky se rtuti. Po uvolnéni
zatky zaCneme zataveny konec zvedat. Od urcité
polohy se bude rtut’ z nadoby vylévat a nahotfe se
objevi volna hladina, nad niz je vakuum. Pfi dotoceni
trubice do svislé polohy se neméni svisla odlehlost
hladin v trubici a v nadobce, coZ je obsahem znamého
Torricelliova pokusu dokazujiciho, ze tlakové hladiny
kapaliny v gravitaénim poli jsou vodorovné.

Zavedeme soufadnicovy systém s pocatkem
na spodni hladiné a s 0sou y totoznou S 0sou trubice.
Pro rozlozeni tlaku ve rtuti plati diive odvozeny vztah
(4.5.3), jehoz integraéni konstantu ur¢ime z horni
hladiny, kde je p =0. Po zpétném dosazeni konstanty

do (4.5.3) obdrzime vzorec pro vypocet tlaku

Vv libovolném misté rtuti. Nas vSak zajima barometricky tlak, ktery ptisobi na volnou hladinu v nadobce, tj.

Vvmist¢ y=0.
p=—pgy+C (4.5.3)
C:. p=0 pro y=h — C=pgh (4.6.1)
p=pglh-y) (4.6.2)
barometricky tlak: Py =pgh (4.6.3)

Jezto hustota rtuti se méni s teplotou a s jejim vzristem se rtut’ roztahuje, obvykle se za p dava

p, =13595 kg/ m’® pfi normalni teploté T v =273,16 K a skute¢ny sloupec h se prepocitava na délku 7y,

kterou by mél pii 7y . Pouzije se pfi tom soucinitel délkové roztaznosti rtuti ve skle o =0,000172K -

Po = pgh=pyghy = pyghll—alT Ty )|=13595- gh[1-0,000172(T —T), )| [Pa]

(4.6.4)

Kromé nutnosti prepocitavat vysku sloupce na teplotu by mél uvedeny barometr dalsi nectnosti:

-z nadoby se otevienou hladinou odpafuje jedovata rtut’

- v kapilafe se uplatiiuje kapilarni deprese rtuti, zméfeny sloupec h tedy nutno zvysit o ptislusnou opravu 4h
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- pfi zméné atmosférického tlaku se méni poloha horni a trochu i spodni hladiny, ¢ili
k uréeni h se musi ode¢ist 2 ¢isla

Normalni barometr na obr. 4.6.2 odstraiuje citované neduhy. Odpafovani rtuti
do ovzdusi je minimalizovdano malym otvorem v baiice nad spodni hladinou. Obég
kapilary jsou rozsifené na stejny pramér, ¢imz je kapilarni deprese jednak potlacena,
jednak je stejna u obou hladin, takze se eliminuje. Pistem se pfi zméné tlaku dotdhne
spodni hladina na vyznagenou rysku a tedy h se odecita jen nahofe.

- Manometry

Kapalinovych manometrt je velké mnozstvi. Uvedeme z nich jen nekolik, které
se budstale pouZzivaji, nebo maji zajimavy princip funkce.

- U trubice

Nejjednodussim manometrem je sklenéna trubice ohnutd do tvaru U a naplnénd
tlakomérnou kapalinou (lihem, rtuti apod.). Rozdil tlakt:

A =p,—p,=pgh (4.6.5) Obr. 4.6.2

Velké presnosti se dosdhne, kdyz ku zméteni
vysky h se pouZije piistroj pro piesné méfeni svislych p1 > P2
odlehlosti, tzv. katetometr: po svislém sloupu pojizdi W (
vozik nesouci zaméfovaci optiku a odeéitaci zafizeni
svislé polohy o ptesnosti 0,01mm! Vysoka pfesnost se
vyuzije jen kdyz tlak v dobé mezi zaméfenim na vrchol
spodniho a horniho menisku se nezméni. ‘DZ

U - trubice

U-trubice je vybavena tfemi ventily. Dva
uzaviraji pfivody tlaku do ramen trubice, ale
nejdulezitéj$i je treti, ktery uzavird propojku mezi
rameny. Pfi zahdjeni méfeni je otevieny a opatrné se
zavira, aby nedoslo k vyliti tlakomérné kapaliny do
ptivodni hadice, jestlize je tlakova diference vétsi, nez
mize manometr méfit (napf. pii netésnosti privodi).

katetometr

- Sklonny manometr Obr. 4.6.3

Ma nadobku s pfipojenou otocnou
trubici, ktera se pro méfeni malych tlakovych
diferenci sklani do mensich uhla a.

Ap=p;—p, =pgh=pglLsina (4.6.6)

- Mnohoniasobny manometr

Pouziva se pfi méfeni tlaku v mnoha
mistech. VSechny tlakomérné trubice jsou
pfipojené  ku spolecné nadobce, na jejiz
hladinu ptisobi atmosféricky tlak.

Podle obr. 4.6.5 je vprvni trubici
absolutni tlak p, =p, —pgh;, mensi nez Obr. 4.6.4

barometricky, ve tteti p; = p, + pgh;, vétsi

nez barometricky.

Trubice jsou podlozené stupnicemi na milimetrovém papife a zaznamy se mohou pofizovat
fotografovanim nebo jinym sofistikovanym odecitacim zafizenim.
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- Betziiv manometr lpl ipz ip3 lp4 lps

Oblibeny  manometr  aerodynamickych
laboratofi je na obr. 4.6.6. Na horni hladiné
tlakomérné kapaliny je plovacek, na némz je
zavéSena pruhlednd tycinka s vyleptanou stupnici. Je = 1
nejdraz§i cCasti manometru, protoze stupnice je ha| | H
provedena po 1mm! s vyleptanymi &isly. V optickém ) )
pruhledu klouZze podél kratké, rovnéz prihledné - - - - S
stupnice o déleni po 0,1mm, takze s touto piesnosti se 1 | hs i - - = -
méii rozdil hladin. Tlakomérnou kapalinou byva lih, - H — -
ktery dobfe stéka, ale méni hustotu absorbovanim ] ]
vody z atmosféry. Destilovana voda hustotu pfi stalé - .
teplot¢ neméni, Spatné vSak stéka vlivem horsi | —7 ——— —— —— ——
smacivosti stén.

<\

Obr. 4.6.5

- Prstencova vaha

o
N

Zajimavy diferencialni manometr na obr. 4.6.7, dfive hojné
pouzivany k automatizaci méteni. Zakladem je prstencova trubice prifezu
S a stf. poloméru r, nahofe rozdélena prepazkou. Dole ma pfipojené
zavazi hmotnosti m a je castecné naplnéna kapalinou, kterd oddé€luje oba
tlakové prostory. Pfipojime-li do levého otvoru pietlak p, > p,, kapalina

=]

P A P T T T T PR ——
LSRR L AT A LA LA LA L

[y
=TT

v levé casti poklesne, v pravé vystoupi a cely prstenec se zhoupne podle

svého stiedu a vynese protizdvazi do polohy o thlu «. Tlakovy rozdil

vypoéteme zrovnovahy momentd sil, které plsobi na prstenci. Do \
momentové rovnovahy nevstupuji ucinky kapaliny, protoze ta jako

tekutina v klidu pusobi kolmo na stény prstence. Tyto sily se z velké ¢asti <
zrusi, jezto pusobi proti sobé a nepatrna vyslednice musi prochazet sttedem

otaceni, nedava tedy moment. Na ném se podili pouze moment od tlakl na

prepazku a moment od zavazi:

R si

ApSr = mgRsinae — Ap = mgsﬂ (4.6.7) T T 1
5 I

6

4.7 Relativni klid kapalin

Probereme zde nékolik typickych piipadti pohybu
nadob naplnénych kapalinou, kterd je v klidu vzhledem ku
sténam, jimiz je obklopena. Ukolem bude vysetfit rozlozené
tlaku v kapaling, prubéh tlakovych hladin, popi. sily od
kapaliny na stény.

a) Rovnomérny primocary pohyb

Pro kapalinu, ktera v pozemskych podminkach kona
rovnomérny piimocary pohyb v libovolném sméru, tj.
snulovym zrychlenim, plati vSechny zakonitosti statiky
odvozené pro gravitacni pole.

b) PF¥imocary pohyb rovnomérné zrychleny Obr. 4.6.7
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Mg¢jme nadobu s kapalinou, kterd se pohybuje rovnomérné zrychlené s akénim zrychlenim a po pfimé
vodorovné draze smérem doprava. Nevadilo by, kdyby draha byla Sikma, jenom by se vypocty nepatrné
zkomplikovaly.

Zvolime soufadnicovy systém

spocatkem vlevém dolnim rohu nadoby.

Po Zvolime v kapalin¢ libovolnou Castici a
Y vyznacime vektory setrvaénych zrychleni, které
na ni puasobi, tj. doleva a, doli g. Tlakové
ffffffffffff — hladiny se ustavi kolmo na vektor jejich souctu

a } .
B Yo ~ s (az + g2 )05. Sklon vsech tlakovych hladin o v
~lel - Za ~ nadobé je dan tga=a/g, protoze a, g jsou
Vv riznych mistech kapaliny stejné.

y

9y AxC Uvedena fakta si dokazeme pocetné.
Vyjdeme ztlakové rovnice (4.2.7), kterou

obr. 4.7.1 aplikujeme na libovolny bod, kde piisobi

setrvacna zrychleni -a, -g proti kladnym smérim

0S X, y. Po dosazeni setrva¢nych zrychleni a integraci rovnice bez mezi ur¢ime integraéni konstantu C
z podminky, Ze v bod¢ Y zname tlak, coz je tlak barometricky p,. Kdyby volna hladina nedosahovala do

okraje nadoby Y, tj. zddna kapalina se nevylila, pro stanoveni C by poslouzil stfed volné hladiny
(x =A4/2,y= Y()), ktery je v tomto ptipadé shodny za pohybu i klidu.

dp = pR,dk (4.2.7)

R,=-a R =-g R =0 (4.7.1)

dp = —padx — pgdy 4.7.2)

p=—plax+gy)+C 4.7.3)

C. prox=0,y=Bje p=p, —»> C=p,+pgB (4.7.4)
p=—plax+gly-B)|+p, (4.75)

Nejvétsi tlak je v misté nejveétsi kolmé odlehlosti od volné hladiny, coz spliiuje bod x=y=0. Zde
Pmax = PEB+ p, ., tedy neuplatiiuje se zde formaln¢ zrychleni a stejn€ jako ve vSech mistech levé stény, kde
x=0. Vliv a je v8ak skryt v poloze bodu Y. K eSeni tlakovych hladin pouZijeme rovnici tlakové hladiny
(4.2.8). Postupem podobnym predchozimu dostaneme rovnici (4.7.7), kterd popisuje soustavu sklonénych rovin.

Chceme-li z nich vytdhnout rovnici volné hladiny, musime pro stanoveni C pouzit bod, o kterém vime, Ze jim
volna hladina prochazi. A tim je levy horni okraj, jestlize se ¢ast kapaliny vylila.

R,dk =0 (4.2.8)

R.,=-a,R,=-g R, =0 (4.7.1)

—adx—gdy =0 (4.7.6)

Soustava tlak. hladin —ax—gy=C 4.7.7)
Bod volné hladiny x=0,y=B —> C=-gB (4.7.8)
Volna hladina g(B . y) —ax=0 (4.7.9)

Sklon volné hladiny zjistime, kdyZ posledni rovnici zdiferencujeme, viz (4.7.10)

a vypoéteme z ni dy/dx =1ga.

—gdy—adx =0 (4.7.10)
B (47.10)
dx g
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Pokud chceme vypocitat silu na nékterou ze stén, integrujeme elementarni sily dF', dané mistnimi
tlaky p na pfislusné plosky dS . Do vypoctu nezahrnujeme atmosfericky tlak po, ktery se zrusi, protoze pusobi
na sténu ze strany kapaliny i z vnéj$i strany. Na nésledujicich fadcich je vypocet sily na levou sténu nadoby a na

jeji dno.
B 2\ B /
Fy :IdF - jp s = jpg(B—y)Cdy - ng(By - %J = peCB’ (4.7.12)
x=0 x=0 ) 0
A
4 x’ 1
F, :de|y:0 = Ip|y:0dS = z[pg(B—ax)Cdx = pC(ng - a7]0 = pCA(gB—EaAj (4.7.13)

Na obr. 4.7.2 je ukazano, pro¢ ani
hornoplosnik s palivovou nadrazi ve kiidle
nemuze dopravovat palivo do  motoru
samospadem. Karburidtor motoru se nalézd na
vyss$i tlakové hladin€é nez benzin v nadrzi. I
z dalSich divodd musi byt nadrz uzaviena pied
atmosférou a bud’ je v ni pretlak nebo se benzin
dopravuje palivovym Cerpadlem.

Obr. 4.7.2

Jinou technickou aplikaci na zrychleny
ptimocary pohyb je hydrostaticky méri¢ zrychleni. Je
jim sklenéna U-trubice naplnéna kapalinou. Je-li
vystavena zrychleni a smérem vlevo dle obr. 4.7.3,
volna hladina se nakloni o uhel . Uhel mizeme

vyjadrit jednak z patrného sklonu, jednak ze zrychleni:

gh Obr.4.7.3
a=">—
!

h a
tga=7=— -

Priklad .
U drézni cisterny nesmi sklon volné

hladiny pfesahnout / 0° . Jaké tomu odpovida ptipustné \O y

zrychleni a a jakou silou pisobi pfevazeny lih na T T T o T——
zatizen€j$i dno pfi stavu dle obr. 4.7.4, kdyz H - F -7 — — - oD

gD=22m, L=8m, p, =800kg/m’ . S Ny -/ I

a=g-tga=981-1g10" =173m/s’

H = D+§~tga =22+4-1g10" = 2,905m Obr. 4.7.4

D D D
F=IdF=jp|x:0Cdy=Ip|x:0 '2\/(D—y)ydy=ijg(H—y)~2V(D—y)ydy=
0 0 0
D D
=2p, 8 Hf\/(D—y)ydy—fy\/(D—y)ydy =... (4.7.14)
0 0
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¢) Rotacni pohyb kolem svislé osy pri @ = konst

Otevfena valcova nadoba se svislou osou budiz za klidu
naplnéna az po okraj kapalinou. Pfi roztaceni nadoby kolem jeji osy
se cast kapaliny vylije, zbyla kapalina po ustaleni otdcek na

)F y
\
\
w1 ‘< 0]
o = konst bude mit volnou hladinu ve tvaru rota¢niho paraboloidu, ‘
ktery prochazi hornim okrajem nadoby. Pii vysokych otackach w
volna hladina kapaliny vytkne ve dné suchy stfedovy kruh, pfi @ ‘ H

nizSich otdckdch wi bude vrchol hladinového paraboloidu nad
dnem. Vysettime rozlozeni tlaku a tvar tlakovych hladin.

Zavedeme pravouhly soufadnnicovy systém s pocatkem ve y=2 ‘
sttedu dna. V jeho prvnim kvadrantu ( ! ) zvolime Ccastici a ' \ @ ‘ / X
vyzna¢ime setrva¢na zrychleni na ni piisobici. Rozlozeni tlaku
stanovime z tlakové rovnice (4.2.7). V prib&hu feseni piejdeme na ‘
jednodussi valcové soufadnice r, y:
dp = pRdk (4.2.7)
R, =xo’, R, =-g R.=z0’ (4.7.15)
dp :p(xa)zdx—gdy+za)2dz) (4.7.16)
Obr.4.7.5
2 2 2 2 2 2
p—p(x;) —gy+za) J+C—'Da) (x2+22)—pgy+C= -~ pgy+C (4.7.17)
o’
C: pro r=Ry=H, je p=p, = C=p,- > ‘R? + pgH (4.7.18)
PCUZ 2 2
p =22 R) + palt-y) + p, (4.7.19)

2
Nejvétsi tlak je v nejvétsi odlehlosti od volné hladiny, coz je pii obvodu dna, kde »=R a y=0:
Poax = PEH + p,. Tlakové hladiny ur¢ime z rovnice tlakové hladiny (4.2.8). Jejim feSenim dostavame vztah

(4.7.22), ktery popisuje soustavu souosych rotanich paraboloidd. Ty nejsou nikterak omezené sténami, tzn., Ze
kdyz k nadobe, tieba dole, pfipojime uzavienou trubici, i zde vztah (4.7.22) plati. Ze vSech tlakovych hladin nas
nejvice zajima volna hladina. Vybereme ji ze soustavy paraboloidi tak, ze integra¢ni konstantu pro ni uréime
V misté okraje nadoby, kterym prochazi, viz (4.7.23).

R.dk =0 (4.2.8)
R, =xw’, R,=-g, R, =zo’ (4.7.15)
xo’dy — gdy + zw’dz = 0 (4.7.20)

w’
7(x2 + 22)— g=C (4.7.21)

w’r?
soustava rotac. paraboloidt > gy=C (4.7.22)
o’R?
pro volnou hladinu: C: r=R, y=H —> C= —-gH (4.7.23)
. . o’ 2 2

volna hladina: > r“—R —g(y— ): 0 (4.7.24)
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Chceme-li zjistit, kde lezi vrchol volné hladiny Y, polozime » =0 v poslednim vztahu a Y vypoéteme.
Je-li Y >0, vrchol je nad dnem.

2 p2 2p2
OR y-H)=0 —» yv-H-2F

4.7.25
5 22 (4.7.25)

Je ziejmé, 7e méfenim Y pii znalosti H,R miZeme zp&tné vypoditat otdcky n=w/27z, a mame tak
k dispozici kapalinovy otatkomér.

d) Rotaéni pohyb kolem vodorovné osy pri @ = konst

voN e

Ptipad nebudeme jiz fesit pomoci tlakové rovnice a rovnice
tlakové hladiny, ale pouze vySetfime geometricky tvar tlakovych
hladin. Pfesny postup je analogii pfedchozich vypocta.

Ve vodorovném bubnu je obtizné mit staticky, tj. neproudici
stav kapaliny. Nastava az pfi enormné vysokych otackach, kdy je
zanedbatelné gravitacni zrychleni. Lépe se statickému stavu blizi
kapalina v koreccich vodniho kola s vrchnim dopadem, viz obr. 4.7.6.

Vysledna setrvacna zrychleni, zjisténa u zvolenych castic
kapaliny v jednotlivych koreccich se protinaji v bodé O. Protoze
tlakové hladiny jsou kolmé na vyslednicové vektory zrychleni,
znamena to, ze bod O je stfedem vsech tlakovych hladin, které tak
jsou valcovymi plochami. Z podobnosti trojuhelnikti vypocéteme
polohu O nad stfedem otaceni S.

Obr. 4.7.6 o5 _ £ os=£ (4.7.26)

r ro @

Teprve pfi @ — oo bude v pozemskych podminkach totozny stied rotace a stfed valcovych tlakovych
hladin. Perfektni odlitky z odstifedivého liti se vyrobi v beztizném kosmu.

4.8 Sila kapaliny na sténu

a) Rovna, Sikma sténa

- Sila na plochu S. Pri
jejim vypoétu nebudeme uvazovat
atmosfericky tlak, ktery zpravidla
pusobi i z opacné strany. Zvolime
soufadnicovy systém X, Yy tak, Ze
0sa x bude totozna s prisecnici
volné hladiny se Sikmou sténou a
osa y bude vroving lezet a
sméfovat dold, viz obr. 4.8.1. Pro
vypocet sily zvolime prouzek dS
rovnob€zny s 0SOU X, protoze tlak,
ktery na né& pusobi zde ma
konstantni  hodnotu. Vyslednou
silu F dostaneme integraci sil dF

Obr. 4.8.1 na prouzky elementarni Sitky dy.
Ve vysledném vzorci je staticky
moment plochy S k ose X, ktery lze vyjadfit pomoci vzdalenosti t€zisté plochy od osy X, tj. Sy, . Vzdalenost

v
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F = IdF = IpdS = nghdS = ngysinadS = pgsinaj. vdS = pgsinay;S (4.8.1)
s s s s

F = pgh;S (4.8.2)

Posledni vzorec fika, Ze sila F je dana vahou zatéZzovaciho télesa, které dostaneme sklopenim hloubek h

T plochy, protoze horni podstava naseho sedmihranu je Sikma, ale v tézisti télesa. Je tedy dal$im ukolem
stanoveni piisobisté sily na sténé. Plsobisti fikdme centrum C a budeme hledat jeho soufadnice x.,y .

- Poloha centra C. S ohledem na to, Zze plocha S neni symetricka podle osy y, musime stanovit jak
Ve tak x.. Soufadnici y.- ur¢ime z rovnosti momentu sil k 0se x, obdobné x z rovnosti momenti sil k 0se
y . Tj. moment vyjadiime jednou jako integral elementarnich moment od sil na prouzky plochy a po druhé
vyslednou silou F'a hledanou vzdalenosti. Soucasti rozvinutych vyrazl jsou jednak kvadraticky moment plochy
k ose x I, (vyjadfeny pomoci Steinerovy véty I, = I, + S yﬁ) a deviaéni moment plochy k osam X, y, tj. D W

(element plochy pro vypocet deviaéniho momentu musi byt dS = dx.dy).

Fy = [dFy = [ pdsy = [ pgysinadsy = pgsina[ dsy” = pgsinal, (4.8.3)
s s §
_ pgsinal, I, _ITL‘CJ'_SyZ%_ Iy
c= - - - Bl
pgsinayrS  yrS yrS yrS

+yr=b+yr (4.8.4)

v

Frg = Ide - Ipde - ngy sinadSx = pgsinaj dSxy = pgsina D, (4.8.5)
S S S
sinae D D D, +Sx D
Xo = e - v o v Ty rVr _ Sy +xp (4.8.6)
pgsina yrS  yr-S yr-sS yr-S

v

plochy S se bude zmenSovat s rostoucim statickym momentem M = Sy, plochy k 0se x a zmensujicim se
kvadratickym momentem plochy k vodorovné t&zistni ose [/, . Ke splynuti centra s t&Zistém dojde pii sklonu
a=0°kdy y; ->o. Ke zjednoduSeni vypocti dochazi, kdyz sténa je symetricka podle y, kdyz je svisla nebo
vodorovna.

- Sila na sténu oddé€lujici dvé nadrze.

Pusobi-li na délici sténu kapaliny z obou stran,
ur¢ime sily F; a F, na kazdou stranu zvlast' a najdeme

C polohy jejich center C;,C,. Jsou v hloubkach y¢ ,yc,,
odpovidajicim poloham t¢zist zatézovacich trojthel-
Ye, o B nikovych t&les (ve 2/3 hloubky). Pisobisté vysledné sily
F =F, — F, ur¢ime z rovnosti momenti sily F na jedné
hixb F P2 y strané a sil F1, F2 na druhé strané k vhodné zvolenému
= gl c " bodu stény (4, B nebo C), tiebak A podle (4.8.9)
2

v F 1 1
Ve, Col . P\ ¥ F, ==p,ghlb, F,=>p,gh’b, F=F —F, (487
Ye Ve, 1 2,0181 > I 2,02g2, = F )

A
2 -1 2 _ 1

J’CIZEhI»YC,:EhDYCZ:EhzaJ’szghz (4.8.8)
Obr. 4.8.2 Fy.=Fiyci—=Fyc2 = yc=? (4.8.9)

28



Priklad | Urgit silu a polohu sily kapaliny na kruhovou desku dle obr. (4.8.3)

Déno: @D, a, p.
. D’
F=pghS=pgsina-a (4.8.10)
D*
I 2
Ye Dy, = 4 4= D +a (4.8.11)
yrS D’ 16 a
a-
4
1
Pozn.: I = EIP (4.8.12)
R R
I, =

Obr. 4.8.3

Ip ... polarni kvadraticky moment plochy k jejimu stfedu

b) Kiiva plocha.

- Sila na plochu S.

Zborcenou sténu budeme mit dle obr. 4.8.4
ve tvaru jakéhosi Stitu, ktery prekryva roh souradné
soustavy. Volnd hladina kapaliny je na urovni horni
hrany $titu. Do volné hladiny jsou polozeny osy X, z,
o0sa y smétuje svisle doll. Celkova sila F na vytéenou
plochu je dana slozkami Fy , Fy , F; ve sméru
soufadnych os dle (4.8.15). Vodorovné slozky Fx, F;
obsahuji v odvozenych vzorcich statické momenty
pruméti plochy Sy, S; kjejich priseénicim s volnou
hladinou, tj. kosam z, resp. x. Tyto momenty,

I vds . , I vdS . , jsou vyjadfené pomoci vzdalenosti

tézist pramétd plochy od volné hladiny
x-ového primétu plochy od osy z). Svisla slozka sily
Fy je déna integrdlem vah svislych valecka

J.27rrdr-r2 = 2ﬂjr3dr (4.8.13)
0 0

wR*  aD*

2 32

(4.8.14)

elementarnich prifezi dSy, které maji jeden konec na y
kiivé sténé¢ a druhy nahofe na volné hlading, viz
(4.8.17). Obr.4.8.4
2 2 2
F=F+ Fy +F; (4.8.15)
F, = j dF, = I dF cosa, = I pdScosa, = I pdS, = I oS, = pe I VdS . = peyy. S, (4.8.16)
N Sx Sx
F, =dey =decos a, :deScos a, = IpdSy - ngdey - pgjydsy - ngde gV (4.8.17)
S Sy Sy Sy v
F.= [dF, = [dFcosa, = [pdScosa, = [ pdS. = [ pgydS. = pg [ ydS. = peyr., (4.8.18)
N Sz Sz Sz

Vysledky miizeme shrnout slovné:
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Hydrostaticka sila v libovolném vodorovném sméru na kfivou plochu se rovnd soucinu hustoty,

M v e

gravitaniho zrychleni, velikosti praimétu kiivé plochy do roviny kolmé na uvazovany smér a vzdalenosti tézisté
primétu plochy od volné hladiny.

Svisla hydrostaticka sila na kiivou plochu se rovna vaze kapaliny obsazené ve svislém objemu mezi

danou plochou a jejim kolmym primétem na volnou
hladinu bez ohledu na to, je-li pfimo vyplnén kapalinou

—  Cinikoliv.

Jak je myslen posledni dovétek vysvétluje
sousedni obrazek. Je v ném pilkulova sténa vystavena

— tlaku kapaliny zdola. Volna hladina je vyse nez

kulovity kryt. Sila F je dana zatéZzovacim objemem,
ktery je na obrazku vysrafovan, ale tekutina v ném

__ neni.

Pred vypoctem vertikdlnich sil na slozita
télesa je dobré delat graficky rozklad zatézovacich

Priklad

Obr. 4.8.5

obrazcti, pomoci néhoz snadno dostaneme jednoduché
vypoctové vztahy.

Jak postupovat je patrné z nasledujiciho
prikladu.

Koule @D uzavira otvor @d, ktery je mezi dvéma nadrZzemi naplnénymi touz kapalinou hustoty p

do vysek Hy, Ho. Vypoditat se ma sila F, ktera tiskne kouli do sedla pii zanedbani jeji vlastni hmotnosti.

Obr. 4.8.6

Povrch koule rozdélime na 3 oblasti: horni
polokouli, kulovy pas a menisek pronikajici do spodni
nadrze. Ur¢ime zatéZovaci objemy sil na citované plochy a
sestavime znich jakousi ,grafickou* rovnici (pro sily
pusobici dolu je zvoleno kladné znaménko). Druhy fadek
,,rovnice ukazuje, ze cast zatézovacich téles se rusi. Dalsi
eliminace probé¢hla pii pfechodu z druhé do tfeti ,,rovnice®,
kde dale doslo ke slouceni kulového pasu a valcového stiedu
koule na celou kouli. Zbavili jsme se obtizné pocitatelnych
objemil a zbyly jen dva: valec o @d vysky Hi — Hy, ktery
dava silu pisobici dolti a kouli o @D davajici silu smérem
nahoru.

Na kouli ptisobi vztlakova Archimédova sila a proti
ni sila dand rozdilem hydrostatickych tlakii od nestejné
vysky hladin v nadrzich.

H
Ho |

N

)

(4.8.19)

(4.8.20)

(4.8.21)

- Poloha centra
Souradnice centra se uré¢i z momentové rovnovahy slozek sil k soufadnicovym osdm. Na nasledujicich
vypoctovych fadcich (4.8.22), (4.8.24) je pouzita slozka F, a jeji momenty k osdm y,z. Vypoclty se vztahuji

k obr. (4.8.4).
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F.yc= Idey = jpgdexy = ngdeyz =pgl,. (4.8.22)

Sx Sx
I I . +S v I
Yo = P, _ Iz xV Tz — x1z +J/sz (4823)
P& Vre:Sy VxS VreSx

Fozo= dexz = fpgdexZ = ngdeyZ =p 8D, (4.8.24)

Sx Sx

D D

ze = P& XYz o _ X,z (4825)

pgyszSx yszSx

Vyznam symbolll je ziejmy z odvozeni vyrazi, piesto nejkomplikovanéjsi uvedeme:
I .. = kvadraticky moment setrvacnosti X-ového priimétu plochy k ose z

1,7, =kvadr. moment setrvac¢nosti X-ového priimétu plochy k t€ziStni ose rovnob&zné se z

Y

D

X,

4.9 Sila kapaliny na plovouci téleso

Téleso muze byt bud” uplné nebo castecné
potopené. Pii ¢asteném potopeni vSak musi byt volna
hladina po vSech jeho stranach ve stejné vysi. Na povr-
chu télesa si vytkneme v misté¢ 1 plosku dS,;, kterou

promitneme do smért soutadnych os X, y. Tyto §tihlé
vale¢ky elementarnich prifezii protnou povrch télesa
v ploskach dS,,dsS;.

Vysledna vodorovna sila ve sméru X je rozdilem
sil zprava a zleva podle (4.9.1). Protoze hloubky plosek
dS, a dS, jsou stejné, musi se sily dF,,, dF;, zrusit.
Jinak je tomu ve svislém sméru podle (4.9.2) a (4.9.3),
kde sila je dand sou¢tem vah elementarnich svislych
valecku kapaliny, které vypliuji objem ponofené Casti
télesa, u zcela potopeného télesa objem cely.

;- =deviaéni moment X-oveho primétu plochy k osam y, z

dF, |dF dF

1y / 2y

dF, / 2 dF

T — il
/ ds,

dF.

3y

Obr. 4.9.1

Fx :Jde :I(dFZX _dle): I(p2de _p]de): I(pghldsx_pgh]dsx)zoze (491)

Sx Sx

F, = [aF, = [(aFs, - aF, )= [(psas, - p.ds, )= [(pghsds, - penas, )= (4.9.2)

Sy Sy

= @f (h3 —hl)dSy = @I dV = pgV...vaha kapaliny o objemu V'

(4.9.3)

Tedy: - vodorovné slozky sily na plovouci ¢i potopené téleso jsou nulové
- svisla slozka sily je rovna vaze kapaliny télesem vytlacené. To je zndmy Archimédiv zakon.

Je-li vztlakova sila vétsi nez vaha télesa, téleso se z
nestlacitelné kapaliny vynofi, a to tak, aby byly ob¢ sily stejné, jak je
tomu u plavidel. U télesa zobrazeného na obr. 4.9.2 bychom mohli
pouzit Archimédova zdkona jen v ptipadé, ze hladiny jsou ve stejné
Ha H, vysi a Ze kapalina vlevo a vpravo ma stejnou hustotu. Neni-li tomu
tak, musi se vztlakova sila pocitat jako soucet vertikalnich sil na

PL jednotlivé plochy. A samoziejmé bude existovat i vysledna vodorovna
B, B, P2 sila, ktera se rovnéz vypocte jako souhrn vodorovnych sil.
-~ Vertikalni sila: Fy, =pgBH,C+ p,gB,H,C (4.9.4)
Obr. 4.9.2 . 1
Horizontdlni sila:  Fj = 3 g(pIHf —p,H3 )C (4.9.5)
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4.10 Stabilita plovouciho télesa

Stabilita je odpor, ktery klade plovouci téleso proti vychyleni z zadouci rovnovazné polohy nebo
naopak jeho schopnost se do napifimené polohy vracet. Sledujme chovani tfi prifezové i materidlové shodnych
valcli o riznych vyskach dle sousedniho obrazku. Budeme-li pozadovat, aby valce plavali se svislou osou, pak

nejlépe se to podaii u kratkého valce

‘ A, ktery bude velmi stabilni.
A B c ‘ Kdybychom jej vychylili, dokonce o
90°, rychle se vrati do pozadované

‘ polohy, jez je pro né&j polohou stabilni.

7*%** ****** B U wvilce B by se navrat
z vychylené polohy neobeSel bez

ur¢itého kolébani, které by na klidné
77i77 —————— - hladin¢ kapaliny nakonec ustalo,
‘ protoze svisla poloha je stale stabilni, i
@D oD @D kdyZ méné nez v ptipade A.

[

V ptipadé¢ C bychom dlouhy
valec opatrné ponofovali svisle do
kapaliny, jakmile jej vSak uvolnime,
okamzité se prevrhne, protoze ve svislé poloze je nestabilni. Nékde mezi piipadem B a C existuje délka valce, pti
niz plovani valce s vertikalni osou je na hranici mezi stabilitou a nestabilitou. Zaroven je zfejmé, Ze se stabilitou
plovani valce s vodorovnou osou je to naopak, ptipad A by byl nestabilni, ptipad C stabilni.

Obr. 4.10.1

Urcuji se 2 druhy stability:

a) staticka - je dana momentem dvojice sil tvofené vahou télesa a vztlakovou silou. Momentem se téleso
napiimuje do zadané polohy.

b) dynamicka - je dana praci potiebnou k vychyleni télesa z Zadouci polohy

U lodi je stabilita pfi¢na a podélna, rozhodujici je samoziejmé piicna. Dale se budeme zabyvat jen
pii¢nou stabilitou statickou. Pomoci obr. 4.10.2 nadefinujeme zakladni veli¢iny rozhodujici o statické stabilité
plovouciho télesa. Jsou to:

C = pusobisté vztlakové sily (centrum) v rovnovazné poloze télesa.

C’ = pusobiste vztlakové sily ve vychylené poloze

M = metacentrum, coz je pruse¢ik vektoru vztlakové sily F s osou symetrie pfi¢ného prifezu télesa

T = tézisté plavidla (pfedpokladame, ze je ve stalém miste, tj. naklad je upevnén)

m = metacentricka vyska, udava vzdalenost metacentra od tézisté a je kladna, je-li metacentrum nad t€zistém
s = vzdalenostbodi CaT

- plavebni plocha je oznaceni pro plochu, kterou vytina téleso na vodni hladiné
- plavebni osa je podélna osa plavebni plochy
Na obr. 4.10.2 jsou 4 mozné stavy plovouciho télesa.

A - rovnovazna poloha: Vaha G = mg a vztlakova sila F lezi na ose pficného fezu plavidla a vzajemné se rusi.

Vv

B - stabilni poloha: Pfi vychyleni plavidla zistava tézist€ T na misté a plsobisté vztlakové sily se z polohy C
posune do polohy C’. Vztlakova sila protina osu pfi¢ného fezu v metacentru M. Vznikla dvojice sil G a F

Y

plavidlo vzpfimuje, metacentrum M lezi nad t&€zist€ém, metacentricka vyska m je kladna.

C - nestabilni poloha: Ve vychylené poloze dvojce sil G, M téleso jesté vice zvraci. Metacentrum je pod

Vovoew

D - indiferentni poloha: Ve vychylené poloze lezi vektory G a F na jedné svislici, tj. vztlakova sila prochazi
tézistém, metacentrum je totozné s té€zistém, metacentricka vyska je nulova.

Statickou stabilitu ¢i nestabilitu uréuje metacentricka vyska m. Jeji vypocet uskutec¢nime za predpokladu
malych thlovych vychylek ¢. Na lod’ v bodech T aC’ pusobi silova dvojice G, F. Stav se nezméni, jestlize do
bodu C ptiddime smérem nahoru a dold vzéjemné se rusici sily F. Vzniknou tak 2 dvojice, z nichz jedna plavidlo
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vzpiimuje (FF o rameni (m+s)sing a druha ji zvraci (FG o rameni s sing). Vénujeme se jen vzpiimujicimu
momentu. Fyzikalné je dan tim, Ze na pravém boku je oproti rovnovazné poloze vice vytlacené vody, na levé
strané naopak méné. K vyjadieni vzpfimujiciho momentu pouzijeme prouzek dS plavebni plochy, tazeny po celé

F
F T
1
Cc
G
A
Obr. 4.10.2
délce lod¢, vzdaleny y od plavebni osy.
F(m+s)sin(p:jpng~y:ngdSytggoy (4.10.1)
pro ¢ — 0 je sinp = tgp (4.10.2)
Fm+5) = pgj dsy? (4.10.3)
Oznacéime-li V ponofeny objem lodi:
ng(m + s) = pgl (4.10.4) / m =
T F
m=L_ (4.10.5) <] S
v C #-{C
Moment | je tedy kvadraticky moment plavebni @
plochy k plavebni ose, tj. pti pfipadné oboustranné symetrii =

plavebni plochy, k jeji dalsi ose, o které bychom radi tekli, ze

se kolem ni plavidlo koléba. Neni tomu tak, pii zatizeni

silovou dvojici se téleso otaci kolem t€zistni osy rovnobézné Obr. 4.10.3
s plavebni osou.

Priklad

Vypocitat metacentrickou vysku dlouhého valce ( L»D ), potopeného do poloviny priméru D.

Nejprve uréime polohu centra C potopené poloviny valce, tj. S, z rovnosti statickych momentti ku stiedu valce.

D/2 Di2 [ N2
s-Tp? = IZxdyy=2 J- () -y ydy = (4.10.6)
8 W2
0 0
0 2 2
=2 I \/(Qj —(Bj coszagcosa[—gjsinada: (4.10.7)
2V 2 2 2 2
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30
‘ :—Z(§j H]—cosza sina cosa do = (4.10.8)
/2
‘ 30 3
/TT\ :—2[§J jsinzacosa da :—2[§j jzzdz = (4.10.9)
— — x/2
e, 3 |
3
N dy _ Py —3(2] sinda = (4.10.10)
2) 3 302
X D
@D 32
2(DY >, ¥ 2(pY 2Y , %
=——=|—= (I—cos af =—=|—| | I-|=|» =
Obr. 4.10.4 2 3\2 D
0
Substituce: y = gcos a 2 DY
A _ _(_j (4.10.12)
dyz—;sinada 3\2
3
sina =z 5 = 8 3(2] = iED (4.10.13)
cosada =dz D’ 3\2 7 3
1 3
= LD
metacentricka vyska: m= I s=42 1.2 D = 2D _ 2D =0 (4.10.14)
V Z.pp 7 3 3z 3

Nulova metacentrickd vyska, pii niz tézisté télesa je totozné s metacentrem, znamend, ze poloha je
indiferentni, na rozhrani stability a nestability.

5. Dynamika tekutin

Dynamika tekutin je po statice druhou, vyznamnégj$i Casti mechaniky tekutin, ktera se zabyva
zakonitostmi pohybu tekutin. Z klasického pohledu je proudéni pifedmétem jednak Kinematiky, ktera si nev§ima
napéti a sil v tekuting, jednak dynamiky, sledujici jak kinematické, tj. Gaso-prostorové zavislosti proudéni, tak
jevy silové. Dnes lze toto rozdé€leni popisu proudéni respektovat jen vyjimecne.

Proudéni je obecné slozitym prostorovym a ¢asovym procesem, ktery, abychom jej vypoctove zvladli,
zamérne zjednodusujeme. Uvedeme kriteria, podle nichz proudéni, tedy nikoliv tekutiny, rozdélujeme.

dle vazkosti: nevazka proudéni (pti vysokych rychlostech)

vazka proudéni: newtonovskd 7= 77(8 w,/ Gy)

nenewtonovska 7 =z, +k(ow, /o)’

dle stladitelnosti: nestlacitelna proudéni (kapaliny pii bé€znych stlacenich, plyny pii rychlostech dosti
mensSich nez rychlost zvuku)

stlacitelnd proudéni  (kapaliny pfi velkych stlacenich, plyny pfi rychlostech kolem a
vyse rychlosti zvuku)

dle ustalenosti: ustalena proudéni (tzv. stacionarni, neméni se s Casem)

neustalend proudéni  (nestacionarni, zaviseji na ¢ase)
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dle druhu funkénich ¢astic tekutiny:
modelové ¢astice:  nevifivé proudéni (Castice se neotaceji kolem vlastnich
stiedt, konaji jen transla¢ni pohyby)
vitivé proudéni (Castice konaji translacni a rotacni
pohyby, vibracni nikoli)
mikro¢astice:  lamindrni proudéni  (hybnost v tekuting se pfenasi
hlavné€ molekulami)

turbulentni proudéni (hybnost se piena$i molarnimi
¢asticemi, z nichz jsou slozeny
nahodilé turbulentni viry)

dle geometrického usporadani: proudéni tiirozmérova (prostorova)
proudéni dvourozmérova (rovinna)
proudéni jednorozmérova

Vsimnéme se, ze se jedna a rozdéleni proudéni, nikoliv tekutin. Tataz tekutina se napf. pii pomalych
rychlostech chova jako vazka, pfi vysokych jako nevazka z pohledu molekularniho tieni. Cili vazkost je hlavné
atributem proudéni. Plyny pfi nizkych rychlostech se fidi vztahy pro nestlacitelné proudéni, pfi rychlostech
blizkych nebo ptevysujicich rychlost zvuku musime stlacitelnost respektovat.

Dale si uvédomme, ze vifivost - nevifivost je vlastnosti modelovych ¢astic, je pfesné definovand, jak
uvidime pozdéji, a jedna se o jinou kategorii nez s jakou se setkdvame u laminarnich a turbulentnich proudéni.

Uved’'me bézné pouzivana cizojazy¢na synonyma pro jednotlivé druhy proudéni :

nevazké proudéni = idedlni, vazké = redlné, nestlacitelné = incompressible, stladitelné = compressible, ustalené =
stacionarni, neustalené = nestacionarni, tfirozmérové — tfidimenzionalni (3D), analogicky 2D a 1D.

5.1 Eulerovo a Lagrangeovo vyjadieni pohybu tekutin

a) Relativnost pohybu

Eulertiv a Lagrangetv popis proudéni Gzce souvisi s relativnosti proudéni kolem obtékanych téles. Na
obr. 5.1.1 A mame skuteény obraz proudéni, které jde zleva doprava kolem stojiciho valce. Obraz je tvotfen
proudnicemi a uplavovymi viry za télesem.

A Tentyz obraz dostaneme, kdyz budeme naopak
*)—/J*)ﬁ/\ pohybovat télesem zprava doleva v klidné
m/@ /E tekutin€. Souhlas je nejen kinematicky, ale i

silovy, kdyz pohybujici se téleso ¢i proud ma

KJ\/@ nulové zrychleni. Pokud tomu tak neni
*;k// (dw/dt #* 0), obrazy proudnic jsou totozné, ale

odpor téles riizny. V druhém pfipadé je odpor
zhruba polovi¢ni, coz na tomto misté¢ nelze

vysvétlit (D’Alambertiv paradox) a ani to neni
nyni vyznamné.

]
J Abychom dostali dokonaly obraz o
S AR
€Y

pohybu tekutiny, musime znat v kazdém

okamziku polohu vSech castic tekutiny

\j\g v prostoru. Z ¢asového pribéhu zmény polohy
kazdé castice dostaneme rychlost proudéni a

jeho zrychleni.

Obr.5.1.1

a) Eulerovo vyjadieni



y Pii Eulerové popisu proudéni v kanalu nebo kolem
obtékanych téles je pozorovatel popisujici proudéni pevné
spojen se souradnicovou soustavou a ta je napevno zakotvena
k soustavé nehybnych téles. Pii tom pozorovatel sleduje, co
se dé&je ve vSech bodech prostoru vyplnéného proudénim, a to
p.o, T Vv pribéhu casu. Jeden z pozorovanych bodu je na obr. 5.1.2.
Sleduje se, jak se v tomto bodé¢ méni rychlost co do velikosti
a sméru v zavislosti na Case, dale jak se zde méni stavové
/ parametry p, p, T. Z kinematického hlediska je tedy prvotnim

=)

\
\
\
i
\
Vv

; udajem rychlost vT»(x, 2z, t) , Z ni se uréi draha a zrychleni:
Obr.5.1.2
~ ds - - . aw
w(x,y,z,l) -8 - 5 =det+C, i=2 (5.1.1)
dt dt
dx ow
w.lx,yzt)=— —> x:wadt—i-Cx, a, = —= 5.1.2
(2= = = (5.12)
dy oWy
Wy(x,y,z,t):E - y:Iwydt+Cy, 0@27 (5.1.3)
dz ow
wx, yz,t)=— > z=jwzdt+CZ, a, = —= 5.14
(x.7.2.0 == = (5.1.4)
b) Lagrangeovo vyjadieni
Pfi Lagrangeové popisu se pozorovatel y dt
pohybuje stekutinou, tj. je pevné spojen ds
s casticemi tekutiny, takze obtékana pevna télesa
mu ubihaji dozadu. Z onoho ohromného mnozstvi s
¢astic vybereme jedinou, jejiz poloha v ¢ase t = 0 . t=0 dy
jex=a,y=Db,z=c, cozjsou slozky vektoru s,. So |b
Pozorovatel se posouva scastici a zjistuje, a 1 dx X
v kterém bod¢ prostoru se Castice postupem Casu /E I
nalézd. Prvotné se tedy urCuje draha castice dz
E(a, b, c, t). Z drdhy se potom stanovi rychlost a 7
zrychleni. Vychozi a, b, ¢ jsou tzv. tekutinové Obr.5.1.3
soufadnice dané castice.
~ 2
Sabet) > W= & G dw_ds (5.1.5)
dt dt g2
ow 2
x(a,b,c,t) >  w, :ﬁ - a,=—-= :Q (5.1.6)
ot o o’
ow, a°
y(a,b,c,t) = w, _¥ - a, =—2-27 (5.1.7)
ot a ot
d ow, 0°
z(a,b,c,t) - w, s - a,=—2= =2z (5.1.8)
ot o ot

Rozdil mezi obojim popisem je tedy v tom, Ze Lagrangetv prvotné urcuje drahu, kdezto Eulerv popis
prvotné stanovuje proudnice. Jak brzy uvidime, proudnice Gzce souvisi s rychlostmi. Vzdy je tfeba jasné fici, zda
popis proudéni je Eulertiv ¢i Lagrangetv, jinak vznikaji nedorozumeéni, kterd mizeme dokumentovat na case t.

Vypustme v ¢ase t = 0 z ur€itého mista ¢astici A, ktera poleti rovnomérné ptimocare rychlosti w. Za ni
s urCitym zpozdénim vySleme castici B o téZe konstantni rychlosti w. Castice proleti sledovanym bodem

(Eulertv popis) v casech tf ,tg , kde tf < tg . Pfi Lagrangeové popisu je v okamziku pruletu bodem draha
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Gastice A vétsinez B, tj. [, > [, aprotoze [, = wt’, I, = wts,plyne z toho, Ze ¢as % > 5. Cili u Eulerova

v

Déle budeme pouzivat jen Eulerovo vyjadieni pohybu.

5.2 Proudnice

Proudnice jsou ¢ary v prostoru, jejichz te¢ny
udavaji smér proudéni v bodech dotyku. Proudnice
Wy znazornuji okamzity stav proudéni, jsou obdobou
dy silokfivek v silovém poli.

A dx W Rovnice proudnice plyne zdefinice a
dz %z

k odvozeni pouzijeme obr. 5.2.1. Element proudnice
& X ds arychlost proudéni v bod€ A proudnice rozlozime

do slozek. Dostaneme tak podobné pravouhlé
z trojihelniky, pro néz plati:

Obr. 5.2.1 dx _dy _dz (5.2.1)
w

Kazda proudnice je spojita kiivka. U obtékanych téles zacind pied télesem v nekonecnu a konéi za
télesem rovnéz v nekoneénu. V kapalinach zaéinaji proudnice na volné hladiné a konéi ve vytoku. V nékterych
piipadech je proudnice uzavienou k¥ivkou, napf. u potencialniho viru. Libovolnym bodem v prostoru pfi
ustaleném proudéni prochézi jen jedna proudnice, jinymi slovy proudnice se nemohou protinat. Pohyb tekutiny
podél proudnice je postupny — pohyb tekutiny ve sméru kolmém na proudnice neni mozny.

Proudnice Ize na volné hladiné i uvnitf tekutiny zviditelnit malymi ¢asticemi, které jsou tekutinou
unaseny (piliny, plavuiovy prach, kouf, barvivo apod.). Kratkodobé fotografie téchto unaSenych castic se jevi
jako malé usecky, jejichz délka je imérna rychlosti proudéni.

5.3 Draha ¢astice

Draha ¢astice (trajektorie) je ¢ara, kterou opisuje Castice tekutiny v prostoru v pribéhu casu. Pii
Eulerové popisu drahu vypocteme z (5.3.1), a to naslednou integraci dle (5.3.2)
ds dx dy dz

ﬂ;z_, sz_’ w :—, WZ=_ 5.3.1
dt dt Yoodt dt ( )

§=jv71dt+§0, x:wadt+a, y=jwydt+b, Z=J.wzdt+c (5.3.2)

) Integracni konstanty @, b, ¢ jsou vlastné ,tekutinové
proudnice soufadnice* v Lagrangeové vyjadieni pohybu tekutiny.

Jiz z definic je zfejmé, ze drahy Castic a proudnice se
obecné neztotoziiuji. Proudnice wudava smér rychlosti
proudéni v daném okamziku, kdezto trajektorie udava casovy
pribéh poloh ¢astice v prostoru. Drahy cCastic se ztotoziuji
s proudnicemi jen Vv ustaleném proudéni. V neustileném
proudéni je proudnice obalovou kiivkou drah castic dle
Obr.5.3.1 sousedniho obrazku. V ném se vSechny Castice nalézaji na
obalové care drah v témz okamziku t. Proudnici tedy tvofii
velké mnozstvi ¢astic, drahu vSak pouze jedna.

=
Trajektorie
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5.4. Proudova trubice — virové vlakno

Predpokladejme ustalené proudéni Vv néjakém prostoru. V ném zvolime uzavienou kiivku. Kazdym
bodem této ¢ary prochazi jedna proudnice. Protoze pohyb ve sméru kolmém na proudnice neni mozny, vytvoii
zminéné proudnice jakysi plast, ktery se chova jako neprostupnd sténa skutecné trubice. Plast’ je onou
proudovou trubici, jiZ nemiZze vniknout ani vytéci zadna castecka prostiedi, vylou¢ime-li molekularni pohyby.
Obsah proudové trubice se nazyva proudové vlakno.

Neni-li prifez proudové trubice velky, lze
vkazdém prlfezu pocitat snepatrnymi odchylkami
rychlosti, tlaku, hustoty, (teploty) od jejich prirezové
sttednich hodnot w, p, p, (T ) Pfi bézném proudéni
proudovou trubici, které je ustdlené, a pii némz zadna
tekutina uvnitf nevznikd ani se neztraci, musi obéma
prifezy S;,S, protéci totéz mnozstvi tekutiny n'z[kg/s]

Obr.5.4.1

m=p;S;w; = p,S,w, (5.4.1)

Jestlize prutezy S,;,S, budou kruhové a tekutina v proudové trubici by se otacela kolem spojnice stfedil

vSech kruhovych pritezt jako pevné téleso, stane se z proudového vlakna virové vlakno. Virové vldkno vSak
neni oddé€leno od ostatni tekutiny, naopak ji svym pohybem strhava do rotacniho pohybu. Pozd¢ji bude uveden
vztah pro vypocet rychlosti, kterou virové vlakno indukuje v libovolném misté svého okoli.

5.5 Rovnice spojitosti pro proudovou trubici

Rovnice spojitosti (kontinuity) je zdkonem zachovani hmotnosti. Odvodime ji pfi pouziti obr. 5.5.1. Na
ném je zakreslena proudova trubice, o niz budeme ptredpokladat, ze se v prubehu ¢asu méni, tj. jako tieba céva
zivého organizmu se nadouva a stahuje. Dal§im obecnym pfedpokladem bude stlacitelnost proudéni v trubici,
proménlivost hustoty s ¢asem a polohou.
V trubici je vytknuty elementarni objem

om - =
mt—=ds dV = Sds pritezu S, délky ds . Jestlize
m_ = levym fezem do vytknutého objemu
—~ vstupuje mnozstvi tekutiny m, pak
0 sl o / pravym vystupuje m + (6m/35)ds . To,
T \\ T Ze vystupuje vice tekutiny nez vstoupilo
. ’\ se musi projevit v ubytku hmotnosti
\ uvnitt  vytknutého objemu, coz je
ds zpusobeno sniZzenim hustoty p uvnitf.

Tato rovnost je zachycena ve vychozi rov.
Obr.5.5.1 (5.5.1), v niz znaménkem (-) se respektuje
zminény ubytek hmotnosti. V nasledujici

rovnici je prutoéna hmotnost m za ¢as dt vyjadiena pomoci priufezu § rychlosti w a hustoty p a objemu
dv = Sds. Po ziejmych Gpravach dostdvame rovnici kontinuity pro proudovou trubici (5.5.4). Nebude-li se
prufez ménit s ¢asem, ale jen s polohou, rovnice se zjednodusi na (5.5.5). Bude-li i hustota p funkci pouze
polohy, dostaneme (5.5.6). Bude-li v§e proménné, a pouze priiez S konstantni, obdrzime (5.5.7). Tato posledni

rovnice plati rovnéz pro prostorové proudéni, jeji tenzorové vyjadreni je (5.5.8).

6_711 ds = —M - dt (5.5.1)
Os ot
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ol pSvdt dE=_6!p-Sd§?_dt

& ot (5:5.2)
a(,;_:w)  ddt = —a(”a—;s) . dsdt (5.5.3)
A)
olp-85) alpsw
(% : )+ (ZEW) _ (5.5.4)
Pro S = 5() S - Z—f + 4’%%) =0 (5.5.5)
AY
Pro S=35(5) p=p(5): 0+ d’?) =0 — pSiv = konst (5.5.6)
S
Pro S = konst: 6—'D+M =0 (a—p+§(pfv)= 0) (55.7)
ot o or
aa_/t’ . _a(g;vk) 0 (558)

Poznamka: uvedené rovnice jsou bud’ €ist¢ skalarni, kdyZ se jedna o hmotnostni bilance, napft. (5.5.1),
nebo vektorové, napt. (5.5.4), kdyz Cleny reprezentuji hmotnostni toky. Protoze souciny jsou vesmés skalarni, je
tteba dbat na to, aby ve skalarnich rovnicich mély ¢leny sudy pocet vektorti a ve vektorovych rovnicich lichy

pocet vektort.

5.6 Eulerova rovnice pro proudovou trubici

Eulerova rovnice je pohybova rovnice pro proudéni, zde v proudové trubici, kterda zanedbava treni,

vazkost. Odvozeni je provedeno pro element hmotnosti tekutiny o velikosti objemu Sds . Plsobi na né&j dvé sily:

hmotnostni od vn&js$iho setrva¢ného

zrychleni R a povrchova sila od tlaku
p zlevaatlaku p + dp/ds - ds zprava
(sily od p sméfuji proti sob¢ a tedy se
rusi). Uvedenymi silami naplnime
pohybovou rovnici (5.6.1). Po
vydéleni rov. (5.6.2) soucinem p Sds
dostavame  vyslednou  pohybovou
rovnici (5.6.3) ve vektorovém tvaru a
po rozepsani vektord do slozek a
rozvedeni substanciondlni derivace na
levé stran€ jeji tenzorovy zapis (5.6.4)

Obr. 5.6.1
mi = Y F, (5.6.1)
- dw = .= G =
PSds == = pSdsR — “2dsS | : pSds (5.6.2)
dt Os
w_j_ Lo @+(Vﬁ)z=1§—i§p (5.6.3)
dt p Os ot Yol
o Wk.%_R[_i.a_p (5.6.4)
ot ok p o
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Eulerova rovnice (5.6.4) byla sice odvozena pro proudovou trubici, plati vSak pro prostorové
ttidimenzionalni proudéni rovnéz, prifez se zde nevyskytuje. Prvni ¢len na jeji levé strané je evidentné
zrychleni. Tim vSechny ostatni ¢leny jsou rovnéz zrychleni. Vynasobime-li kazdy ¢len hmotnosti, a mohla by to
byt hmotnost jednotkova, stavaji se z ¢lent sily. Vzato odleva doprava mame zde sily: mistni nestacionarni silu,
vnitini setrvac¢nou silu, vnéjsi setrvacnou silu a tlakovou silu. Vnitini setrvacnd sila je zplisobena zménou
rychlosti pii pfechodu do sousedniho mista proudového pole, kdezto vnéjsi setrvacna sila je predev§im dana
zrychlenimi pohybu stén kanalu, popt. gravitacnim zrychlenim g. Mistni sila neexistuje u ustalené¢ho proudéni.

Eulerova rovnice dopliiuje soustavu stavové rovnice a rovnice kontinuity pro feseni p, p, W, ov§em pfi
zanedbani vazkosti.

6. Potencialni proudéni

Potencialni proudéni je nejjednodussi proudéni, jaké viibec mlze existovat. Ze vSech vlastnosti, které
muze proudéni mit, respektuje pouze kontinuitu a setrva¢nost. Setrva¢nost je ta vlastnost proudici tekutiny, ktera
zpusobuje, Ze pii obtékani ostrého rohu se proudnice ostie nelomi, ale pfechazeji do nového sméru obloukem.
Kontinuitou zde rozumime splnéni rovnice spojitosti. Souhrn vlastnosti potencidlniho proudéni je : nevazké,
nestlacitelné, ustalené, dvourozmérné, nevifivé (pracuje se s modelovymi Casticemi). Pravdou vSak je, Ze
v nutnych ptipadech Ize i do potencialniho proudéni zavést vazkost, stlacitelnost nebo nestacionaritu. Prostorové
proudéni se fesi jen tehdy, probiha-li v soustavé rovnobéznych rovin.

Potencialni proudéni zavedli matematici, ktefi pfi zkoumdani urCitych tiid funkci zjistili, Ze jejich
chovani odpovida proudéni tekutiny. Tim je dana preciznost matematickych podminek, za nichZ je toto proudéni
definované. Pro inzenyry je vSak nepfijemné pon€kud zvlastni nazvoslovi. Pracuje se zde se dvéma funkcemi:
s proudovou funkci ¥ a s potencidlem rychlosti @. Zname-li je, nebo alesponi jednu z nich, mame vyhrano,
protoze jejich uréitym derivovanim obdrzime slozky rychlosti proudéni a tlak v proudovém poli. Za funkci ¥ je

ukryto priitoéné mnozstvi ¥V, za funkci @ cirkulace 7T Pomoci ¥ a @ lze fesit obtékani n&kterych plosnych
téles nebo prutok kanalem.

6.1 Proudova funkce

Uvazujme rovinné proudéni v prostoru mezi

y 7 dvéma body 1 a 2. Pro dané proudové pole je pritoény

2 objem tekutiny protékajici mezi obéma body stejny a

¥, nezavisly na tvaru spojnice 12, podél které proudéni

b integrujeme (" la2, Ib2 ). Mnozstvi proteklé tekutiny

a ¥ = konst zavisi jen na poloze bodu 2, kdyz 1 v pocatku

A soutadnicové soustavy budeme povazovat za pevny.

W Tvrzeni je zdUvodnitelné jiz vychozim defini¢énim

2 vztahem  (6.1.1) mezi pritoénym objemem V a

proudovou funkci Y. Zde d¥ je totalnim

v diferencidlem a jeho integral mezi 1 a 2 nezavisi na
Wy integracni ceste.

X Jestlize rozepiSeme elementarni pritocny

Obl" 6.1.1 objem dV prochazejici ploskou d5 -k pomoci
o dx,dy, w,,w, (znaménko (+), kdyZ tekutina objem A
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opousti, (-), kdyz do A vstupuje) na jedné stran¢ a totalni diferencial na stran¢ druhé, dostaneme (6.1.3).

Porovnanim €lent u dy dostaneme vyraz pro vypoet w, a porovnanim ¢lend u dx rychlost w,, viz (6.1.4)
2
Lh{dwzg—% (6.1.1)
1
dv =dv (6.1.2)
vd 'd
wedy — w,dx = o dx + o dy (6.1.3)
Ox Oy
' b
w, = 0 =— 0 (6.1.4)

= — W RN
ooy T ox
Z dtive odvozené rovnice proudnice (5.2.1) miizeme dokazat, Ze proudnice je ¢ara ¥ = konst:

& _ &

(5.2.1)
Wy ow,
wdy —wydx =0 (6.1.5)
(6.1.4) —(6.1.5): %de + 66_de =0 > d¥ =0 —> ¥ = konst (6.1.6)
X

Dulezité je umét vyjadiit proudovou funkci a jeji vztah ke slozkdm rychlosti v polarnich soufadnicich.

Pouzijeme k tomu obr. 6.1.2, v némz opét sledujeme pritok d¥ elementem plosky ds k. Postup je shodny
s predchozim v kartézskych soufadnicich:

dv =dy 6.1.2
%, (6.1.2)
2 o¥ oY
- w.rdo—w, dr = ——dr+-—d 6.1.7
Wl e Lrde—w, p o0 @ (6.1.7)
Wr Y1
1 0¥ v
# w = 12% w, = -2 (6.1.8)
r 0p or
rde

a5 d Jednim z dalSich ukold bude najit proudové
) funkce ¥ pro néktera jednodussi proudova pole,
Wo abychom jejich pfislusnym derivovanim dostali slozky
rychlosti, popf. tlak v libovolnych mistech onéch poli.
do Vztah pro vypocet tlaku bude odvozen pozdéji. Cary
1 ¥ = konst jsou proudnice a zobrazuji se tak, aby vzdy
mezi sousednimi dvéma protékalo stejné objemové
/ I I / / mnoZstvi tekutiny, tj. AV =¥, —¥, =¥, - ¥, = ...

atd.

Obr. 6.1.2

6.2 Potencial rychlosti

K definovani potencialu rychlosti v pravothlych soutradnicich pouZijeme obr. 6.1.1. Tak jako diference
proudové funkce je objemové pritoéné mnozstvi (V =AY ), tak diference potencialu rychlosti @ je cirkulace
I (F = ACD). Cirkulace podél néjaké kiivky se vypocte jako kiivkovy integral z te€nych slozek rychlosti
nasobenych pfilehlymi elementy té kiivky, coZ je vlastné integral ze skalarnich sou¢ini wds . Takto poiizenou
cirkulaci 7" polozime rovnou AP = @, — @, viz (6.2.1). Dalsi postup je analogii prace s proudovou funkei.
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2 2
r:jmg:jd@:@ - @, (6.2.1)
1 1

dl"r = do (6.2.2)

wedx + w,dy = o dx + o dy (6.2.3)
ox oy

w, = g , w, = o (6.2.4)
ox oy

Vztahy pro @ v polarnich soufadnicich obdrzime s pomoci obr. 6.1.2:

dlr = do® (6.2.2)
w,dr + w,rdp = oP dr + o do (6.2.5)
or op
o0, 1o 626)
or r Op

Cary @ = konst. jsou tzv. ekvipotencialy. Jsou to kiivky konstantni cirkulace. Jestlize se zobrazuji
graficky, pak tedy tak, aby mezi sousednimi ekvipotencidlami byl stejny rozdil cirkulaci
A@ = @] - @0 = @2 - @] oo atd.

6.3 Rotor rychlosti

dw Pojem ,,rotor rychlosti* je v proudéni dulezity proto, ze

dwy vyjadfuje, zda proudéni je vifivé &i nevifivé. Pfi nevifivém

‘ proudéni konaji modelové ¢Eastice jen posuvny pohyb, nikoli

o~ rotaCni. Rotor ¢i rotace byl nadefinovan jiz ve stati 3.3 jako

‘ dw matematickd entita rotd =V xa, tj. jako vektorovy soucin
X

vyznam rotoru v piipadé, ze vektorem je rychlost w

w Hamiltonova operatoru s vektorem a. Zde osvétlime fyzikalni
e
I v dvourozmérném proudovém poli.

dx Na obr. 6.3.1 mame modelovou castici tekutiny o

poloméru dr, ktera se ota¢i kolem osy z thlovou rychlosti @,. Na

jejim povrchu je obvodova rychlost dw rozlozena do slozek dwy,

dwy . Uhlovou rychlost miizeme vyjadiit jednou z dwy, podruhé z

‘ dwy. Kdyz obé @ seéteme, dostavame vyraz (6.3.3) pro vypocet
Obr.6.3.1 rotoru kolem osy z. Je to tfeti slozka vektoru rotoru (3.3.8).

. —

dw,_ = dwsingoz—drwzg - w,=- =— (6.3.1)
r

dx aW
dw, =dwcos ¢ =dro, - - w,= =— (6.3.2)
r

L= 6.3.3
= o (6.3.3)
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. .- - ~(ow,  ow
Vyraz 2@, psany vektorové je rotor rychlosti: 2@, = rotw, = k a_y_Ex (6.3.4)
x

Ve 3D prostoru je rotw = rotw, + rotw, + rotw, (6.3.5)

Rotor rychlosti v daném misté proudového pole je dvojnasobkem thlové rychlosti ¢astice, ktera zde
rotuje kolem vlastniho stiedu. Jestlize ¢astice nerotuje, je zde u rovinné tlohy @, =0 — rotw, = 0. Podminkou

nevifivosti proudéni je tedy

ow, ow
—L "X =0 < rotw, =0 (6.3.6)

ox oy

6.4 Cirkulace rychlosti

Cirkulaci rychlosti ozna¢ujeme integral te¢nych slozek rychlosti nasobenych elementy ¢ary, podél které
integrujeme, tedy integral ze skalarnich souéintt wds dle (6.2.1). Bude-li ktivka uzaviend, miZzeme na cirkulaci
aplikovat Stokesovu vétu (3.4.1), ktera tak vaze cirkulaci s rotaci, dle (6.4.1)

I = [wds (6.2.1)

~—

I = {wds = [ronvdS (6.4.1)
S

Posledni vztah umoziuje nahradit vypocet cirkulace z defini¢niho vztahu (6.2.1) vypoctem po plose
Z rotaci. Staci, aby rotw # 0 v jediném misté plochy a cirkulace se stava rovnéz nenulovou. Jaké jsou vlastnosti
cirkulace:

a) Cirkulace 7" podél uzaviené kiivky v potencialnim proudéni je nulova.

b) Cirkulace 7" # 0, kdyZ kiivka obepina virové vlakno.

€) V nevazkém proudéni je cirkulace podél riznych uzavienych kiivek v téZe roving, které obepinaji jedno a
totéz virové vlakno kolmé na rovinu, stejna.

Diikaz: méjme dle obr. 6.4.1 dvé kruznice, jejichZ spolecnym stiedem prochazi virové vlakno, kolmé na
rovinu kruznic. Pfedpokladejme, Ze cirkulace na obou kruznicich jsou rizné, a to /1, 7. Mezikruzi pfesekneme
dvéma blizkymi radiadlnimi fezy, kde budeme mit stejné, ale opacné cirkulace 73, /3. KdyZ mezikruzi natdhneme
do tvaru obdélnika, musi cirkulace na jeho obvodé byt nulova, protoze obdélnik neobepina zadné virové vlakno,
proudéni v ném je potencialni. Z rovnosti /; =/, potom plyne rovnost 77, =1, ptedpoklad o jejich riiznosti
byl chybny.

=l +;-T,-T,=0 (64.2)

p)
r;=r, (6.4.3)
Iy
& tedy I, -I,=0 (6.4.4)
Obr.6.4.1
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Na to¢ivém rychlostnim poli kolem virového stiedu
¢ - muzeme prokazat platnost Stokesovy véty (6.4.1). Vyjdeme pfi

tom z definice cirkulace jako kfivkového integralu a dojdeme
k plo§nému integralu rotace:

= ds
2z
« I ={vds = [ro.rdp = [®,2dS = [20.dS  (6.4.6)
— - = 0 N N
dS=r2de/2

Obr. 6.4.2

d) V nevazkém proudéni je cirkulace v celém prostoru kolem virového vlakna konstantni. Dikaz je obdobou
rovinného piipadu. Je-li cirkulace
vrovinach kolmych na virové

A vlakno konstantni, musi byt navic i
stejna.
—
G r=ry+r,-r;-r;,=0 (6.4.7)
I protoZe
T I;=I,—>1I;=I,=konst (6.4.8)

Obr. 6.4.3

e) Je-li uvnitf kitivky v roviné vice virovych vlaken, pak se kazdé obepne dle obr. 6.4.4 vlastni kiivkou a

celkova  cirkulace I'se slozi zdiléich

I, 0, I

r=r,-r,+1; (6.4.9)

Obr.6.4.4

f) Biot — Savartiv zdkon udava rychlost proudéni v ur¢itém bodé proudového pole, kterd je indukovana
virovym vlaknem otacejicim se v tekuting o cirkulaci 7.

Na obr 6.4.5 je uzaviené virové vlakno, na ném je
vytknuty tGsek ds. Biot-Savartovym zikonem (6.4.10) se
vypocita rychlost dw v bodé A , vzdaleném a od Gseku ds,
indukovana timto elementarnim tsekem virového vlakna.
Rychlost w indukovanou celym virovym vlaknem
dostaneme naslednou integraci podél vlakna dle (6.4.11).

dip = L 4X& (6.4.10)
4 a3
. _
Obr.6.4.5 wo I fasmads =L§5m“ i (6.4.11)
4 a’ ir 2

a

Vektor rychlosti dw je kolmy k roviné vektord a, ds,protoze je vysledkem jejich vektorového
souCinu. Smér se ur¢i pravidlem pravé ruky nebo logicky podle sméru rotace virového vlakna. Totéz plati o

rychlosti w, je-li plocha virového vlakna rovinné, napt. kruh ve 2D.
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g) Rychlost indukovana pfimym virovym vldknem v mist¢ A na obr. 6.4.6. Poloha bodu A vzhledem
k virovému vlaknu délky | je dand Ghly «;,a, a kolmou vzdalenosti r, dle obr. 6.4.6. Integral (6.4.12) je feSen

substitucemi pro a, s jako funkce o a konstantniho r. Vysledek je (6.4.14).

. I .
Fla51nads_FJ'smads

w=_ | =" - (6.4.12)
4 ! a3 4 v aZ

L R (6.4.13)
sina iga; tga sin“ a
I Fsinasinarda I

w=— = (cosat; —cosa,) (6.4.14)
4 r2 Sinza 4rr

aj

Jestlize virové vlakno protahneme na obou koncich do
nekoneéna, pak «; =0, &, = 7 a indukovana rychlost v misté r bude:

(27
w=—(+1)= a (6.4.15)
drcr 2rr

Posledni vyraz popisuje otacivé rychlostni pole v roviné kolem
virového stfedu pii nevazké tekutin€. Protoze 7, jak jiz vime, je
L| ds konstantni, srostoucim r rychlost hyperbolicky klesa. Naopak
v samotném stfedu, kde r = 0, vychazi nerealnd hodnota w = co. Tomu se
zabrafuje tim, ze se sem vklada virové vlakno o jistém poloméru 7, , které

al . 4 v 2y r v W
S se otaci jako tuhé téleso, majici ve svém stfedu nulovou rychlost. Polomér
ry se voli tak, aby aplika¢ni tloha na ném postavend co nejlépe
odpovidala skute¢nosti ovéfené méfenim.
Obr. 6.4.6

6.5 Laplaceovy rovnice

Laplaceovy rovnice proudéni jsou 2. Jedna je rovnici spojitosti, druha rovnici nevitivosti, jez obé musi
potencialni proudéni spliiovat.

Rovnice kontinuity pro nestlacitelné, ustilené rovinné proudéni je (6.5.1). Dosadime-li do ni za
rychlosti derivace potencialu dle (6.5.2), dostaneme prvni Laplaceovu rovnici :

ow, ow y
Ox oy

— 0 (6.5.1)

oD op
= w

- _oo 6.5.2
e = s (6.5.2)
2 2
TP LEP _, inak Ad =0 (6.5.3)
ox oy

Pro nevifivé proudéni byla ve stati 6.3 udana podminka (6.3.6). Jestlize do ni zavedeme vazby mezi
rychlostmi a proudovou funkci ¥, dle (6.5.4), obdrzim druhou Laplaceovu rovnici proudéni :

ow ow
rotw, = —- — —% = () (6.3.6)
ox oy
L A (6.5.4)
oy 7 Oox
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=0 (6.5.5)

Jestlize o nckteré funkci tvrdime, ze je funkci proudovou ¢i potencidlem rychlosti, musi spliiovat
ptislusnou Laplaceovu rovnici.

6.6 Tlak v potencialnim proudéni

Vypocet tlaku uskuteCnime pro potencidlni proudéni, u n¢hoz zdiraznime, Zze je nevazké, neviiivé
(rotfv =Vxw= 0), bez vngjsich setrvaénych zrychleni (ﬁ = 0). Vyjdeme z Eulerovy rovnice (5.6.3), kterou

mizeme zapsat pomoci operatoru V dle (6.6.2). Ve vektorovém poctu se dokazuje vztah (6.6.3). Dosadime jej
po vynechani rotoru do operatorové Eulerovy rovnice. V rovnici nahradime vektor rychlosti potencidlem @, tj.
polozime w = VO a operator V mizeme ,»vytknout”, viz (6.6.7). Protoze operator aplikovany na vyraz
v zévorce dava nulovou hodnotu, musi byt vyraz v zavorce roven konstanté. Konstanta C je skute¢nou

konstantou vii¢i poloze, mize byt vSak funkci ¢asu u nestacionarnich proudéni. Z rov (6.6.8) vypoéteme Zadouci
tlak.

W=V, protoze Vv=?wx +]wv = ;6—¢)+j6—¢ = 1~£+]i D=V (6.6.1)
’ Ox Oy ox oy
rotw =V xw bylo odvozeno ve stati o matematice v mech . tekutin (3.3.8)
Eulerova rov. aw =R— ia—e (5.6.3)
dt L Os
- oW [ =\ _ 7 -

ro R=0 —+WwWV)lw=——V 6.6.2
p 5 #9) =2V (662)

- . I 5 - (= _\ (-2) -
vektorovy pocet udava : 5 Vw® =wx (Vx w)+ (WV) w (6.6.3)

e g NI ~ 2 1 - 2 -\ —
pro nevifivé proudéni Vxw=0: 5 Vw® = (WV) w (6.6.4)
(6.6.4)—>(6.6.2) : W LG -1y, (6.6.5)
o 2 0
(6.6.1)—(6.6.5) : M + LG +i6p =0 (6.6.6)
ot 2 el
2
v[acb +W_+£J:0 (6.6.7)
ot 2 Yo
2
9P, WL P () (6.6.8)
ot 2 Yo,
0P W) (6.6.9)
P=p_ PP 6.

Posledni dvé rovnice jsou tzv. Bernoulliovy. Daji se pouzit pro potencialni dvourozmérové proudéni,
ustalené nebo neustalené. U nestacionarnich piipadi se musi k vypoctu tlaku znat potencial rychlosti jako funkce
Casu, cD(t) . Takovy ptipad bude uveden nize.
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6.7 Vztah mezi @a ¥

Vazba mezi potencialem rychlosti a proudovou funkeci plyne z diive uvedenych vztahi (6.2.4) a (6.1.4):

oD 0¥ oD oY
= = —, w = —— = ——
Oy 7 oy Ox

— 6.7.1
x T (6.7.1)

Dvojice rovnic (6.7.1) jsou tzv. Cauchy — Riemanovy podminky. Jsou-li splnény, je proudéni potencialni.

V roving X, y jsou ekvipotencidly @ = konst a proudnice ¥ =konst Cary vzajemné kolmé. Toto
dokazeme pocetné, jestlize prokazeme, ze uhel f—a =90°.

Proudnice: Y = konst

w
d&":O:wxdy—wydxe% = —tga (6.7.2)

y o Wy

Ekvipotenciala: @ = konst

A0 =0=wdc+wydy 2| =-"5 _1g5 (6.7.3)
dx|, w,

1
tgf=—— —o tgf-tga=-I (6.7.4)

1ga

¥ = konst
g(p-a)=-P180 _1gflse_ (575)
X 1+tga-tgf 1-1
T

Obr. 6.7.1 ﬂ—a=5 (6.7.6)

7. Jednoducha proudéni

Méme zde na mysli jednoducha potencidlni proudéni v roving, jako je rovnob&zkovy proud, ziidlo,

vvvvvv

vvvvvv

jednoducha proudéni zafadime i jeden piipad vnitfni aerodynamiky. Je sice jednorozmérovy, ale zato
nestacionarni a s vlozenym tfenim.

U kazdého typu proudéni uréime jeho proudovou funkci ¥ ¢&i potencial rychlosti @. U
dvourozmérovych tuloh zobrazime sit’ proudnic nebo i ekvipotencidl. Funkcemi @ a ¥ je dano rozlozeni
rychlosti proudéni v roving, u nestacionarni ulohy i tlak.

7.1 Rovnobézkovy proud

Rovnobé&zkovym proudem se rozumi ptimocaré proudéni konstantni rychlosti ve sméru osy x nebo y.
Proudéni ve sméru x bude mit rychlost w, =a=konst. Proudovou funkci dostaneme z podminky (7.1.1),
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potencial rychlosti ze (7.1.3).

w, :a—yj:a —> d¥=ady > ¥Y=ay+C (7.1.1)
oy
at pro y=0je ¥=0,potom C=0 > ¥ =ay (7.1.2)
w, =aa—¢=a = d®=adx > ®=ax+C (7.1.3)
X
at’ pro x=0 je @=0, potom C=0 — ®=ax (7.1.4)

Proudnice %= konst podle (7.1.2) jsou
y ptimky y = konst, tj. rovnobézky s 0SoU X.

Jednotlivé proudnice se kresli tak, aby mezi vzdy
| | | | sousednimi protékalo stejné objemové mnozstvi
| Dy ®=0 | D | D, | D3 )
| 2 | | | AV =AY =aty =¥)—-¥_; =¥, -¥) =¥,~- ¥,
} 1 } } ¥ } atd. Vzdalenost proudnic 4y = AV/ a.
| bl vy N .
; proudnice ¥ = konst ” ; Ekvipotencidly @ = konst jsou podle
‘ I I | (7.1.4) ptimky x = konst , tj. rovnob&zky s 0sou
1 ; ; 1 y. Jednotlivé ekvipotencidly se sestrojuji tak, Ze
1 | | #%=0 1 mezi vzdy sousednimi je stejna zména cirkulace
| | | | X
A =AD =asMx = Qy—DP_j=D;— Dy = DH,— D
| wl i By O 0y =2
atd. Vzdalenost ekvipotencial AX je tedy dana
Obr.7.1.1 volbou AI™: Ax = Alla.

Obdobné bychom postupovali u rovnobézkového proudu ve sméru y o rychlosti w,, =5 . Dostaneme:
Y=-bx+C, @=ay+C (7.1.5)

Opét lze zajistit, aby C =0. Pfi znazornéni ¢ar ¥ = konst a @ = konst si proudnice vyméni misto
s ekvipotencialami.

7.2 Zridlo , propad

Ztidlo je proudéni, u kterého tekutina vytékd z bodového zdroje rovnomérné na vSechny strany
Vv roving. Prito¢né objemové mnozstvi se nazyva vydatnosti ziidla Vlmz / sJ.

Propad je opakem zfidla. Je to proudéni, které se v roviné sbiha rovnomérné ze vsech stran do jednoho
bodu a zde mizi. Intenzita mizeni tekutiny je tzv. pohltivost propadu — V[m2 / sJ. Pohltivost je zaporné vzata
vydatnost.

Ztidlo ve 3D prostoru je pfimkou, ze které vytéka tekutina stejnou intenzitou podél celé délky
rovnomérné do okoli s vydatnosti VTm3 /sJ Zustaneme vSak u rovinné verze ziidla a propadu. S ohledem na
osové symetrickou geometrii zfidla ¢i propadu budeme k popisu pouzivat polarni soufadnice 7,¢, Z nichz
Vv piipadé potifeby lze piejitna x, .

Z rovnice spojitosti plyne, Ze kazdou soustfednou kruZnici protece totéz mnozstvi ¥ , které povazujeme
za dané, viz (7.2.1). Odtud vypocteme radidlni rychlost w, . Obvodova slozka rychlosti je samoziejmé nulova.
Proudovou funkci ¥ a potencial rychlosti @ pro zfidlo odvodime z diive zjisténych vztahti (6.1.8) a (6.2.6).

V=2mw, > w, :L, wy, =0 (7.2.1)
2mr
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y Lo _ ¥

w, — (6.1.8)
r O0p 2w
av =" ap (7.2.2)
2
14
Y=—p+Cy (7.2.3)
2r
X
Cy:pro =0, ¥=0 — Cyu =0 (7.2.4)
w0 (7.2.5)
2
ow vV Vo dr
Obr.7.2.1 WpE=mrEo dd):%'T (6.2.6)
14
@=—Inr+Cy (7.2.6)
2r
14
Cp: pror=ry,, @®=0 - Cp =——-Inr, (7.2.7)
2
o= . (7.2.8)
2r 7y

Zrovnice pro proudovou funkci (7.2.5) plyne, ze ¥ =konst, kdyz ¢ =konst, t0 znamena, Ze
proudnice jsou radialni paprsky. Nulova proudnice je totozna s 0S0U X, ostatni proudnice propoustéji mezi sebou
stejné pritoky AV = AY , Eemuz odpovida stejny Ghel Ag .

Z rovnice (7.2.8) pro potencial rychlosti @ vyplyva, ze @ = konst , kdyZ r = konst , a to spliiuje ekvipotenciala
ve tvaru kruznice. Ekvipotencialy jsou tedy soustfedné kruznice se sttedem ve zfidle, které se konstruuji tak, aby
vzdy mezi dvéma sousednimi byla stejnd zména cirkulace A" = AD.

Vztahy pro propad jsou stejné az na znaménko u pohltivosti (— V). Proudéni ze ziidla ¢i do propadu

spliiuje rovnici spojitosti a nevifivosti v celém rozsahu s vyjimkou samotného stfedu. Ten se jako singularni bod
z proudového pole vyjima.

7.3 Potencialni vir

Potencialni vir je proudovy tutvar, v némz vSechny ¢astice tekutiny obihaji po kruznicovych drahach
kolem virového stiedu. AC se jednd o vir, proudéni je to ve vSech bodech nevifivé, tj. modelové Castice se
neotaceji kolem vlastnich stfredd. Vyjimkou je stfed, ktery se z proudéni vyjima, nebo se nahrazuje virovym
vlaknem, jez se otaci jako tuhé téleso, viz zavér stati 6.4 o indukované rychlosti.

Z indukované rychlosti (6.4.14) vyjdeme pii hledani proudové funkce ¥ a potencialu rychlosti @.
Pouzijeme-li opét polarni souradnice, pak indukovana rychlost ma obvodovy smér, je to tedy slozka w,, zatimco
W= 0. Zw, vypocteme ¥a @.

I
qu = E, W’, = 0 (6414)
oY I
-7 - 7.3.1
¢ or  2mr (7:3.1)
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I dr

d¥ =——— (7.3.2)
2 r
v-—Tnr 4 oc, (7.3.3)
2
I
Cp: r=r,¥=0 — Cy=—1Inr, (7.3.4)
2
, o , r r
Proudova funkce potencialniho viru Y=—-—ln— (7.3.5)
2r r
1 o I’
w,=222_L (7.3.6)
r 0p 2mr
ao =1 ap (7.3.7)
2r
I _
D=—- p+C, , zajistime CyH =0 (7.3.8)
2r
. o I
Potencial potencialniho viru D = 2—(0 (7.3.9)
Vs

Proudnice potencialniho viru ¥ = konst jsou kruznice r =konst. Ekvipotencidly @ = konst jsou
radidlni paprsky @ =konst. Je vidét, Ze kruznice jsou u viru proudnicemi, zatim co u zfidla jsou
ekvipotencidlami. Radidlni paprsky jsou u viru ekvipotencialami a u ziidla proudnicemi. Cili tvar proudnic a
ekvipotencial viru a zfidla je prohozeny.

Sestrojeni proudnic plyne z rovnosti pratoénych mnozstvi mezi nimi. Indexem zna¢ime potadové ¢islo
proudnice (¥, =0 pro r,) a znaménkem kladnou ¢i zapornou hodnotu ¥ .

P A W B B W B N NO R R To)
272' I"O 27[ I"_] 272' I”_Z
P _ 2 s (7.3.11)
" r; r;
r=rr, (7.3.12)

Posledni vztah je Euklidova véta o stfedni
vySce v pravouhlém trojuhelniku, ktera vaze velikost
polomért r,, r_;, r_, tii sousednich kruznic. Graficky
se polomér proudnic ur¢i velmi rychle postupem
naznacenym na obr. 7.3.1. Prvni 2 poloméry se vSak
musi urcit vypoctem. Zaporné proudnice maji poloméry
vé&tsi nez 7, , kladné mensi nez 7, .

Obr.7.3.1

7.4 Prenos tlakového signalu trubici

Nékdy se nemiize umistit tlakové ¢idlo pfimo do mista, kde se mé tlak méfit, protoze prostiedi je pfilis
agresivni (v jaderném reaktoru), horké (v peci) apod., nez aby tam instrumentace snimac¢e mohla dlouhodobé¢
vydrzet. Je vSak mozné ¢idlo umistit mimo do pfijatelného prostiedi a spojit je s méfenym mistem dlouhou
trubici. Trubici a komlrkou pfed membranou ¢idla se periodicky signal cestou zkresli, zméni amplitudu a fazi.

vvvvvv

Cennou je tada vedlejSich produktii, at’ jiz z pohledu analytického feSeni nebo fyzikalnich vlastnosti
pfenosu. Jejich vycet je bohaty a mély by se v procesu vypoctu sledovat: pfeména soustavy 3 vychozich
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parcialnich rovnic proudéni na jedinou vlnovou, vlozeni tfeni do Eulerovy rovnice, vypocet tlaku z potencialu
rychlosti, feSeni vlnové rovnice Fourierovou metodou, vliv tfeni na Sifeni malych tlakovych poruch, vznik
stojatého vInéni z postupnych vin, vlastni frekvence pfenosového systému.

Mgjme dlouhou trubici @D, délky L, na jejimz konci je komirka snimace o objemu V. Do o0sy trubice
poloZime osu X se zaCatkem v mist¢ méfeni, kde je budici p = p, +Ap0e"”t (pro jednoduchost polozime
Py =0). V libovolném misté X mizeme rychlost w,, tlak p a hustotu p rozlozit do stfednich hodnot a malych
odchylek wy, p', p' Stredni rychlost w, =0, protoze trubice je na konci uzaviend, p, =0 pro jednoduchost.

Tekutina je stlagitelna a plati pro ni 3 rovnice na fadcich (7.4.6) az (7.4.8). Vlevo jsou obecné tvary rovnic,
vpravo verze pro jednorozmérné proudéni v trubici po zjednoduseni dané tim, ze p' << p, a w, —>0.

P=po+4pee™
@D
X
pp=0 45— | | -
X dx
L V[m?]
Obr.7.4.1
Vychozi podminky: w,Ja<l (podzvukové proudéni) (7.4.1)
D/A<1 (A je vlnova délka signalu) (7.4.2)
w, = x(x,l)=wx0 +w;(x,t):0+w;(x,t) (7.4.3)
p=plx.1)=py+p'xt)=0+p'(x1) (7.44)
p=plx, t): Lo +p'(x, t)= Lo +p'(x,t), P << py (7.4.5)
Vychozi rovnice
Rychlost zvuku P _ a’ P _ al  (bez tireni) (7.4.6)
op op
. . op dpwy) op ow,
Rovnice spojitosti —+ =0 ——+ =0 * 7.4.7
Pel o ok o 0 o (.47)
ow; Ow; ow
Eulerova rovnice o'+ wy, =R, Lo o 1P (7.4.8)
ot ok e p O ot Py Ox

Rovnici (7.4.8) na pravé strané doplnime o vliv tfeni formalné¢ podobnym clenem na bazi tfeciho
faktoru R Pokles tlaku dp, vlivem tfeni v trubici na délce dx se vyjadii:  dp, =R,w,pydx. Pi
lamindrnim proudéni Ry :32V/ D, kde v je soucinitel kinematické vazkosti (szd 15107 mz/s).
Rovnice (7.4.8) tak nabude tvar (7.4.9). Vypolteme zni dp/ox (7.4.10) a po zavedeni potencidlu rychlosti
(7.4.11) ur¢ime vzorec pro vypocet tlaku (7.4.15). U aditivni integrac¢ni konstanty C (t) muzeme zajistit, aby

byla nulova pfi podmince @ =0, 0®@/dt=0, p=0.
ow, I op_1dpy 13 ,

(7.4.9)
ot Py Ox py dx Py Ox

- Wx

o Olow,) allpy+p W] . dlppwl)  ow,

ax Ox Ta P a
ow ol0+w)! ow)
** Xy = ( WX).(0+W;):—XW;:0 protozew, — 0
ox Ox ox
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op ow
X 5 X5 R 7.4.10
o Po ot PolyWy ( )
wx=a—@ . kde @(x,1) (7.4.11)
Ox
op 0 (o® oD
7.4.11) — (7.4.10): —=—py—| — |- ;— 7.4.12
( )= ( ) o poat(axJ oRi — ( )
op 0 (0@ oD
@ __, 0T, p. L 7.4.13
o "ax(az] Polte o (74.13)
P__, 219 R (7.4.14)
Ox Ox| ot
oD i
p=—p0|:E+Rtch}+C(t) zajistime C=0 (7.4.15)

Porovname-li vzorec pro vypocet tlaku (7.4.15) s diive odvozenym (6.6.9), chybi nam zde dynamicky
tlak p w? / 2, protoze zakladni rychlost W Vv uzavfené trubici je nulova. Naopak je tu navic —p,R,;@ diky tieni,
které se v ptivodnim vztahu neuvazovalo. Zatim jsme pracovali jen s Eulerovou rovnici. Nyni upravime rovnici
kontinuity (7.4.7) tak, Ze derivaci dp/ot rozvedeme do soudinu Op/dp-Jp/ot, kde dp/dp je podle (7.4.6)
pievracenou hodnotou kvadratu rychlosti zvuku ol a za tlak do dp/ér dosadime (7.4.15), viz (7.4.16). Po
dosazeni @ obdrzime vinovou rovnici (7.4.17), ktera uréitym zpuisobem nahrazuje vychozi soustavu téi rovnic.

ow, @ ap g 1 o’ oD
Py e o P PP:_Z(_,)O{ +R J (7.4.16)
0

o o op ot ar "o

2 2
6_?5 = Lz 6_;17 + Ry o ... vlnova rovnice pro @ (7.4.17)
ox<  ap\ ot ot

Vlnova rovnice je parcialni diferencialni hyperbolického typu. Poslouzi k uréeni @(x,l), potfebnému
K uréeni S$ifeni tlaku v trubici. KfeSeni pouZijeme Fourierovu metodu, ktera parcialni derivace nahradi
oby€ejnymi. V metod€ se @ predpoklada ve tvaru soucinu dvou funkei, z nichZ jedna je funkei pouze polohy x a
druha funkci jen ¢asu t. Casovou funkci T(t) muzeme piedpokladat shodnou s buzenim na pocatku trubice:
T (t)zew(ia)t), kdezto polohovou funkci X(X) musime uréit, a to tak, ze ptredpokladané (D(x,t) zpétné
dosadime do vlnové rovnice, viz (7.4.19). V nasledujici upravé je za zadané veli¢iny tvofici komplexni ¢islo
dosazena substituce . Z parcialni vlnové rovnice jsme obdrzeli oby&ejnou diferencialni rovnici, ktera se

snadno vyfesi v exponencialnim tvaru X =exp kx dle (7.4.22). Vysledné feSeni X (x) je na fadku (7.4.24).

D(x,t) = X(x)- T(t) = X(x)- € (7.4.18)
2
(18)—(17): d f et = Lz(—szef“” +R,ina)ei‘”t) et (7.4.19)
dx ag
2 2
R..
d f = iz(—wz +iRt,va))X, 72 = —(EJ + {-”J{ﬂ) (7.4.20)
dx ajp ag ag \ay
R ——
}/2
2
d j( =y?X, piedpokladame X =e* (7.4.21)
dx
k?-e* =y (7.4.22)
k=xy (7.4.23)
X=Ce7" +C,e”* C,,C, jsou integraéni konstanty (7.4.24)
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Poslednim vztahem je dana druhé funkce Fourierova rozkladu a pifesto nejsme hotovi. Nezname totiz
zname komplexni ¢islo 7/2 . O y budeme predpokladat, ze je rovnéz komplexnim cislem, které zaznamename
y =a+if . Takto rozepsané y dosadime zpét do (7.4.20), porovname realné a imaginarni ¢asti a dostaneme dvé

rovnice pro nezndmé «, 3 . Detaily jejich vypoctu nejsou uvedeny, ale vyjdou podle (7.4.29) a (7.4.30).

y=a+if

(7.4.25)
> (R
(25)—>(20): o’ +vi2af - B = —[aﬁJ H[a_tJ(aﬁJ (7.4.26)
0 0 0
? (7.4.27)
rediné casti a’-p% = _[ﬁ 4.
“0 @ f=?
. - dsti 2 _ _177 ﬂ
imag. casti af [ p j(ao (7.428)
- 5 12 +1/2
!l | w R,
o, =t—| — || -1£|I+]| (7.4.29)
12 Sla »
0

2T
ﬁu:ii(&j _J{H(&j ] (7.4.30)
2\ aq @

Vysledek, tj. @(x, t) dostaneme dosazenim X (x) do Fourierova rozkladu (7.4.18). Ztejmymi tpravami
vznikne (7.4.32). Jsou to dv€ viny, prvni bézi zleva doprava, tj. s rostoucim ¢asem se posouva do vyssich x, a

pfi tom jeji amplituda exponencialné klesa. Druha vina naopak bézi zprava doleva a amplituda se exponencialné
méni jak naznaceno graficky. Souctem postupnych vinéni vznika stojaté vinéni @ .

D(x,t)=e"" lCIe_” +C267XJ: e [C,e_(a”ﬂ)x +Cze(“+’ﬁ)xJ (7.4.31)

— Clefaxei(wtfﬁx) + Czeaxei(wﬂrﬁx)

W% ¥ W postupna vInéni

(7.4.32)

‘ ‘ stojaté vinéni
Obr. 7.4.2

Rychlost postupnych vinéni @ plyne z exponentl (aJt — ﬂx), (aJt + ﬂx) Sledujeme-li napft. vrchol realné

viny jdouci zleva doprava, musi byt hodnota 1. zavorky trvale nulova pro rizna x,¢. Vytknutim £ nabyvaji oba
¢leny zavorky vyznam drahy x, kterou vyjadiime pomoci rychlosti a jako at.

(a)t—ﬂx)=ﬂ(%t—xj=ﬂ(at—x) - a=% (7.4.33)
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Tlak se $ifi v trubici stejnou rychlosti jako

O o @, o Cemz se priesvédéime, kdyz @ (7.4.32)
_E m——- dosadime do tlaku p (7.4.15). V grafu na obr.
[m /S] a 7.43 je vynesena zavislost rychlosti Sifeni
tlakovych poruch a=w/f na frekvenci

200 . . . .
/ f =/2x . Vidime, Ze pii nizkych frekvencich je
tato rychlost velmi ovlivnéna tfenim a je podstatné
/ niz8i nez rychlost malych tlakovych poruch a, v

otevieném prostiedi bez tieni ( = rychlost zvuku).
Srostouci frekvenci se a asymptoticky blizi a,.

0 30 60 90 f:g[HZ]
n Vypocet byl proveden pro vzduch o

Obr. 7.4.3
v=15-10"m?/s v trubici 0 @D = 1,1mm

(R; =32v/D, ay=.[xrT =/14-287-3000 =341m/s)

Jak je to vlastné v souhrnu s rychlostmi w,, w', a, a,? Zakladni rychlost w, =0 vlivem uzavfeni

trubice na zadnim konci. Céstice tekutiny vsak konaji kmitavé pohyby ve sméru X rychlosti w', kterymi se
prenasi hybnost a tedy tlak od ¢astice k ¢astici. Rychlost Sifeni tlaku v trubici je a, bez tfeni a,).

a) Podminka natékani plynu do komiirky tlakového ¢idla

Tato podminka je okrajovou podminkou pro uzavieny konec

oD trubice a slouzi ku stanoveni jedné z integracnich konstant C,,C,.
Wy =L PiirGstek hmotnosti v komtirce dm za elementarni ¢as dt musel protéci
=" 7 koncovym prufezem trubice za tuto dobu, viz (7.4.35). Odtud
V[m?] vypocteme koncovou rychlost w;|x: L= wx|x: L
L dm=Vdp (7.4.34)
Obr.7.4.4 (o + £,')Wx|x=L Sdt = Vdp (7.4.35)
0

w] _Vdp_V opp__V (7.4.36)
sl pS dt pS Op ot p,Sa o

b) Vlastni frekvence systému (2

Trubice s komirkou, kde se pienasi periodicky tlakovy signal, tvoii systém. Kazdy takovy kmitavy
systém ma vlastni frekvenci, pfi niz je nulovy utlum, tzn., Ze sebemensi porucha zplsobi silné kmitani, zde tlaku.
To by se zdalo u naseho systému vyhodou, budici sinusovy tlak by dosel k ¢idlu nalezité zesilen, s vysokymi
amplitudami. Pfesto se oblasti rezonance budiciho signalu s vlastni frekvenci systému vyhybame, protoze pfi
malé odchylce frekvence od vlastni f, dochazi ke znaénému poklesu zesileni a ke zméné faze mezi vystupnim a
vstupnim signalem. Znalost vlastni frekvence je tudiz dulezita.

Pii feseni vlastniho kmitani se vychazi z nulového buzeni soustavy, tj. z nulového tlaku na vstupu dle
podminky a). K ur€eni druhé konstanty mame podminku b) pro konec s komirkou. Tuto podminku mizeme
upravit podle (7.4.39), protoze dp/dt =i€2 p, jak uvedeno na tadku (7.4.37). Reseni vstupni okrajové podminky
dava rovnost obou konstant az na znaménko. Reseni druhé podminky na fadcich (7.4.45) a (7.4.46) nevede k cili,
protoze konstanta C se v rovnici vykrati. To je v pofadku, u vlastniho kmitani nelze urcit absolutni hodnotu
kmitajici veli¢iny. Misto toho jsme obdrzeli tzv. frekvenéni rovnici (7.4.47), z niz mizeme vypocitat vlastni
frekvenci 2. Jezto rovnice je komplexni, 1ze o¢ekavat, ze uhlova vlastni frekvence bude rovnéz komplexni:
Q2 =ReQ2+ilm 2. Vypocet redlné Re 2 a imaginarni slozky Im €2 neni jednoduchy, vede k nému rozd¢€leni
frekvencni rovnice na redlnou a imaginarni ¢ast.

p=ape? > %:ifmpe’ﬂf =iQp (7.4.37)
podminky pro C,,C,: a) x=0,p=0 (7.4.38)
12
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v o Vg’ ivp?

b) x=L, w_= —= [iQp= -p (7.4.39)
Y pySa’ Ot p,S’ PSR
3) —py @—@ ‘R, @j —0 (7.4.40)
4 x=0
(31)—>(40) — polie®(C, + C))+ R (C, + G )|=0 (7.4.41)
—py€?(C, +C,)[i2+R,;]=0 (7.4.42)
C,+C=0—>C,=—C,=C (7.4.43)
Stav po uréeni €, =—C, =C: D(x,1)= Cé2 7 — e (7.4.44)
. 2
b) w_, =% B, )[a‘p+ Rﬁ@} (7.4.45)
x|, pySQ ot .

(44)—(45): —}/Ceigt[e_y]“ +67L]= ;V—gz(— po)[CiQeiQ’(e_yL —eyL)+ Rt,vCei'Qt(e_yL —e”‘)] (7.4.46)
0

Q
. 2
y[e*” +e“]=ﬂ(e*” —eyL)(iQ+Rﬁ) (7.4.47)
50
Q2=ReQ+ilm® (7.4.48)

Jestlize budeme nyni Re (2, Im £2 povazovat za znamé, mizeme (2 dosadit do cD(x,t) (7.4.44) a po
pruhledné upraveé, kdy exponenty s i dame k sobé a realné exponenty rovnéZz secteme, obdrzime (7.4.50).

D =Ce (7 ) (7.4.44)
D= Cei(Re Q+ilm Q) t [e—(a+iﬂ)x _ e(a+iﬁ)x] (7449)
D= C[e—(lm Qt+ax)ei(Re Qt—ﬁx) _ e—(lm Qt—ax)ei(Re QH—ﬁx)] (7450)

Posledni rovnice popisuje 2 bézici viny, prvni se sune zleva doprava, druhd naopak, jejich amplitudy

maji exponencialni pribeh, ktery se vSak méni s ¢asem. Realna ¢ast vlastni frekvence v zavislosti na @D trubice
je vynesena na obr. 7.4.5.

Re Q2

fv= o N [ 7] Vysledkovy diagram plati pro L =
Mz} fvy/ P 1m, V = 0,95 cm®, v = 1510° m?4. Za
120 M 7 danych podminek, pfi trubi¢kach o priméru

80 \< g v2 men$im nez [2mm, ma systém jednu

vlastni frekvenci, pfi pramérech vétsich tfi

40 /\ fu vlastni frekvence. Jiz bylo feCeno, Ze
vlastnim frekvencim se mame vyhnout a

upfednostnit  oblasti  vySrafované na

0 04 08 12 16 20 oD[mm] obrazku. Neexistence vlastni frekvence pfi
abnormalné malych primérech mize byt
Obr.7.4.5 . N s
jak skute¢nost, tak numericka chyba.

c) Pomér vystupniho a vstupniho tlaku
Pfi feSeni pomeru tlak musime ve vzorci pro @ (7.4.32) predevsim urcit integracni konstanty C,,C, z

pocateni a) a koncové podminky b). Konstanty z komplexnich rovnic budou ziejmé také komplexni, jak
naznadeno na fadcich (7.4.51), (7.4.52). Pomér tlakd p._, /p,_, je op& komplexni a da se uvést nékolika

zpusoby. Pokud chceme znat pro méfeni skute¢ny pomér tlakl, vezmeme z néj realnou Cast (A,,Acos @).
Pribéh A je naobr. 7.4.6.
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@ =Cre @ ) 4 0, oo pilort/) (7.4.32)

CI’C2 =?
Q) x=0, p=Adpe' (7.4.51)
Al \
2 T2
by x=L w_, =P . (7.4.52)
L=1m pySw
. C,=ReC,+iImC, (7.453)
C,=ReC,+ilmC 7.4.54
%ﬂ 0.3m L 2 el +1dmC, ( )
—-/
f = 0/22[s] —py [aa@+Rtrch}
t
Obr. 7.4.6 Pot _ el (7.455)
Px=0 Ape'®
iarct’ﬁ
Pl _ Ay +idy = Alcos p+ising)= Ae' = |47 + 43¢ " (7.4.56)
Px=o

Vysledky na obr. 7.4.6 plati pro ¥ =0,95cm>, v=15-10" m?[s, @D = 1,1mm, R, =32v/D".
S rostouci délkou trubice se rezonanéni vrchol posouva do nizsich budicich frekvenci. Vrchol je §tihly, v jeho

okoli pisobi pienosovy systém jako zesilovac, ovSem mala zména budici frekvence zptisobuje znacnou zménu
zesileni a faze také.

8. SloZena proudéni

Jednoducha dvourozmérna potencialni proudéni je mozné superponovat (secitat) a dostavaji se proudéni
technicky zajimavéjs$i nez jsou vychozi pripady. Napt. slozenim dvou ziidel se dostaneme vytok ze zfidla
v blizkosti rovné stény. Uvedeme vSak jen proudéni, kterd vedou k obtékani valce, resp. valce rotujiciho. Toto
proudéni samo o sobé ma vyznam spisSe teoreticky a pedagogicky, da se ale konformné transformovat na
obtékani technickych dvourozmérnych téles: leteckého profilu, desky rizné sklonéné, elipsy apod.

8.1 Skladani rovnobézkovych proudi

Slozme dvé rovnobézkova proudéni, jedno ve sméru osy X 0 rychlosti w, =a a druhé rovnobézné
sosouy o rychlosti w, =5 . Natadcich (8.1.2) a (8.1.3) jsou vypocteny proudové funkce obou proudéni ¥',%#"
a potencialy rychlosti @', @". Integratni konstanty byly stanoveny tak, aby byly nulové. Stanovené

YY" @', @" opravdu nalezeji potencialnim proudénim, protoZe spliiuji Laplaceovy rovnice (6.5.3), (6.5.5).

w.=a, w,=b (8.1.1)

x y
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o' o'

W, =a= = - Y¥'=qy, @' =ax 8.1.2
x > o y (8.1.2)
wy:b:—ayl :ai Y"=—bx, @"=by (8.1.3)
Ox oy
2 2 2 2
CPLID_y, THLTE (6.5.3), (65.5)
ox Oy ox oy

Proudéni, které vznikne sloZenim obou zakladnich proudéni ma ¥, @ vznikla prostym souétem ¥', %"
resp. @', @" . Jestlize vychozi funkce byly potencialni, musi byt i funkce vznikl jejich se¢tenim potencialni. Ze
tomu tak je, mizeme se presveédcit tim, ze opét dosadime do Laplaceovych rovnic.

V=V'+¥"=ay—bx (8.1.4)
O=P'+P"=ax+by (8.1.5)
Slozky rychlosti vysledného proudéni jsou rychlosti ptivodnich proudi:

oY 0@ oY o@
L =—=—=a, W ===
oy ox 7 ox oy

w

b (8.1.6)

Slozeni ekvipotencidl @' =konst, @" =konst a proudnic ¥’ =konst, ¥" =konst miZeme provést
graficky. Na obr. 8.1.1 je konstrukce proudnic ¥ = konst .

Vodorovné piimky jsou proudnicemi ¥'=ay = konst horizontalniho rovnobé&zkového proudu, svislice
jsou proudnicemi ¥" =—bx = konst vertikdlniho

y proudu. Mezi sousednimi proudnicemi obou
AX AX proudéni musi protékat stejné mnozstvi, tj.
/
¥, AV =ady = A¥Y" = —bAx (8.1.7)
¥
! 2 # Ay:—ém (8.1.8)
3 Ay a
¥ Jestlize tedy zvolime vzdalenost Ax
! 4y svislyjch ~ proudnic,  z pfedchoziho  vztahu
! vypocitame Ay vodorovnych proudnic. Nulové
#)

X proudnice ¥, ¥, jsou totozné s osami x,y. Pt
vy w U2 w" f s T , , .
0 -1 -2 -3 skladani se secitaji indexy vychozich proudnic,
Obr. 8.1.1 které udavaji poradova ¢isla hodnot proudové
funkce véetné znaménka. Napf. proudnice ¥,

vznikne z prusecikl proudnic

P+, Y+¥, Y3+, Py +P; atd

8.2 SloZeni zi'idla a propadu o stejné vydatnosti

Ve vzdalenosti s od pocatku souradné soustavy x,y lezi na ose X zfidlo (vlevo) a propad (vpravo) o
stejné vydatnosti V . Vroving x, y proudového pole zvolime bod C, ktery ma v polarni souradnicové soustaveé
ztidla polohu danou radiusem 7’ a tthlem ¢', v soufadné soustavé propadu r”, ¢". Vysledny potenciil @ je
sou¢tem @', @" obou proudéni, obdobné ¥ je souétem ¥', ¥":

¢:¢'+Q7":£lnr—,—llnr—”:£lnr—, (8.2.1)
T ry 2 ry 2m 1"
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’ L4 V ’ V. " V " ’
2 2r 2r

Proudnice jako cary ¥ =konst maji podle
(8.2.2) ¢"—¢@'=konst. Tento rozdilovy uhel, viz obr.
8.2.1, bude konstantni, kdyz bude obvodovym uhlem
K lezicim na kruznici. Na obrazku vykreslend kruznice je
W tedy proudnice. Nulovou proudnici ¥, =0 0 ¢"—¢'=0
je nekone¢né velka kruznice totozna s osou x od propadu

I doprava a od zfidla doleva.

a Ostatni proudnice sestrojime pomoci jejich
r r W, prisecikti K s osou y tak, ze pro kazdou proudnici ur¢ime
jeji thel a. Bod K ma ¢"—¢'=2a, proudova funkce

$ -9 v bodé K tedy bude ¥ dle (8.2.4). Budeme-li chtit, aby
o' Wr P X proudnic bylo n, ztoho polovina nad osou X a druha

@ @ polovina pod osou X, potom pritoéné mnozstvi mezi
S S

sousednimi je AV dle (8.2.5). Mezi nultou proudnici ¥,
a sousedni ¥, protee AV, mezi nultou ¥, a ¥,

protece 24V atd., viz (8.2.6) az (8.2.8). Z t&chto vztahi
se vypoctou uhly proudnic «,, a_;, a_, atd.

Obr. 8.2.1

K: ¢"—¢'=2a (8.2.3)

W =——2a= (8.2.4)

(8.2.5)

T
_)LZI:

Yok =¥k =0-| = - ;

(8.2.6)

TOK _T—ZK :0_ - —> [04 2 =2—=20[ i (8.2.7)

Va_zJ Va_, 14 T

Wy~ =0~ L4 J LS Sy SE LA L (8.2.8)
V4 n n

Zname-li uhly «, sestrojime proudnice dle obr. 8.2.2.
Zde bylo zvoleno n = 12, takze x /12 = 15° . Hodnoty
proudovych funkci proudnic nad osou X jsou zaporné, proto zde
maji proudnice zédporné indexy. Dolni proudnice maji kladné
indexy, pfi ¢emz indexy udavaji pofadova c¢isla proudnic
sefazena podle hodnot jejich ¥.

-1

Vypocet rychlosti w sloZzeného proudéni nemizeme
udélat ze slozek
1 0¥ v
w, :—~a—, W, :_6_ (8.2.9)
% r O or

protoZe nezname ‘I’(r, qo), ale 'P(ga’,go”). Obdobné je tomu u

@ . Vyuzijeme vSak podobnosti rychlostniho trojuhelnika
wi,w!, w a pravodi¢ového trojuhelnika »",r',2s. O jejich

¥

Obr. 8.2.2 .
podobnosti plati (8.2.10), z niz vypoéteme W.

58



W _2m T 2 _ W (8.2.10)
W" V r! " ;
2727/'”
we g V25 (8.2.11)
r 2r r'r

Popsané proudéni je teoretickou konstrukcei, protoze u skuteéného proudéni by vSechna tekutina tekla
nejkratsi cestou ze ziidla do propadu. Vyznam je ve vytvofeni baze pro tzv. dipdl, ktery se jiz podili na proudéni,
vysvétlujicim mnohé jevy dynamiky tekutin.

8.3 Zridlovy propad - dipél

U slozeného proudéni zfidlo — propad o stejné vydatnosti byla vysledna rychlost:

V2
27 r'r"

(8.2.11)

Budeme-li zmensovat vzdalenost zfidla a propadu 2s , rychlost w bude dle vzorce klesat, az pii 2s = 0
bude w = 0. Pfiblizujme vsak zfidlo a propad tim zpsobem, Ze s klesajici vzdalenosti 2 se zvySuje vydatnost

V, ato tak, Ze soudin ¥ 2s = M je konstantni. Tento limitni p¥ipad je dip6l, ktery mizeme tedy definovat vétou:

Z¥idlovy propad je mezni ptipad proudéni mezi ziidlem a propadem o stejné vydatnosti V, které se
piiblizuji az k 2s = 0 takovym zptisobem, e soudin vydatnosti a vzdalenosti je staly. Sou¢in M = 2Vs = konst je
tzv. moment ziidlového propadu. Rychlost w dostaneme z (8.2.11) pro r'=r"=r:

y wo 2 M

K (8.3.1)

Z ptechodu zfidla a propadu na dipol je jasné, ze
d proudnice u dipdlu tvofi svazek kruznic se stiedy na ose VY,

VIYF 2 \w Yo které vSechny prochazeji poc¢atkem soutadnicovych soustav X,
yar,.Zvedlejsiho obrazku je vidét, ze
4
W, :—wsingo:—a—yj:ia—(p (8.3.2)
or r op
X
Obr. 8.3.1 1o¥ _o@

W, =—Wcos p=———=—
" 7= op  or

(8.3.3)
Znaménka (-) U wsing a wcos ¢ jsou zpisobena tim, Ze w, sméfuje proti sméru r a w,, proti thlu .

Rovnic pouzijeme k vypoctu ¥ a @ dipolu.

la—T:—wcosqaz— MZ cos @ (8.3.4)
r 6(0 2mr
M
pro r = konst d¥Y =———cospdy (8.3.5)
2mr
Y= —ﬁsmmc(r) (8.3.6)
2mr
C(r): pro =0, ¥=0 — C(r)z(), to bude platit pro vSechna r (8.3.7)

59



Y= —ﬂsin¢ (8.3.8)
2mr
la—éz—wsin(o:— sin@ (8.3.9)
r 0@ 2
M .
pro r = konst d® =———sinpdp (8.3.10)
2mr
@ =+ o p+C(r) (8.3.11)
2mr
C(r): pro ¢ :%, D=0 —> C(r): 0, a bude platit pro v§echna r (8.3.12)
o=M o5 (8.3.13)
2mr

O proudnicich jiz vime, Ze jsou to kruZnice, o ekvipotencialy se z Gspornych divodi nebudeme starat.
Nulova proudnice je kruznice S nekonecné velkym polomérem totozna s 0S0U X, viz podminka (8.3.7), ktera ji

definuje. Ostatni proudnice sestrojime opét pomoci bodu K , prasec¢iku kruznice s osou y. V bodé K je ¢ 2% a

r = d, tj. pramér kruznice. Proudova funkce v bodé K je ¥, viz (8.3.14). Praméry d jednotlivych proudnic se
stanovi z podminky stejného pritoéného mnoZstvi mezi sousednimi proudnicemi AV = V/ n, kde n je
pozadovany pocet proudnic.

V4 M
bod K : ==, r=d > ¥Yy=—— 8.3.14
@ > r K o ( )
W ¥ 0| M |- M _ Vg M (8.3.15)
2md_; ) 2md_, n 27V
. % d
Wy~ =0-| - | Moy g, =1Mn _dy (8.3.16)
2mwd, ) 2md_, n 227V 2
. % d
Wy s =0—| - | = M a4y -3V el M _dy (8.3.17)
2md_; ) 2md_; n 322V 3
Vypocéteme-li z (8.3.15) primér proudnice d_;, pak
druhda proudnice ma pramér d_,/2, tieti d_;/3 atd. Na y K
proudnicich nad osou X jsou zaporné hodnoty proudové funkce,
na symetrickych proudnicich pod osou X jsou ¥ kladna ¢isla.
K. ds
/ d
d_, %=1
3 |2
X
8.4 Obtékani valce
Obr. 8.3.2

Je to technicky dulezity ptipad skladani proudéni, protoze tvoii zdklad pro feSeni obtékdni riznych
téles, jestlize se aplikuje konformni transformace. Proudovou funkci ¥ obtékani rotujiciho valce dostaneme
slozenim proudovych funkci rovnobézkového proudu ¥re, dipolu ¥p a potencialniho viru ¥ viz (8.4.1). Nize
bude ukazano, Ze r2 = M/2 7a. Tuto substituci pouZijeme k tpravé rovnice (8.4.2)
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Obr.8.4.1

M r
VY=Y +¥,+%¥ :arsingo—Z—singo——lnL

2r
M r
=arsing| - ——lnL, ri = M
2mar’ ) 2m 2rma

2
= arsingo[] —[F—OJ ]—LlnL
r 2r 1

Slozky rychlosti, opét v polarnich soutfadnicich, budou:

2
w, = 1.9¥ = acosw{l—(r—o] j
r op r

oy , Y|
W, =——— = —asing| I+ — + —=
or r 2 r

(8.4.1)

(8.4.2)

(8.4.3)

(8.4.4)

(8.4.5)

Proved'me sloZzeni proudovych funkci ¥re, ¥p, ¥4 graficky. Budeme postupovat tak, ze nejprve
slozime proudnice rovnobézkového proudu s proudnicemi dip6lu, coz je realizovdno na obr. 8.4.2.
Poznamenejme, Ze proudnice jsou zde znaceny jen svymi indexy. Vysledné proudéni predstavuje obtékani
nerotujiciho valce pii nabézné rychlosti a . Proudnice ¥, =0 je zpocatku totozna s 0sou X, potom od nabézného

Obr. 8.4.2

bodu s kruznici o poloméru r,, a za odtokovym bodem opét s 0SoU X. Castice, ktera se pohybuje po nulové

proudnici (totozné s 0S0U X), narazi na valec v bod¢ P. Zde se zbrzdi na rychlost w=0 a misto se proto nazyva
bodem nulové rychlosti. Podobny bod je jesté na opacné strané valce a je oznacen Q. Funkce dipdlu spociva

V tom, ze rozevira proudnice rovnob&zkového proudu pro obtékany valec.
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Vysledné proudnice obtékaného valce bez cirkulace slozime s proudnicemi potencialniho viru. Nulovou
proudnici potencialniho viru ztotoznime s obtékanym valcem v poloméru ro. Body nulové rychlosti se nyni
posunou smérem nahoru jak ukazuje obr. 8.4.3.

Obr. 8.4.3

Obraz proudnic na obr. 8.4.3 odpovida teoretickému proudéni nevazké tekutiny kolem rotujiciho valce.

U vazkého proudéni by se body P, Q posunuly na otacejicim se valci ve stejném sméru, tj. ve sméru obvodové
rychlosti.

a) Urceni momentu dipélu

Chceme-li dosahnout obtékani valce o poloméru r, pfi nabéhové rychlosti a, potfebujeme k tomu znat

moment dip6lu M. K uréeni M vyuzijeme libovolny bod kruznice r,, ktera je nulovou proudnici ¥, =0 . Podle
(8.4.2) pro ni plati:

Y= arsingo[]— sz - £~lni (8.4.2)
2mar 2 Ty
pro r=r, 0= arysinp|1—- MZ - L-lnr—o (8.4.6)
2mar; 2r
pro sing # 0 0=|1- — M (8.4.7)
2rary 2ma
M :27rar02

Potvrdili jsme tedy diive pouZzitou substituci r02 =M/2ma

b) Urceni cirkulace I”

Cirkulace potencialniho viru urcuje, kde se na rotujicim valci budou nalézat body nulové rychlosti
P,0, 1. jaky bude thel ¢, . Uloha byva zadana opaéné: mame uréeny thel @, a chceme znét cirkulaci 1, jiz
ho dosahneme. K vypoctu 7 pouzijeme w,, v bod€ nulové rychlosti, kde jsou parametry (8.4.8). Dosadime je

do vzorce (8.4.5) pro obvodovou rychlost w,, .

Q=@ r=ry,w, =0 (8.4.8)
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2
W, =—asing {I{V—OJ J + ! (8.4.5)

2
0 =—a sing, 1+(r—0j + rr (8.4.9)
ry 27 ¥
0=-2asinp, + r —  sinp, = r (8.4.10)
27, 4rar,
I =4mr, sing, (8.4.11)

Pokud mé byt ¢, =0, odpovida tomu proudéni bez cirkulace (F = 0).

c) Rychlost na povrchu valce

K vypoctu slozek rychlosti w,.,w,, pouZijeme vzorce (8.4.4) a (8.4.5), do nichz dosadime r =7, :

2 2
w.| = acose {1—(2] ] = acos @ 1—[F—OJ =0 (8.4.11)
"=l r )

I

r=r
Y I r
W, =|—asing| 1+| L + =—2asinp + (8.4.12)
r=r, r 2wr 2rr,
r=n,
Radialni slozka rychlosti w, je nulova ve vSech mistech povrchu vélce. Obvodova slozka w, je
nenulova po celém povrchu valce s vyjimkou boda nulové rychlosti P,Q:
r r
W, |p=p, =—2asinp, + =—2a =0 8.4.13
oLy "o 27, 4mar,  2m, ( )

d) Tlak na povrchu valce

Pro vypocet tlaku v potencialnim proudéni mame k dispozici vzorec (6.6.9). ReSena tloha je
stacionarni, tudiz 0®@/ot =0, pC(t):H = konst. Integracni konstantu H uréime pro bod lezici daleko pifed
nebo za valcem, kde zname tlak p = p, arychlost w=a. Tlak v libovolném misté na povrchu valce dostaneme

z (8.4.14) pror =ro, W = W, . Za rychlost w, dosadime (8.4.12) a pro zkraceni zapisu zavedeme docasnou
substituci K = 7"/2ma. .

oD w? (t)

=—p——-p—+ 6.6.9
p=—p P *AC (6.6.9)
op w?
pro —=0: p=—p—+H (8.4.14)
ot 2
a2
H: pro p=p,, w=a — H=p, +p7 (8.4.15)
w2 r Y
pro r=ry: p|  =—p-24H=H- Ll —2asinp+ (8.4.16)
r=n 2 2 2m,
r r g
p| - -H-£ 4a° sin’ p—4asing +| —— (8.4.17)
r=r 2 2, | 2mm,
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5 2
p| =H- % 4sin2(p—4sin(pz7zl;a+[ r J (8.4.18)
0

pro K = pl_ =H- %(4sin2gp—4Ksin¢J+K2) (8.4.19)

2mrya

e) Sila na povrch valce

Sila se uréi z rozloZeni tlaku po obvod¢ valce, které je ptipravené vzorcem (8.4.19). Silu rozlozime do
vodorovné slozky F, a svislé F . Vodorovna slozka je nulova. Diivodem je symetricke rozloZeni rychlosti a

tedy i tlaku podle osy y, takze kazda elementarni sila dF,

y .
zleva ma protisilu dF', zprava.
dFy i o
F.= Ip| cos prydp =0 (8.4.20)
ng r=n
dFy 0
@ Samoziejmé¢ hlavnim divodem  F, =0 je zanedbani
X vazkosti a jevl s tim pfi obtékani spojenych.

o Symetrie rychlosti a tlaku podle vodorovné osy x
existuje jen pii obtékani vélce bez cirkulace. V tomto
ptipad¢ tedy nepisobi na valec zadna sila. V piipadé
rotujictho vélce je sila F, # 0. Dostaneme ji dosazenim

Obr.8.4.4 tlaku (8.4.10) do (8.4.21).
2z
F, :J.dFy :—J.dFsin(p:—J.pL:rn rod@psin@ (8.4.21)
0
2 2 2 2 2
F,=-r, Hjsingodgo—% 4jsin3god¢)—4l(_[sinzgo dop+K? Isin(o do (8.4.22)
0 0 0 0
2z 2z 2z
protoze J.singp dp=0, J.sinz(p dp=r, J.Sin3¢7 dp=0 (8.4.23)
0 0 0
2 2
pa pa I
F,=—ry— 4Kn=—r)—-4- T =-—pal’ 8.4.24
» T [ T e (8.4.24)

Posledni vzorec pro vypocet pricné sily na valec obtékany potencidlnim proudem plati zcela obecné i
pro t&lesa jinych tvart. Nazyva se véta Kutta-Zukovského. PouZiva se zejména k vypoctu vztlakovych sil
leteckych profilt kiidel a lopatek turbostroji, pokud obtékajici proudéni je hladké, bez odtrzeni od profilu.
V takovych piipadech jsou tieci sily zanedbatelné, na tirovni n¢kolika procent sil tlakovych.

Znaménko (-) u Kutta-Zukovského véty pro valec fikd, Ze sila piisobi proti kladné ose y, tedy dolt. Vliv
cirkulace spociva v tom, ze zvysSuje rychlost pod télesem (proudnice zde jsou hustsi), ¢ili je tu nizsi tlak a sila
F, sméfuje sem. V letectvi je zvykem volit kladnou osu y smérem dolil, takZe pficna sila na profil kiidla

vychazi spravné vztlakové nahoru

9. Konformni zobrazeni
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Obtékani rotujiciho vélce 1ze riznymi transformacnimi pochody pfemeénit na obtékani téles jinych tvard,
dokonce hranatych. Ob¢ pfidruzena proudova pole pak maji vypocitatelné vazby nejen mezi odpovidajicimi si
body a proudnicemi, ale také mezi rychlostmi a tlaky. Nejzndméj$i z transformaci je konformni zobrazeni,
kterym se budeme zabyvat. Diky konformni transformaci byly vypocéteny prvni letecké profily, z nichz
upravami, na zakladé ofukovani v aerodynamickych tunelech, vznikly profily soucasné. Uzite¢nych aplikaci

konformni transformace, jak uvidime, je vice.

9.1 Princip konformniho zobrazeni

Pfi konformnim zobrazeni pfevadime geometrické utvary z jedné roviny (prvotni) do roviny druhé
(druhotné). K tomu je zapotiebi transformaéni rovnice. Lze pouZit jen takové rovnice, které spliiuji Cauchy -
Riemanovy podminky a tim i Laplaceovy rovnice v obou pfidruzenych rovinach. Uvedené podmince vyhovuji
analytické funkce komplexni proménné z = f(cf), kde z=x+iy a {=&+in. M&me vroving &, in bod A

ktery ptislusi komplexnimu ¢islu &.
Tento bod prevedeme do roviny X,
iy do bodu Az, kde mu bude pattit
komplexni ¢islo z. Jestlize se bod
A; ptesune do bodu By o0
elementarni usek dls, zméni se
hodnota komplexniho ¢islo na & +
dd. . Tomu odpovida v druhotné
roviné posuv dlz, bodu Az do B,

Obr.9.1.1

dz=dlz(cos B +isinﬂz)=dlzelﬁz
_ . _ iB,
dé’—dlg(cos B +zsmﬂ§)—dl§e

£ :dl_Zei<,Bz_ﬂ§) — meia)
¢ di,

x Jjimz se zméni hodnota

komplexniho ¢&isla na z + dz.
Z elementarnich ptirGstki vypoc¢-
teme derivaci dz/d¢ :

(9.1.1)

(9.1.2)

(9.1.3)

m=dl, /dlg je modul zobrazeni a @=f, — 8, argument zobrazeni. Modul udava zvétSeni (zmenSeni)

druhotného elementarniho Utvaru oproti prvotnimu. Argument vyjadfuje natoCeni druhotné usecky dl, proti

prvotni dl,. Protoze v témz bod¢ se protinajici ¢ary se vSechny pooto¢i pfi transformaci o tentyz uhel o,

budou uhly mezi nimi zachovany (a; =az). Elementarni trojuhelnik A, B,C, je podobny trojuhelniku

ArByCy, je m-krat zvétSeny a natoCeny o thel o.

in ! | CDQ iy ’ / | 2

Obr.9.1.2
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Popsana  transformace je
tudiz rovnothlda a rovnotvara u
elementarnich obrazcti = konformni, a
nazyva se proto konformni zobrazeni.
Derivace dz/d{ =mepiw je funkei
polohy, takze hodnoty m,w@ jsou
v riznych bodech roviny ruzné, cili
obrazce konecné velikosti budou
oproti své prvotni podobé
deformovény, viz ptiklad proudnic a
ekvipotencial na obr. 9.1.2.



Geometrické vlastnosti konformniho pfetvoieni jsou tedy v souhrnu nasledujici:
- Kazdé care, priseciku ¢ar prvotniho utvaru odpovida zase ¢ara a prusecik ¢ar utvaru druhotného.

- Uhel dvou protinajicich se &ar utvaru prvotniho ma stejny smysl a velikost jako tuhel jim
odpovidajicich ¢ar utvaru druhotného - thel 2 ¢ar se konformni transformaci neméni

- Nekone¢n€ maly ttvar v rovin€ prvotni se zobrazuje v druhotné roviné nekonecné malym utvarem
jemu podobnym, nato¢enym - utvary konecné velikosti se v§ak deformuji.

Tak jako pfidruzené body jsou popsany komplexnimi &isly, tak také veli¢iny proudéni jsou v nich
komplexni. Tyka se to rychlosti w, =w; +iw,, w, =w, +iw,, potencialu rychlosti a proudove funkce. Misto
®a ¥ se zavadi tzv. komplexni potencidl F=@+i%¥ . Mame tedy dvojice potencidli £, =D, +i¥,,
F, =@, +iY¥,. Jak je to se vztahem mezi komplexnim potencidlem a rychlosti je odvozeno na fadcich (9.1.7)
az (9.1.10). Pracuje se vrovin€ zs F,,w., dosazeny vysledek ma misto w, komplexn¢ sdruzenou rychlost w_,

ale to nevadi. Analogie plati v rovin¢ {' mezi F,a w,.

§=&+in - z=x+iy (9.1.4)

We =wg +iw, - w, =w, +iw, (v_vz =w, —iwy) (9.1.5)

Fr=@,+i¥, - F.=@,+i¥, (9.1.6)

dF, = oF, dx+ oF, -dy =(a¢2 +i 0%, jdx+(a¢l +i 0%, jdy (9.1.7)
ox oy Ox Ox oy oy

= (wx —iw, )dx+ (wy +iw, )dy (9.1.8)

=(wx —iw, )dx+i(wx —iw, )dy (9.1.9)

=W, dx+iw_dy =w_(dx+idy)=w,dz (9.1.10)

Vyrazu dF, =w,dz odpovidd dF, =w,dg, kde w, =w; —iw, (9.1.11)

Z hlediska proudéni budeme od konformni transformace pozadovat, aby komplexni potencialy byly
v piidruzenych rovinach totozné: F, =F, =F. Plynou ztoho rovnosti popsané na nésledujicich fadcich,

Z nichz nejzévaznéjsi je vazba mezi pridruzenymi rychlosti w,_,w,, vlastné mezi jejich komplexné€ sdruzenymi
hodnotami w,,w, . Ve vztazich je pouZita identita absolutni hodnoty komplexniho ¢isla a absolutni hodnoty ¢isla

0.5
< . y _ 2.2\
komplexné sdruzeného, napf. ‘wz ‘ = ‘wz‘ = (wx + wy) .

F.=F,=F - @.=0,=0 , ¥.=¥,=%¥ (9.1.12)
dF, = dF; =dF (9.1.13)
w.dz=w;d{ — |w,|dz= \w; \dg (9.1.14)
a.=a (9.1.15)
I ~§ . ={|w. [cosa.dz=§|we |cos a dg ~§ i ag =17, (9.1.16)

9.2 Transformacni pél a transformacni rovnice
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a) Transformaéni pél je bod v proudovém poli, v némz dz/d{ =0 . Poloha transformaéniho pdlu
zasadnim zptsobem ovliviiuje, jak k danému utvaru v roviné ¢ bude pfidruzeny utvar v roviné z vypadat. Pfi

urcité poloze transformacéniho polu bude valci v prvotni roviné odpovidat tieba elipticky valce v druhotné roving,
pfi jiné poloze tieba Sikmo obtékana deska. Z (9.1.14) mlzeme vypocitat pomér pfidruzenych rychlosti
w, [we (9.2.1). V transformaénim p6lu bude pomér w, /w, =0 protoze dz/d{ =0.

W, el 1 el 2
L S (9.2.1)
Moo e e, O
g

Bude-li v transforma¢nim pélu rychlost w, # 0, musi byt w, =oo. Proudéni v druhotné roving, které

ma vné&jakém bodé nekonecné velkou rychlost, nas nezajima. Zbyva jedind moznost, Ze rychlost
V transformacnim polu  w, =0 a pfidruzena rychlost w, je potom kone¢nd. To je podminka, kterou klademe na
proudéni Vv prvotni roviné: nulova rychlost v transformaénim pélu. Zajistit tuto podminku neni obecné
jednoducha zalezitost, u valce je to v§ak snadné, pomuzeme si zménou cirkulace /.

b) Transformacni rovnice z= f (4“ ) musi byt takova, aby se obé proudova pole v nekoneénu
ztotoznila, protoze obtékané téleso jakéhokoliv tvaru ovliviiuje proudéni v bezprostfednim okoli, na vzdalena
mista nema vliv. V nekone¢nu se u obou pfidruzenych proudéni musi ztotozilovat proudnice a ekvipotencialy,
podminka (9.2.2), stejné jako rychlosti, podminka (9.2.3).

z=¢ - limz=¢ (9.2.2)
§—o
W, =w, - lim = =1 (9.2.3)
§—0 dé/

Témto podminkdm vyhovuje funkce tvaru (9.2.4). Jeji derivace je (9.2.5). Polozime-li dz/d{ =0
(9.2.6), definujeme tak transformacni pol. Naznacenou upravou rovnice dostaneme algebraickou rovnici n-tého
stupné (9.2.7) a jejim feSenim kofeny A;,4,..4,,,;. Jsou to obecné komplexni ¢isla, udavajici polohy

transformacnich pola v roving ¢ .

z=§+ﬂ+K—é+K—§+ ......... K (9.2.4)
¢ ¢ g -

bk 2K K5 _ I (9.2.5)

dé’ é/Z 413 4/4 észr]

2
= —0=1-5L T2 L B R (9.2.6)
¢l ¢ g ¢

cmH e e, = 2y —ni, =0 (9.2.7)
Reseni (9.2.7): A Ay e Apss (9.2.8)

Dale se budeme zabyvat jen transformaci Zukovského, ktera z obecné transformaéni rovnice ponechava
pouze dva Eleny (9.2.9). Snadno se piesvéd¢ime, Ze x; = A2, kde A, = A, A, = —4 jsou polohy 2

transformacnich pola v roviné ¢ .

. K A2
Zukovského transformacni rovnice: z=C+—L=c+2- (9.2.9)

¢ 4

Znovu ptipomenime, ze pokud se transformaéni pol nachdzi v proudovém poli, rychlost v ném v prvotni
rovin¢ musi byt nastavena na nulovou hodnotu. Toto odpada, jestlize transformacni pdl je uvnitt obtékaného
télesa. U Zukovského transformace se to muze tykat jednoho nebo i obou polu.
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9.3 Piehled Zukovskych transformaci valce

Na nasledujicim obr. 9.3.1 jsou vlevo uvedeny polohy transformaénich pol na obtékaném valci, vpravo
pfidruzené utvary vzniklé Zukovského transformaci, s uvedenim mist, kam se dostaly obrazy transformacnich

prvotni rovina

poli. Vidime, ze Zukovského transformaci vznika

druhotna rovina obtékani rtizné polozenych desek, elipsy, kapkovitého

télesa, oblouku a tzv. Zukovského leteckého profilu.
/ \ A Tvar i tlouStka obtékanych téles: (elipsy, kapky,
P¢ Q¢ P +Q profilu) zaviseji na poloze transforma¢nich poli. Lze
kj b ¥ je presné ur¢it pomoci transformaéni rovnice, jak
N ukdzeme na prikladu obtékané desky.
= P U nékterych pfipadl, jako jsou pficné¢ a
/9\4 B Sikmo obtékané desky, nelze zajistit nulovou rychlost
Vv obou transformacnich polech. Zde je nutno fesit
\e transformaci na dvakrat, zvlast pro horni a dolni
0 polovinu obrazu. Zadny problém v tomto sméru neni
J Q v ptipadé A, D, E, F, G, u elipsy jsou dokonce oba
Q C Q poly uvniti valce.
K ¢ — | : Prevod se dfive fesil graficky, tj. pfenasel se
p J p | ————  bod za bodem kazdé proudnice a stejn¢ vektor za
J z vektorem se transformovala rychlost.  Dnes
upfednostnime numerické feSeni jak u samotného
D valce tak u konformniho obrazu. Jesté pravde-
Pc 6 \¢Q¢ /¢PZ/— _w%\ podobné&jsi dnes by b}flo piimé feSeni proudové funkce
\;J \\_/ ¥ z Laplaceovy rovnice AY¥ =0.
E YIS
Ps \Q( P, Q:
6 o e
K/)/ L//W W = ‘W‘f |€
we
F
K\\ - -~
\ / / N W, —‘wg ‘e ¢
Ps Q¢ P, Q:
/ \\ G gsx
o) (o
Ps Q¢ P Q; Obr. 9.3.2
Obr.9.3.1

Ptiklad

U konformni transformace obtékani valce na desku kolmou k proudéni zjistit vztahy pro pfenos

geometrie (proudnic) a rychlosti proudéni.

Geometrie: proBnaobr.9.3.1a9.32plati: A, =iy, A, = —iry, A3 = —r; , A3 = —1f (9.3.2)
. . /15 i ”02 i ”02 —i
Pro horni polovinu: z=¢ + = =r'"- ——— = re'? - =& (9.3.2)
g re'? r
. r2 . . .
Pro samotny vélec: zy = re? — L = ro(e””—e_””) (9.3.3)
o
Pro P-,kde ¢ = —: Zp =¥ eli - eii? =1y cosZ + isinZ - cosZ + isinZ 9.34
e i "[ J 0[ 2 2 2 2 (9.34)
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zp = nyli+i) = i2r, , délkadesky L = 4r, (9.3.5)

LW W, 5 We wer? e e (93.6)
WZ = . = — = = = = - = - D
dz /15 r02 J ro2 r? e’ + ”02 R-¢'?
ag o2 ?2 72 el
R® =7 Rcos® = r’ cos2¢ + r,f (9.3.7)
Rsin® = r? sin2¢ (9.3.8)
1
¥ ¥ 2 21/
R’ = (r2 cos 2(p+r02) + (r2 sin2(o) - R = [(rz cos 2(0+r02) + (r2 sin2¢)) } (9.3.9)
2 . 2 .
2 2
tg® = % S @ = amg% (9.3.10)
r° cos 2+, recos 29 +r;
wele O p2et2? welr?
936): W, = el - el ¢io-0.,-0) (9.3.12)

Reid) R

10. Vazké proudéni

Kazdé proudéni je vazké. Pti nizSich rychlostech se uplatiiuje molekularni tfeni, pfi vysokych
rychlostech molarni tfeni, dané shluky molekul v turbulentnich virech. Prvni typ proudéni je laminarni, druhy,
mnohem komplikovanéjsi, je turbulentni. V tomto kurzu se budeme zabyvat hlavné laminarnim proudénim,
turbulentnim pfipadim je vénovan dalsi kurz. O molekularnim tfeni budeme zéasadné predpokladat, ze je

newtonovskeé a tekutina jednofazova, tj. kapalina nebo plyn, nikdy jejich smés nebo dokonce plazma.

10.1 Molekularni vazkost

M¢jme velmi jednoduchy piipad obtékani télesa vazkou tekutinou, a to proudéni podél desky. Profil
rychlosti na obr. 10.1.1 se sklada ze 2 ¢asti, ze zakfivené o tlouStce & a z piimé o konstantni rychlosti w .

Pfi laminarnim proudéni se smykové napéti ¢
vyjadii podle Newtona:

X

ow
< T = n-—ay = n-1gp (10.1.2)

| Nejvetsi 7 je pfimo na sténé v misté y=0,

kde uhel ¢ tangenty profilu dosahuje nejvyssi

hodnoty. S rostouci vzdalenosti od stény y smykové

y Prmax napéti klesa a v misté y=05 nabyva nulové hodnoty.
Tw

Ta je nulova vSude, kde je rychlost w, =konst . To

Obr. 10.1.1 znamend, ze 7 a vazkost se uplatiiuje jen v pomérné

uzké vrstvé & u stény ( tzv. mezni vrstva ), zatim co

vné mezni vrstvy se proudéni chova jako nevazkeé, potencialni, tak jak jsme se jim zatim zabyvali u obtékanych

téles. To je dillezity poznatek pro vnéjsi aerodynamiku, Ze pfi hladkém obtékani téles je nutné vazkost
respektovat jen v tenké mezni vrstvé pii sténé.

Z Newtonova vztahu (10.1.1) plyne, Ze smykové napéti 7 bude konstantni, pokud rychlost w, vzrista
linearné se vzdalenosti y od stény. Takovou ¢ast na rychlostnim profilu najdeme, zejména v tésné blizkosti
stény. Neékdy se pro analytické Gcely uvazuje linedrni pribéh rychlosti w, (y) V celé mezni vrstveé. Nerealné
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proudéni o 7 = konst V mezni vrstvé se oznacuje jako Couettovo. V jinych pfipadech existovat muze, napft
mezi deskami.

Z definice smykového napéti (10.1.1) mtzeme zpétné vypocitat koeficient 77, kterému se fika soucinitel
dynamické vazkosti, kratce dynamicka vazkost. Na fadku (10.1.2) je uveden téz rozmér 77 . BéZné se 77 povazuje

pro danou latku za konstantni, ve skute¢nosti se méni s teplotou, nepatrné s tlakem. Vice nez s dynamickou
vazkosti 77 se pracuje s kinematickou vazkosti v = 7/p . Rozmér soucinitele kinematické vazkosti na fadku

(10.1.3) obsahuje pouze kinematické veli¢iny m, S, proto ten nazev.

dynamicka vazkost: n = ‘ N sm _Ns _ kg (10.1.2)
ow, | m? m m’  ms
oy
ko m? 2
kinematicka vazkost: R { gm_ _ m_} (10.1.3)
p | mskg s

a) Zavislost soucinitele dynamické vazkosti na teploté a tlaku

U plynt se da smykové napéti uréit kinetickou teorii plynu a porovnat s fenomenologickym
Newtonovym vyrazem, viz (10.1.4). Lze odtud vypogitat 7 (10.1.5). Vyznam pouzitych symbold p, A, ¢*, r, T je
uveden. Z nich stfedni volna draha molekul A je nepfimo umérna hustoté p, tedy sou¢in pA = konst. U idealniho
plynu stfedni rychlost molekul c* se vypocte podle (10.1.6). Dosadime-li tento vyraz do 7, ukazuje se, Ze
jedinou proménnou je zde absolutni teplota a dynamickd vazkost idedlniho plynu je tedy imérnd odmocniné
z jeho absolutni teploty. U realnych plynt vzrista 7 s teplotou ponékud rychleji. Nezavislost molekularni
vazkosti idealnich i realnych plynt na tlaku odpovida skutecnosti v pomérné velkém rozsahu tlakd.

I ow, ow

T =—plc* =n—= (10.1.4)
3 oY Oy
1
77=§Pﬂc* (10.1.5)
kde p = hustota tekutiny

A = stiedni volna draha molekul tekutiny
c* = stfedni rychlost pohybu molekul

p-A =konst
U ideélniho plynu c*=3grT (10.1.6)
kde g = gravitaéni zrychleni

r = plynové konstanta
T = absolutni teplota

6) > (5) : n= ékonst,/.? grT = KT (10.1.7)

Dynamicka vazkost kapalin se méni v zavislosti na teploté pravé opacné nez u plynd, tj. 7 kapalin
s rostouci teplotou klesa. Dokumentuji to 2 udaje 7 pro kapalnou vodu pfi teploté nepatrné vyssi nez 0°C a pii

teploté nepatrné niz$i nez 100° C. Stlakem se 7 kapalin téméf neméni, teprve pii vysokych tlacich se 7

zvétsuje.
~0°C N0 =180-107 Ns/m’ (10.1.8)
~100°C M0 =2.84-10~ Ns/m’ (10.1.9)
Na zavér uved’'me orientac¢ni hodnoty kinematické vazkosti pro 2 nejcastéjsi media:
kapalnd voda v 0 =1-10"m’[s,  vzduch v, =15-107 m’[s (10.1.10)
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b) Méfené vazkosti

\
[1]
|
| ——
"
\ ~U
\
| .
N i /
\
\
\
! || @d
\
|
Obr. 10.1.2

K méfeni se vyuziva jevi, které jsou vazkosti siln¢ ovlivnéné. Métici
ptistroje se podle toho dé€li na rotacni, téliskové, vytokové aj. U rotacniho
principu jsou zdkladem dva kotoucky, mezi nimiz je métena tekutina. Jestlize
se jeden kotou¢ nucené otaci, rozto¢i se i druhy, ale s urCitym zpozdénim,
zavislym na vazkosti. U téliskovych viskozimetri se 7 ¢i v vyhodnocuje
z doby padu téliska v tekuting, kterd Stokesovym zakonem zavisi na vazkosti.
Z vytokovych viskozimetri pon€kud detailngji popiSeme Engleriv
viskozimetr pouzivany zejména pro oleje.

Je to nadobka definovanych rozméri o obsahu V = 200 cmd,
vybavena elektrickym vytapénim, do niZ je dole zausténa vytokova trubicka
@d = 2,8 mm, délky | = 100 mm.. Vypusti-li se z nadoby voda o teploté
T=20°C, trva to tp = 50 az 52 s. Doba vytoku oleje ohfatého na
pozadovanou teplotu je t. Pomoci obou dob je definovan Englertv stupeii: E
= t/to.. Z Englerovych stupiii dostaneme kinematickou vazkost oleje 1{m?/s]
pomoci empirického vzorce (10.1.11):

2
v{m—} - (7,3215—@} 1076
K E

(10.1.11)

10.2. Laminarni, pfechodové, turbulentni proudéni v potrubi

Pfi objasnéni tématu vyjdeme ze znamého pokusu provedené¢ho O. Reynoldsem v 2. polovin¢ 19.
stoleti. K vodni nadrzi je pfipojeno sklenéné potrubi s peélivé tvarovanou vstupni ¢asti. Nasoskou se vpravuje do
stiedu trubky pramének barviva. Pritoéné mnozstvi se fidi koncovym ventilem.

@D

Reynoldsiv pokus

Pfi malych pritocich a
rychlostech se pramen barviva
drzi uprostfed trubky a smérem
k vystupu se ponékud rozpiva
vlivem molekularni  difuze.
Pfesto pohyb kapaliny probiha
hlavné v soustavé rovnobéznych

lamindrni proudéni véalcovych vrstev. Vrstvy se po

sobé posouvaji a vytvareji

parabolicky rychlostni profil.
Proudéni je laminarni.

prrechodové proudént Zvysi-li  se  rychlost

W)

pritoku pfes uréitou mez,

MR aah
VAL W WV

dochazi ke stfidani laminarnich
prutokl a pritoku turbulentnich,
vyznacujicich se intenzivnim

Lo AN

turbulentni proudéni it .
7 promichavanim  kapaliny a

rozmichavanim  barviva.  Pfi
zvySovani rychlosti se stfidani
(intermitence)  obou  druht

Obr. 10.2.1

proudéni méni: laminarni tseky se zkracuji, turbulentni prodluzuji. Proudéni je pfechodové.
Pti vysokych rychlostech je proudéni jiz jen trvale turbulentni, slozené ze soustavy stochastickych virt,

na jejichz stavbé se podileji molarni castice. Rychlostni profil se z

laminarniho parabolického méni na
turbulentni, ktery je ve stfedni ¢asti plochy a
velmi strmy pii sténach trubice. Je vyslednici

intenzivniho pfenosu hybnosti od promichavani
virh a molarnich c¢astic, jenz vyrovnava
rychlosti uprostfed trubice. O to vétsi spad
rychlosti musi byt pii sténé. Velky spad
znamena vysoka tfeci napéti, prostfednictvim
kterych se kinetickd energie proudéni ztraci,

Obr. 10.2.2

méni na teplo. Ztrata se projevuje v poklesu
tlaku Ap. Urcity nazor o tlakovych ztratich v
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zévislosti na rychlosti proudéni w dava obr. 10.2.3. U laminarniho proudéni je zavislost Ap(w) linearni, u
turbulentniho proudéni parabolicka.

a) Vymezeni pasem typt proudéni

Bylo zjisténo, ze typ proudéni (laminarni, pfechodové, turbulentni) zavisi na prifezove stiedni rychlosti
w, na praméru potrubi D a na kinematické vazkostiv. Tyto tfi veli¢iny se seskupuji do bezrozmérového
Reynoldsova Cisla:

Re="2 [ -]

(10.2.1)
v
Reynoldsovo ¢islo je jednim  z kriterii
podobnosti, kterych pozdéji pozname vice, a vyjadiuje
pomér setrvacnych a tfecich sil. U proudéni v potrubich
rozhoduje o typu proudéni:
- je-li Re<2320, proudéni mize byt jen laminarni.
Turbulentni rezim, tfeba uméle vybuzeny, se nemuize
trvale udrzet. Tteci sily prevladaji nad setrvacnymi.
Re=2320 se nazyva kritické Reynoldsovo C¢islo

- Regr =wgp D/v.

4ap

- - Je-li Reyy < Re < 10°, proudéni miize byt laminérni,

| Wi W prechodové nebo turbulentni. Zalexi na podminkach.

Laminarni proudéni se mize udrzet do dost vysokych

Obr. 10.2.3 Re ¢isel, jestlize vstupni proud do trubice je uklidnény

jemnym sitem, vstupni hrdlo je peclivé tvarované, stény

hladké, bez otiest. V opacném pifipadé muze turbulentni proudéni existovat tésné nad Rekr. Totéz plati o
pfechodovém intermitentnim proudéni, které mize pokryvat §ir§i nebo docela tizké pasmo Re Eisel.

- je-li Re>10°, proudéni je zarucen& turbulentni s pfevladajicimi setrvaénymi silami nad silami tfecimi. To

znamena, ze molekularni vazkost 1ze zanedbat.

Reynoldsova ¢isla jako rozhodujiciho kriteria o typu proudéni
pouzivame téz u kanalti nekruhového prufezu. V tomto ptipadé se musi

sestavit Re ¢islo, které ma jako charakteristicky rozmér misto praméru D
B tzv. ekvivalentni primeér De, definovany na fadku (10.2.2). Ekvivalentni
—————— H pramér je niZze propocten opét pro potrubi kulatého prufezu, kde vyjde
7 ] Dex = D, pro mezikruhovy kanal, kde De = D, -D1, a pro Casteéné
zaplnéné koryto obdélnikového prifezu.
D
A Re=2Pa  p (10.2.2)
v 0
Obr. 10.2.4 kde S = prito¢ny priifez
0 = smoceny obvod
48 4,0
Trubice @D : D,=2=—%___p (10.2.3)
o D
T (n2 2
4 —(Dz -D; )
D,+D,)(D,-D
Kandl @D,/@D,: D, =* _(D:+D,) (D, 1):D2—D1 (10.2.4)
(D, +D,) D, +D,
AH
D, = / (10.2.5)
A+2H

10.3 Tenzor napéti v tekutiné
V proudici tekuting vytkneme v pocatku soufadnicové soustavy X, Y, z elementarni hranolek o stranach

dx, dy, dz. Okolni tekutina na n&j pusobi soustavou slozek napéti, jejichZz vektory jsou zakresleny do obr. 10.3.1,
a vytvaieji 9-ti prvkovou matici ojj, tzv. tenzor napéti.
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y Ow Oy Oy
;=0 O, O, (10.3.1)
Oz O-zy O
Oyy
Indexy i, j Vtenzoru napéti oy maji dvoji
O vyznam: fyzikalni a matematicky.
Oyz , . .
ox Prvni index i
o - udava rovinu, na kterou napéti pasobi, pii
2y ‘. R B .
O ¢emz rovina je dana osou, k niz je rovina
dy O Oxz kolma.
] - znamena fadek matice
o 4z X Druhy index j: o ' o
/ dx - udava smeér, ve ktererp napéti pasobi
- znamena sloupec matice
Vidime, Ze napéti nalézajici se na hlavni
Obr. 10.3.1 diagonale matice (10.3.1) pisobi ve sméru normal stén

Sestihranu a jsou to tedy normalova napéti oji. Napéti
mimo hlavni diagonalu ojj, u nichZ i # j, pisobi te¢né k jednotlivym plocham, jsou to smykova napéti. Smykova
napéti pisobici na tutéz hranu hranolku jsou symetricka podle hlavni diagonaly.

To, ze gij = i plyne z momentové rovnovahy smykovych sil. Budeme-li mit napf. jen napjatost danou
dvéma napétimi oy, oyx, bude platit rovnost momentd k poc¢atku soufadnicové soustavy (10.3.2), kde plosky
dSy = dydz a dSy = dxdz . Po dosazeni plosek se v8echny diferencialy zkrati a zdstane rovnost oy = oyx. Totéz
bychom dokazali pro zbyvajici 2 dvojice tzv. sdruzenych napéti: ox, = 0w, Oy = Oyy.

0,dS dx=0,4dS dy (10.3.2)

o dydzdx = o , dxdzdy (10.3.3)

Oy =0 (10.3.4)

analogicky 0y =05, 0,,=0,, > 0; =0 (10.3.5)

Slozky napéti i tenzor napéti jako celek jsou funkcemi rychlosti proudéni. Uréit tyto funkce ajj (W), pro
i=j,i#j aprovsechna i, j bude ukol, ktery splnime v nasledujicich bodech a), b), c).

a) Normalova napéti
Na obr. 10.3.2 mame elementarni hranolek zatizeny pouze normalovymi napétimi o, oyy, 0z , obecné
aii. Toto zatizeni mizeme rozlozit podle pruznosti-pevnosti (PP) na vSestranny tah K a na doplikova napéti

EXX,EW,EZZ, obecné o; Vv i-tém sméru. Tento rozklad pro smér i je zaznamenan na fadku (10.3.6). Ke

stanoveni &; pouzijeme urcité analogie s pruznosti-pevnosti podle (10.3.7). Zde G je modul pruZnosti ve smyku

Oyy K o B
1

y 11 5
dy Tl T e
Oii O
//Gzz az /{ /ézz ‘;/4
dx T
dx dxx
(di) " (dii)

Obr. 10.3.2

a ¢ pomérné prodlouzeni, & = dii / di. Tento vztah pouzijme v mechanice tekutin tak, ze G nahradime 7 a ¢
nahradime rychlosti zmény pomérného prodlouzeni 0d¢& [/ ot, viz. (10.3.8). Zuvedeného je ziejmé, Ze
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mechanika tekutin fesi ulohy o fad t€zsi nez pruznost, kdyz pruznostaiskym deformacim zde odpovidaji rychlosti
deformaci. Upravy na fadku (10.3.8) jsou ziejmé: prohazuje se argument, podle néhoz se derivuje, a derivace
oOii / ot = wi. Dale se o, (wi) dosadi do vychozi rovnice (10.3.6) a obdrZzime (10.3.9). V ni nezname oy ani K.
Muzeme si vSak pomoci, jezto je znamé, ze tlak p je zaporn€ vzatym aritmetickym primérem tahovych napéti
O , Oy , 0z dle (10.3.10). Cili kdyz 3 rovnice (10.3.9) setteme, mizeme levou stranu nahradit tlakem a
vypoéitat neznamé K. VSestranny tah K (10.3.13) dosadime do i (10.3.9) a dostaneme vysledné oy jako funkci
tlaku p a slozek rychlosti w;.

PP:

MT :

o;

o

(8)—(6):

2.):

(13) —(9):

o; =K+0; (10.3.6)
; =2Ge ( G je modul pruznosti ve smyku, &= dii/di pomé&mé prodlouzeni ) (10.3.7)
O¢ o ( oii 0 ( Oii ow;
L =2n—=2n—| — |=2n—| — |=2n— 10.3.8
P "az(aij ”ai(azj 5 (103.8)
o; =K +277%f' (10.3.9)
O
p=-tlopto, to ):_lza.. __ Tk (10.3.10)
3 xX »w zz 3 il 3
oW C
ZO_” = 3K+277§ k =x,y,z je sCitaci index (10.3.11)
ow
ok
2 Oowy
K=_—p_=2 10.3.13
P35k (10319
2 Oowy ow;
= p-Ip K oyt 10.3.14
i =P =GN ( )

b) Smykova napéti
Na obr. 10.3.3 mame elementarni hranolek, znéhoz vidime strany di, dj, vystaveny pisobeni
smykovych napéti ajj = oji. Vlivem nich dojde k thlové deformaci dané thly 4, 3 . K vyjadieni obou napéti jako

j

funkci rychlosti proudéni vyuZijeme opét jisté analogie
dii s pruznosti — pevnosti (PP), kde o se vyjadiuje podle

(10.3.15), kdyZz G znamena modul pruznosti ve smyku a y

dj

uhlovou deformaci, zde soucet uhlii % + . Pfislusny vzorec
pro o Vv mechanice tekutin (MT) dostaneme z pruzno-

F stafského vztahu nahrazenim G vazkosti 7, a prosté
deformace y rychlosti deformace 0y/ ot. Dalsi uprava vyrazu
spociva v prohozeni argumentll, podle nichz se derivuje a
v zavedeni piislusnych slozek rychlosti proudéni.

7i

¥a
2,/ djj PP 0, =G-7=Gly,+7,), (10.3.15)

MT:

di¢

c)

G je modul pruznosti ve smyku

Obr. 10.3.3 y je uhlova deformace hranolku
oy 0 0| gj  oii
oy = =5+, n@t{@i 6]} (10.3.10)
_g 2 +2(@] T (10.3.17)
oi\ot) o\ ot oi g

Tenzor napéti
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Vzorce pro vypocet normalnich a smykovych napéti lze sjednotit do jediného vztahu pro vypocet
libovolné slozky tenzoru napéti oy (10.3.18). V ném &;j je Kroneckerv jednotkovy tenzor, jehoZ prvky mimo
hlavni diagonalu jsou nulové, kdeZto na ni jednotkové. Snadno se piesvéd¢ime, Ze vzorec funguje. Na konci je
podle n¢ho vypocteno napéti o; a oxy jako ptiklad.

ow, Ow; 2 _ ow
o, =—pS; +n| —+—L-25, —F | kjestitacix, y, z 10.3.18
”‘D”"(aj 61’3”8ij y (10.3.18)
1 00 i
Kroneck. jedn. tenzor: o; =10 1 0= pro% _J, (10.3.19)
0proi+j
0 0 1
0 ow
o, m—pip| X O 200y Wy OW (10.3.20)
Oz oz 3| ox oy oz
ow
—pron D 2 i (10.3.21)
oz 3
ow. Ow ow
Oy =0 — +—= |, obdobng& o, =1 —y+% , atd. (10.3.2)
oy Ox oz oy

10.4 Pohybova rovnice

proudéni. Nazyva se rovnice Navier — Stokesova po svych nezavislych tvircich. Na fadku (10.4.1) je vychozi
tvar pohybové rovnice, ktery obsahuje na pravé strané souhrn
sil Fi, jimZ je tekutina o hmotnosti m vystavena. Rovnici
(10.4.1) budeme aplikovat na vytknuty objem proudici tekutiny
o velikosti V, hmotnosti m a o povrchu S, zobrazeny na obr.
10.4.1. Uvnitf ma zakresleny elementarni objem dV, v némz je

hustota p, a kde puisobi setrva¢né zrychleni R . Obg veli¢iny se
méni s polohou, hustota i scasem. Na povrchu vytknuté
tekutiny je zvolena elementarni ploska dS. Vektor napéti, ktery
Vv ploSce pisobi je oy, je Vkazdém misté povrchu S jiny a
reprezentuje ucinek vytknutého objemu latky na okolni
tekutinu. Kdyz R a 6; dosadime do hmotnostni a povrchové
sily v (10.4.1), obdrzime (10.4.2). Je to integralni vektorova
rovnice, kterou mizeme rozepsat do tfi rovnic pro sméry X, Y, Z.

Obr. 10.4.1 Obecné pro i-ty smér plati (10.4.3).
A > =
N 10.4.1
m- Z ; (10.4.)
J.pdVL;—W:IpdVﬁ+J-5'SdS+ J'(]XE)dV (10.4.2)
14 ! 14 S 14
aw; )
j pdy = I PR, dV+JoSidS+[ J’ (j, x B, )dV] (10.4.3)
14 Vv S V

Do rovnic je zafazena i elektrickda sila, dana vektorovym soucinem proudové hustoty ; a

elektromagnetické indukce B, abychom si uvédomili moznost pusobeni jinych sil nez jsou hmotnostni a
povrchové. V dalsim procesu ji v8ak uvazovat nebudeme. Obratime pozornost na povrchové napéti ¢ (pozor,

nejedna se o povrchové napéti na rozhrani 2 fazi), resp. oy, D4 se nahradit tenzorem vnitfnich napéti ojj. Pro
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tento Gcel zvétsime plosku dS a elementarni Ctyfstén
pod ni, coz je vobr. 104.2. Pokud na Cctyfstén
nahlizime jako na svébytny tutvar, pak napéti gg na
ploSsce dS pochdzi znapéti o,,0,,0,, kterd

,prichdzeji“  z vnittku  tekutiny  soufadnicovymi
trojihelni¢ky dSyx , dSy, dS,. Udé&lame-li vektorovou
rovnost sil, dostaneme (10.4.4). V ni dSy , dSy, dS, jsou
pruméty dS do sméri soufadnicovych os, coz je
rozvedeno v (10.4.5). V nésledujici rovnici (10.4.6) jsou
smérové kosiny preznaceny tak, Zze Ny = COSox , Ny =
cosay, atd.. Nasleduje rozpis vektorové rovnice do
ds, . jeji(.:h tii slozek pro sméry X, Y, Z a koneén§ tenzorovy
zapis téchto rovnic (10.4.8). Je zde pouzita rovnost
7 ds, y sdruzenych napéti ok = oi. Pfipomeiime: index i zna¢i
fadky, index k je s¢itaci po sloupcich. Rovnice (10.4.8)
ukazuje, ze vazba mezi napétim osj a vnitinimi napétimi
oik. je pomérné jednoducha.

Oxy

Oxx

Oxz

Oyy

Obr. 10.4.2

GgdS=0,dS, +5,dS, +5.dS, =G,dS, (10.4.4)
ogdS=0.dScosa,+7 ,dScosa, +0.dS cosa, =0,dS cos oy (10.4.5)
Og =0, +0,n,+0.n, =GN (10.4.6)
Ogy =0 lly +O N, +0 1,
Os

Ogy =0y Ny +0,n,+o n, =0l (10.4.7)

Os. =0 N +0, N, +0_.n,

Og; = Ol =0y hy (10.4.8)

Napéti og; =0, n; dosadime do pohybové rovnice a dostaneme jeji novy tvar (10.4.9), jiz bez

elektrické sily, ktery obsahuje 2 integraly objemové a 1 plosny. Plosny integral pfevedeme podle Gaussovy -

Ostrogradského véty (3.4.3) na objemovy, integraly pfevedeme na levou stranu a seéteme, viz (10.4.10). Protoze

objem V byl vybran libovolné, musi byt nulovy i integrand. Po jeho vydéleni hustotou obdrzime Navier -
Stokesovu rovnici s napétim o, (10.4.11).

a
Gaussova - Ostrograd. véta: IadS IdlvadV = Iaknde I Dy (3.4.3)
N
dv: v = j pRAV + jaknkds (10.4.9)
Vv
oo,
dV RdV + lk v — R, ——% )dv =0 10.4.10
Jp e I Vpdt”l ) (10.4.10)
N-S: ﬁ =R, +iac’—fk (10.4.11)
dt p ok

Zbyva posledni krok, a to za o, dosadit jeho funk¢ni zavislost na rychlosti proudéni. V pfedchozi stati

10.3 mame uvedeny vyraz aij (10.3.18). Tenzor oi dostaneme ze o pouhym piepisem indexi, kdyz misto j
dame séitaci index k a misto k dalsi séitaci index I, viz (10.4.12). V rov. (10.4.13) byl tlak derivovan podle k, ale
uvedena je derivace dp / di. Je to v pofadku, protoze p je jen na hlavni diagonale, takze derivovat podle k
znamena derivovat podle i. TotéZ je v poslednim ¢lenu rovnice. U piedposledniho jsou prohozeny argumenty,
podle nichz se derivuje.

ow,  ow; ow
o, =—pd, +77[—j1+—.’—35:. _kJ (10.3.18)

ow, ow ow
O =—DOj +r7(—’+—l,"—35ik —lj (10.4.12)
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(12)->(11) i _p —ia—p+i[@+ﬁ[%]—3§(awk JJ (10.4.13)

dt poi plo® ail ok ) 30\ ok
ow, ow, 0w, 0
N-S: Wi g L 0 T O [O0w (10.4.14)
ot ok -~ p oi ok? 3 oi\ ok
‘—\1«—‘ T 3 T %5_/ 6

V Navier — Stokesové rovnici (10.4.14) jsou prvni 4 ¢&leny totozné s Eulerovou rov. (5.6.4), .
S pohybovou rovnici pro nevazké proudéni, vliv vazkosti je obsazen v 5. a 6. ¢lenu. Prvni z nich je pii vazkém
proudéni piitomen vzdy. Druhy vazky ¢len jen pokud proudéni je stlacitelné, protoze u nestlacitelného proudéni
je rovnice kontinuity owy / ok = 0. Udélejme pichled o fyzikalnim vyznamu jednotlivych ¢lenll. ProtoZe prvni
¢len je evidentné zrychleni, jsou také vSechny ostatni ¢leny zrychleni. Mizeme na né téz nahlizet jako na sily pro
jednotkovou hmotnost tekutiny. Zstaiime vsak u zrychleni:

1. ¢len je mistni (lokalni) zrychleni, které zaznamename pii sledovani ur¢itého bodu proudového pole
Vv prubéhu casu.

2. ¢len je vnitfni setrvacné zrychleni, které zaznamename, kdyZz se posuneme do sousedniho bodu
prostoru, kde je jina rychlost.

3. ¢len je vnéjsi setrvacné zrychleni, dané vnéjsimi G¢inky na proudové pole (gravitacni zrychleni,
odstiedivé zrychleni, dané rotaci kanalti, v némz probiha proudéni, apod.)

4. ¢len je zrychleni od tlakovych sil, od rozlozeni tlaku v proudovém poli.

5. ¢len je zrychleni od tfecich sil bez ohledu na stlacitelnost proudéni.

6. ¢len je zrychleni od tiecich sil s ohledem na stlacitelnost proudéni.

Z matematického hlediska je Navier - Stokesova rovnice parcidlni diferencialni rovnice druhého fadu,
obecné eliptického typu a obecné nelinearni. Nelinearitu zptisobuje 2. ¢len, ktery ma za nasledek obtizné feseni a
hysterezi vysledki, pfedevsim rychlosti w. Analytické feSeni je mozné jen u zjednodusenych piipadd, tj. kdyz lze
nékteré Cleny, zejména nelinedrni, vynechat, a kdyZ je geometrie feSeného utvaru prosta. Numerické feSeni je
realné a bézné se provadi v komercnich programech i programech badateli.

Navier - Stokesova rovnice plati jak pro laminarni, tak pro turbulentni proudéni. Soudasny stav
vypoctové techniky vSak umoznuje fesit jen pifipady laminarni. U turbulentnich tloh, kde se vSechny feSené
veli¢iny (W, p, p) rychle a nahodile méni, se musi pouzité N-S rovnic uritym zplsobem upravit (ustfednit
v ¢as). Tim se ztraci fluktuaéni ¢ast veliéin a zlstavaji stfedni hodnoty proudéni. I ty jsou cenné.

Na zavér uvedeme, jak bude vypadat rozpis N-S rovnice (10.4.14) v pravouhlém dvourozmérném (2D)

prostoru:
2 2 ow
oWy +w, oWy +w Owy =R, Lo, 0wy +a W |h 1,90 %+—y (10.4.15)
ot Ox 7oy p Ox o’ oy’ 3 ox| ox oy
ow ow ow o’w, 0w, ow,,
Y +w, L +w Y = —ia—p+v S Y +lv2 a&+—“‘ (10.4.16)
ot ox 7 oy T poy ox? oy’ 3 oyl ox oy

10.5 Rovnice kontinuity prostorového proudéni

Rovnice kontinuity byla ve stati 5.5 odvozena
pro proudovou trubici, ale jeden z dosaZenych tvard,
konkrétné (5.5.8), plati i pro prostorové proudéni. Na
tomto mist¢ udélame pifimé odvozeni pro objem
zobrazeny na obr.10.5.1. Tekutina do ného vstupuje a
jinudy vystupuje. Kdyby byla tekutina nestlacitelna,
pak integral pritocné hmotnosti na levé stran¢ (10.5.1)
by se rovnal nule. Je-li v§ak hodnota tohoto integralu
kladna, tj. vice vyteCe nez vteCe, musi se toto
mnozstvi rovnat Ubytku hmotnosti v objemu,
zpusobenému ¢asovou zménou hustoty dp / ot dle

Obr. 105.1 (10.5.1). Pomoci Gaussovy - Ostrogradského véty se

pifevede plosny integral na objemovy, integraly

seéteme a jiz difve uvedenym postupem obdrzime rovnici kontinuity (10.5.3). Jeji tenzorovy zapis je (10.5.4),
je-li tekutina nestlacitelna, rovnice se zredukuje na (10.5.5).
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G-O véta:

Pro p = konst:

op RSR
'V[EdV—F _’[ div(pw)dv =0

N

op

a_p+ a(IOM}k) =0
ot

10.6 Rovnice turbulentniho proudéni

ijEdt=—J'a—p-dde AL
) dt

o +div(pw)

Ok
owy

Ok

(105.1)
(105.2)
=0 (105.3)
(10.5.4)
—0 (105.5)

Pii turbulentnim proudéni se zékladni veli¢iny p, p, w, (T ) neustdle nahodile méni vlivem vifivé
struktury proudéni. Typicky pribéh rychlosti v zavislosti na case je na obr. 10.6.1, kde rychlost w kolisa kolem
stfedni hodnoty w (zakladni rychlost) s okamzitymi odchylkami w' (podruzna rychlost, fluktuace rychlosti).
Pro rychlost a obdobné pro tlak ¢i hustotu plati (10.6.1), kde ¢asové stiedni hodnoty se vypoctou dle (10.6.2).

W

Cas to musi byt samoziejmé dostate¢né dlouhy,
teoreticky nekoneéné¢ dlouhy. Totéz plati o

numerickém vzorkovani wij, pi, kde pocéet vzorki N
/\A musi byt nalezit¢ vysoky. Velikost fluktuaci se
/\\ /J\ A w' hodnoti podle smérodatné odchylky fluktuaci,
, \V anglicky root mean square (RMS), ktera je pro w', p’
w \ definovana na fadcich (10.6.3), (10.6.4). Velikost
W fluktuaci rychlosti se nejvystiznéji  vyjadiuje
W, intenzitou turbulence o slozkach Iyly,l; dle (10.6.5).
Byva udavana v procentech a potom za uklidfiujicimi
A I sity ma velikost desetin procenta a naopak za
| turbulizujicimi  hrubymi mfiZzemi desitky procent
obr. 10.6.1 . . -
zakladni rychlosti w .
w=w+w p=p+p' p=p+p (10.6.1)
] & ] J
W= =" w,, ﬁ:—jpdt:— ?; (10.6.2)
_ ty A ] N %
RMSw' =+w'? =| — | w'?dr| = —Zw,fz (10.6.3)
) A N %
=5 1 1
RMS p'=+/p"? = Cdr| = =) p? 10.6.4
e P ( v Zp, (10.6.4)
2 02
w w
=" g006),  1,=100f6],  kde w=.wl+w! +iw (10.6.5)
w

w

Vsimnéme si, ze v pouzité symbolice pruh nad pismenem znamena stfedni hodnotu dosazenou
integracnim procesem (10.6.6). Pak snadno pochopime uvedend ustfediiovaci pravidla: ¢asova stfedni hodnota
rovnice se provede, kdyZ ustiednime levou a pravou Stranu rovnice zvlast; stfedni hodnota souctu je soucet
sttednich hodnot; stiedni hodnota z fluktuaci je nula, protoze kladné a zdporné fluktuace se za dlouhy cas rusi;
sttedni hodnota ze stfedni hodnoty jiz stfedni hodnotu neméni; atd.

ty
a:ijadt
10 )
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a=b < a=b (10.6.7)
a+b = a+b (10.6.8)
d=0, a-a, a+d-a+d=a, db=db=0 (10.6.9)
a+b=a+b, ab =0, 2% (10.6.10)
ok ok

Muizeme pristoupit k ustfedéni zdkladnich rovnic turbulentniho proudéni, tj. rovnice kontinuity, Navier -
Stokesovy rovnice a u neizotermickych proudéni by se jesté ustfednila energeticka rovnice.

- Ustiednéni rovnice kontinuity provedeme krok za krokem, postup neni ticba komentovat. Vysledna
rovnice (10.6.13) ma oproti vychozi rovnici kontinuity jeden ¢len navic, obsahujici derivaci tzv. kovariance

fluktuaci p'w; (ve skute€nosti jsou to obecné &leny 3). Pokud je proudéni nestlacitelné, viz (10.6.14), neni

rozdilu mezi rovnicemi spojitosti laminarniho a turbulentniho proudéni. Turbulentni rovnice vSak operuje
s ustfedénymi rychlostmi wy, .

apw,) pw,) - o0 dlpw,)
o pw) _, L o dow) 5 L G dewm) (10.6.11)

o ok o ok o ok
), Mo+, Nl dp+p), dlpwe+p+pvi+pwi) (10.6.12)
o ok ot ok
%, ApW) , op'wi _ (10.6.13)
o ok ok
pro p = konst, p”’=0 a@% =0 (10.6.14)

vvvvvv

rovnice je (10.4.11), kterou pro ustiednéni upravime nasledujicim zptisobem. Vynasobime ji p a dostaneme
(10.6.15). Rovnici kontinuity vynasobime w;, tim vznikne (10.6.17). Tuto rovnici pfi¢teme k upravené N-S r.
(10.6.15), ¢imz se hodnota N-S nezméni, protoze pfi¢tena RK ma nulovou hodnotu. Souctova N-S je (10.6.18) a

kdykoliv budeme potiebovat, mtiizeme se vratit k jejimu pivodnimu tvaru (10.6.15), ktery je ekvivalentni.
Upravenou N - S rovnici ustfednime ¢len po ¢lenu (10.6.19). Na fadcich (10.6.20) az (10.6.22) je pfipraveno

ustiednéni soudintt pw;, pw,w;, pR, . Clen pw,w; je ustiednén podle Van Driesta, ktery se na souéin pw;
diva jako na celek, jenz ma svou zakladni pw, a fluktuaéni j; hodnotu, tj. pw, = pw, + j; . Dosazeni

ustfednénych souéind do rovnice je udélano tak, ze ¢leny obsahujici fluktuace jsou pfevedeny na pravou stranu,
¢imz vznikne Van Driestova rovnice (10.6.23). Pokud jeji levou stranu vratime do ptivodniho vychoziho tvaru,
dostaneme (10.6.24), ktera ma prvni ¢tyfi ¢leny stejné jako pro laminarni proudéni (ovSem veli¢iny jsou vesmes
ustifednéné v case) a vliv fluktuaci je v poslednich 2 ¢lenech pravé strany. Tyto 2 ¢leny ovSem po rozepsani
rovnice do tfi rovnic a uplatnéni souctového indexu K representuji ve skuteénosti 3 + 9 = 12 novych
neznamych, které u laminarniho proudéni neexistuji. Matice o 9 prvcich je symetricka, takze neznamych ma 6.

dw; 1 0oy

" iR _ 10.4.11
a pa | ( )
ow; 00
ow 0w j 10.6.15
P ot PWi ok PL; ok ( )
o
K o dov)_o |, (10.6.16)
o ok
» ., a(pw; ) =0 (10.6.17)
ot ok
alpw;)  alpw,w;) 00y
i ), D _ p 4 00 10.6.18
(15)+(17) Py ok T Tk ( )
a(pw,) a(pw"wl)zp_Ri+ ik (10.6.19)
ot ok ok
pw; =(p+ P )W, +wj)=piw; + p'W, + pw, +p'w) = piw; + p'w] (10.6.20)
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PWW; =(pwk +Jk Xv_vi F W)= PWLW, LW, PWLWL LWL = pw W+ W (10.6.21)

=(p+p)R, = PR (10.6.22)

Apw,) ﬁ(pwk w,) _R'+85ik _olpwi) aUiw;

V.D.: , (10.6.23)
ot ok o ok
oW, — ow, 05, o) aliw
V.D.: 4 _ R, + 2%k _APWi) v 10.6.24
P v g = PR ok ( )

Van Driestova rovnice plati pro stlaitelné turbulentni proudéni. Jestlize budeme mit proudéni
nestlacitelné, plati pro né podminky (10.6.25) a po jejich dosazeni do Van Driestovy rovnice obdrzime
Reynoldsovu rovnici (10.6.26) resp. (10.6.27). Nové neznamé s fluktuacemi tvoii symetrickou matici o 3x3=9
prvcich. Pro 6 z nich neznamych — pw), -w; se musi Sestavit 6 doplitkovych rovnic, tzv. transportnich. Protoze

pfirozené principy (zékony zachovani hmotnosti, hybnosti, energie) jsou vycerpané, jsou transportni rovnice
vytvoreny ponékud uméle. Této problematice je vénovana pozornost v navazujicim kurzu mechaniky tekutin.

nestlacitelna tekutina: p=konst, p'=0, j.=pw, (10.6.25)
ow, W 05, ol-pwiw!)
25)—(24): — R +—+ ! 10.6.26
(25)—>(24) Pat PWkak =PRi T e ( )
ow; ow; 0
—+ = 10.6.27
P PW, —— % = PR, ak( —PW W, ) ( )

Ze zéavorky posledni rovnice je ziejmé, Ze oba Cleny musi byt tenzory napéti, prvni je molekularni, druhy
molarni, turbulentni.

10.7. Molarni vazkost

Zabyvejme se tenzorem napéti v zavorce Reynoldsovy rovnice (10.6.27) pro nestladitelné proudéni.
Kdyz za molekularni ¢ast dame jeho zavislost na stfedni rychlosti w podle (10.3.18), dostaneme rozpis (10.7.1).

Z 9 slozek o; ur¢ime alespofi 2, a to normalni o, a smykovou o, . Je zaZitym zvykem znacit smykova

napéti pismenem 7, tedy oy = 7.

— — = ow,  ow; ——
0 =0y — PW)W =—p5ij+77 7+7 - pWiw; (10.7.1)
- (10.7.2)
ow. Am _
O =77[ . ‘Z;] W, =, (107.3)

UvaZujme proudéni, u n¢hoZ existuje pouze zakladni rychlost w, (x, y). Turbulentni fluktuace jsou

vzdy prostorové, tj. vedle w!. zde bude téz w', ,w’., takZe smykové napéti (10.7.3) se zjednodusi na (10.7.4). Je

Vo
pochopitelnou snahou vyjadiit turbulentni slozku smykového napéti stejnym zptisobem jako laminarni slozku
pomoci jakési turbulentni ¢i molarni vazkosti 7r. Vyjadieni 7y dostaneme z porovnani poslednich ¢lent (10.7.4)

a (10.7.5).

f— GWX ’ ’

wx(x,y): Tye =0 :n-g—p« wiwl, (10.7.4)
ow ow
Ty =0 :ﬂ'ExJ”?T éyx (10.7.5)
—pwLw,
= 10.7.6
nr oW, ( )
oy

Vidime, ze molarni vazkost 77; na rozdil od molekularni 7 neni zasadné latkovou vlastnosti, ale zavisi

na stavu proudéni, tj. na rychlostnim spadu zékladni rychlosti dw,/dy, na kovarianci fluktuaci w ’va a
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z latkovych vlastnosti pouze na hustoté. Je ziejmé, Zze vzhledem ke znacné proménlivosti citovanych
rychlostnich veli¢in, se bude 7, v proudovém poli ménit vlastné¢ od bodu k bodu a prace s ni bude obtizna.

Rychlostni veli¢iny v 7, se daji méefit, konkrétné kovariance wi ,w)
anemometrem. Kovariance se vSak neda vypocitat, protoze s nahodilymi fluktuacemi o Sirokém spektru
frekvenci nelze dosud numericky pracovat.

Pocinaje rokem 1925 po cely zbytek 20. stoleti probihaly vyzkumy, jak turbulentni vazkost 7, vyjadrit

dratkovym nebo laserovym

jinak nez pomoci fluktuaci rychlosti. Prvni model navrhl ve zminéném roce L. Prandtl na bézi tzv. sméSovaci
délky |, kolmé k obtékané stén€. Moldrni ¢astice po prob&hnuti | ztraceji fluktuacni rychlost w) (analogie

sam navrhl | = xy (k= 0,4) a jeho spolupracovnici Nikuradse a Karman doporuéili jiné vztahy niZe uvedené.

Prandtl v roce 1945 navrhl novy model 7, = p\/E 1. Zde K =w;* /2, turbulentni kineticka energie,
se nepocita z fluktuaci, ale ze specialné postavené diferencialni rovnice pro transport K , zatim co | se stale
urcuje z algebraického vzorce. Model tedy vyuziva 1 diferencialni rovnici a je modelem jednorovnicovym. Zda
se, ze byl Prandtl inspirovan Kolmogorovem, ktery v roce 1942 publikoval 7, = p K/ f, dvourovnicovy model,
u n¢hoz se turbulentni kinetickd energie Ka frekvence f energetickych virG (nejvétSich virt ve spektru
turbulence) pocitaji z parcialnich diferencialnich rovnic pro transport K a f.

Vyvoj pokracoval, vznikly péti i vicerovnicové modely, od 80. let se ustalii na Chowové

dvourovnicovém K—& modelu n, =C, p K 2 / £, vytvoreném ve smyslu tivah Kolmogorova. Konstanta C;, se

doporucuje 0,09 az 0,11, p je hustota, K turbulentni kineticka energie, £ mérna disipace, udavajici mnozstvi
kinetické energie pfeménéné na teplo v 1kg latky. Obé posledni veli¢iny se vypocitavaji z provazané soustavy 2
parcidlnich diferencialnich rovnic pro transport Ka & K-g& model je nosnym modelem turbulentni vazkosti
soudobych programi pro vypocet proudéni.

Nastin vyvoje 777 :

o
Prandtl (1925): ny = pl?- ;Vy , I=xy (x=04) (10.7.7)
I =0,075, & jetloustka mezni vrstvy na desce (10.7.8)
I =| 024-0,08(1— y/RY —0,08(L- y/R)| R (10.7.9)
u trubky @2R dle Nikuradse
ow W W
Karman (1930): ny =pl? —= = oy [O7Wy (10.7.10)
dy /| o’
Prandtl (1945): ny = p\/E I, K= é W;{z se uréuje z parcialni transportni rovnice (10.7.11)

| se ur¢i z algebraického vzorce
= 1 rovnicovy model

1 . . .
Kolmogorov (1942):  nr=pK /f, K= 3 w}f se urCuje z parcialni transportni rovnice (10.7.12)

f je frekvence energetickych virt z parc. dif. rovnice
= 2 rovnicovy model
Bradshaw (1967): m=apkK, a=0,3, p je hustota (10.7.13)

1 . . . o1 .
K= 3 w,'(2 se urcuje z parcialni diferencialni rovnice

= 1 rovnicovy model
Chow (1945): m=CypK2/¢, C;,=0,09 =0,11, p je hustota (10.7.14)

1 . . . . .
K= 3 w,’cz se urCuje z parcialni diferencialni. rovnice

£ je mérna disipace a také se urCuje se z parc. dif. rovnice
= 2 rovnicovy model

11. Podobnost v mechanice tekutin
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Existuji velika a slozita technicka dila, napf. parni kotle, ktera stale neumime komplexné z hlediska
proudéni ¢i sdileni tepla propocitat tak, abychom méli jistotu, ze po uvedeni do provozu budou mit pozadované
parametry, jako je vykon, pevnost, funk¢ni spolehlivost atd. Je vSak mozné jejich vlastnosti pfedem ovétit na
zmenseném fyzikalnim modelu, u drobnych dél na zvétSeném modelu. Pfi tom misto spalin se modelem kotle
prohani voda a pfesto jsou namétené vysledky pienesitelné na mnohonasobné vétsi dilo. Je tfeba oviem veédét,
jak ma model vypadat, co v ném pii testech méfit, jak zpracovat vysledky méteni, aby se daly pfenést na dilo a
meély co nejobecnéjsi platnost. Odpoveéd’ na tyto a dalsi otazky dava teorie podobnosti.

111 Teorie podobnosti

Zékladnim nastrojem teorie podobnosti je kriterium podobnosti. Kriterium podobnosti v oboru
proudéni je seskupeni hlavné geometrickych, kinematickych a fyzikalnich veli¢in, které je bezrozmérové a ma
hlubsi fyzikalni vyznam. Bezrozmérovych seskupeni velicin je mozné vytvofit tisice, ale jen n€ktera maji hlubsi
fyzikdlni vyznam: jsou pomérem vyznamnych sil, pomérem energii apod. Jedno z kriterii podobnosti jsme
poznali, a sice Reynoldsovo ¢islo Re = wD/v. Je pomérem setrvaéné a tieci sily, obsahuje w jako kinematickou
veli¢inu, D jako geometrickou a v jako fyzikalni veli¢inu. Ne v8echny 3 citované druhy veli¢in musi kriterium
podobnosti v proudéni obsahovat. Existuji jednoducha kriteria, tzv. simplexy, které jsou pomérem dvou veli¢in.
Napf. pro potrubi je charakteristickym simplexem L/D, kde L je délka a D primér.

Mame-li n¢jaky fyzikalni proces, zpravidla u ného miizeme sestavit vice kriterii podobnosti K1 ,Ko... K.
Je-1i jiny proces podobny, daji se u n¢ho sestavit tatdz kriteria K1, K> ... Kn . Mezi kriterii procesu existuje uréita
zavislost, kterou mizeme vyjadtit implicitni funkci (11.1.1) nebo explicitné tak, ze kriterium, jez nas zajima
nejvice, napt. Kz , vyjadiime jako funkci zbyvajicich podle (11.1.2) . Kriteria Ky, Kz ... Kn, ktera zlstala na pravé
strané, jsou tzv. ur¢ujici kriteria podobnosti.

f(Ky, Ko ,Ks... Kn) =0 (11.1.1)
Ko=f(Ky, Ks ... Kn) (11.1.2)

Uvedenym rovnicim sestavenym z kriterii podobnosti se fika Kriteridlni rovnice. U podobnych jevi
jsou kriterialni rovnice totozné véetné konstant. Kriterialni rovnici miizeme povazovat za experimentalni cestou
vySetiené feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic popisujicich zkoumany pfipad proudéni. Kdybychom totiz
dané rovnice feSili analyticky a spravné, dostaneme urcity vysledek. Jestlize tutéz ulohu vySetfujeme
experimentalné pfi totoznych podminkach, ptfi¢emz spravné méfime a spravné vyhodnocujeme vysledek do
kriterialni rovnice, musi byt oba vysledky totozné.

Co se méri? Pri zkouskach nutno méfit vSechny veliC¢iny obsazené v kriteriich podobnosti zkoumaného
procesu. Ale ne vSechny veli¢iny se musi ménit pii vySetfovani zavislosti a vazeb. To je velmi vyznamné.
Jestlize chci napf. ménit Re ¢islo, nemusim stfidat tekutiny k dosazeni riznych vazkosti, nemusim ménit
rozméry kanalu. Stac¢i kdyz ménim rychlost proudéni zménou otacek Cerpadla ¢i kompresoru, tedy jednoduse a
pohotové. Pfi ptimém vySetfovani zavislosti mezi veli¢inami, kdyZ bych nepracoval s kriterii, musel bych
vSechny veli¢iny ménit.

Jakym zpusobem zpracovat vysledky zkouSek? Podle piedchoziho textu snadno odpovime: vysledky
nutno vyjadrit kriterii podobnosti a vztahy mezi nimi dat do tvaru kriterialni rovnice.

Kdy jsou 2 jevy ¢i procesy podobné? Jsou podobné, jestlize spliiuji geometrickou podobnost a jestlize maji
podobné okrajové podminky, tj. urcujici kriteria (na pravé strané kriteridlni rovnice) jsou ciselné totozna.
Geometricka podobnost se mtize tykat i takovych detailti, jakymi jsou drsnosti stén, zaobleni hran apod.

Zbyvé vytesit posledni principialni otdzku, a to jak a odkud pofidime vSechna kriteria podobnosti platna
pro vySetfovany proces. Jsou 2 moznosti. Pokud zname parcidlni diferencidlni rovnice zkoumaného jevu, pak
z nich. V nasledujici stati ukazeme, jak se to déla. Pokud rovnice neznime, mizeme pouZit dimenzionalni
analyzu, tj. sepiSe se seznam veli¢in, o nichz se domnivame, ze maji v dané uloze vyznam, a analyzou jejich
rozméri se uréi pocet a druh kriterii. Uspéch vysledku zavisi na spravném seznamu veli¢in. Bude-li jich mélo,
nikdy Glohu nezobecnime, bude-li jich moc, zbyte¢né se nadfeme, protoze nékteré nemaji vliv.

11.2. Odvozeni kriterii podobnosti

Zjistime, ktera kriteria podobnosti plynou z Navier - Stokesovy rovnice (10.4.14). Zkratime ji o
posledni €len, ktery ma z hlediska podobnosti stejny vyznam jako piedposledni. Rovnici budeme aplikovat na
proudéni v kanalu na obr. 11.2. Konkrétné na zvoleny bod o parametrech w, p, v, g, p, vzdaleny | od vstupu
v okamziku t. Zname parametry na vstupu Wo 00, ,go , délku kanalu lo , celkovou zménu tlaku na ni Apo a ¢as
potiebny k proteCeni kanalem Aty. Zavedeme bezrozmerové parametry (11.2.1) a pomoci nich vyjadiime
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vSechny veli¢iny v N-S rovnici, dostaneme (11.2.2). Kazdy clen
rovnice se sklada jednak ze znamych vstupnich veli¢in, jednak
z bezrozmérovych parametrtl. Seskupeni vstupnich veli¢in s indexy
0 jsou oznacena poradovymi €isly (1) az (5).

Vydélme celou rovnici skupinou (2) a sledujme co se stalo.
Po vydéleni obsahuje 2. ¢len pouze bezrozmérové parametry.
ProtoZze rovnice je homogenni, musi byt vSechny c¢leny
bezrozmérové. V prvnim ¢lenu je tedy celek bezrozmérovy, cast
ktera obsahuje derivaci je bezrozmérova a tedy zbytek s nulovymi
indexy musi byt rovnéz bezrozmérovy. Navic vznikl porovnanim 1.
a 2. ¢lenu N-S rovnice, ma tudiz hlubsi fyzikalni vyznam, je to
kriterium podobnosti. Kdyz budeme Aty povazovat za periodu

lo, Apo, Ato periodického pohybu, mizeme ji nahradit frekvenci a dostaneme
znamé Strouhalovo &islo Sh = flAv. Nasleduje odvozeni dalsich
Obr. 11.2.1 kriterii. V déleni rovnice neni zachovan systém, protoze kriteria
byla zndma a pouzivana dtive nez N - S rovnice.
ow, ow, 0w,
Mi g Mg LP L, W (10.4.14)
ot ok p Oi ok?
w t l g Yol v )2
—=c,,— =¢,—=¢ ,—=¢,,—=cC,,—=¢C,, =c (11.2.1)
Wo 4t Y, g Spe Tve TaApy
w, Oc,, wj oc,,; Ap, 1 0, vyw, azcw-
Ll Mg, — L O v (11.2.2)
(1) @) () (5)
/ / / .
@ Yoo 7= 0 - Joly - ﬁ =Sh Strouhalovo ¢islo (11.2.3)
(2) Atgwy  Atgwy Wy w

Strouhalovo ¢islo vyjadiuje pomér mistniho a setrvacného zrychleni, pomér lokalni a setrva¢né sily.

% % > % = Fr Froudeho &islo (11.2.4)
w) w

Froudeho ¢islo vyjadiuje pomér tihové a setrvaéné sily.

—
N
~—

Ap,l A A
A Po (’2 _ P 02 - 2P _ Eulerovo &islo (11.2.5)
(2) Polowy LWy pw

Eulerovo ¢islo vyjadiuje pomér tlakové a setrvaéné sily

—~
)
~—

2;2

/ /
Woto _ Moo o W e Reynoldsovo ¢&islo (11.2.6)
Lyvowy Vo v

—~
(Y
~—

Reynoldsovo ¢islo vyjadiuje pomér setrvaéné a tieci sily.

Pokud bychom vysetiovali kriterium podobnosti, které¢ dava rovnice kontinuity, dostaneme Strouhalovo ¢islo. Ze
vztahu pro roztaznost kapaliny plyne simplex yAT :

dV =yvdT v cy o, A ¢, ,L =cp ,Vodey =y VoATyc, cpder  — K =yAT (11.2.7)
Vo Yo AT,

Kriteria je dovolené mezi sebou ndsobit a de€lit, ¢imz vznikaji dal§i pouzivana kriteria podobnosti, napft.
Galileovo ¢islo (11.2.8) nebo Grashoffovo &islo (11.2.9)
gl wl? _ gl’
Galileovo ¢islo vyjadifuje pomér tihové a tieci sily
E

yAT - Ga = yAT g_2 = Gr Grashoffovo ¢islo (11.2.9)

v
Grashoffovo ¢islo vyjadiuje pomér tihové a tfeci sily s ohledem na teplotni roztaznost tekutiny.

Fr-Re’ =

= Ga Galileovo ¢islo (11.2.8)

Kriterii podobnosti v proudéni se pouziva vice, vSeobecné¢ dobie znamé je Machovo ¢islo Ma = wa ,
kde w je rychlost proudéni a a je rychlost zvuku, nebo Lavalovo &islo La = w/wkr, kde wkr je rychlost proudéni
vV minimalnim prifezu kanalu rovna rychlosti zvuku. Néktera kriteria jsou dosti specialni, napt. Eckertovo ¢islo,
které se pouziva u ztedénych plynd, Ci tfeba kriteria charakterizujici tvorbu parnich bublin na st€né nadrze.
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11.3 Tvorba Kriterialni rovnice

M¢jme piipad periodického proudéni o stfedni rychlosti w, ménici se s frekvenci f, které probiha
v kanale s charakteristickym rozmérem |. Tekutina ma hustotu p a kinematickou vazkost v. Chtéli bychom
zjistit zavislost tlakové ztraty Ap na vySe uvedenych parametrech. Kdybychom pracovali bez znalosti teorie
podobnosti, museli bychom vySetiovat zavislost Ap na 5 veli¢inach podle (11.3.1), tj. postupné a nezavisle by se
ménilo onéch 5 veli¢in, aby se funkce stanovila — snad to ani vzhledem k rozsahu méfeni nejde. Druha moznost
je, ze se z veli€in sestavi kriteria podobnosti uvedena na fadku (11.3.2) a vySetfuje se zavislost Eu ¢islo na
zbyvajicich dvou, tj. Re, Sh . K zménam Re sta¢i ménit rychlost w , ku zménam Sh frekvenci f . Tato uloha je
zvladnutelna

ap=f(w,p, v f) (11.3.2)

Eu=A3P pe-M g /1 (11.3.2)
pwz v w

Eu = f(Re, Sh) (11.3.3)

Model, na kterém se méfi, musi byt podobny dilu a uréujici kriteria se musi ¢iselné rovnat, tj. musi by
splnéné vztahy (11.3.4) az (11.3.7). Posledni dva vztahy vazi spolu métitka rychlosti Cw , velikosti ¢, , vazkosti
¢, a frekvence ¢ mezi modelem a dilem. Je ziejmé, zZe jestlize zvolime méfitko délek ¢ a méfitko vazkosti Cy,
prvni ze vztaht (11.3.7) vyda méfitko rychlosti cw a druhy vztah métitko frekvenci s .

Wil _ wplp Sulu :fDlD (11.3.5)
Vm Vb ) W Wp
Wy lu Ju I
[ /
o Ip ;0 Sp b (11.36)
Ym Wu
Vp Wp
Cr.C
Cw g , AR (11.3.7)
C C

\4 w

Zvolime-li ¢, ¢, , z (11.3.7) dostaneme ¢, ,c,.U

Log Eu kriteridlnich rovnic se osvédéuje exponencialni tvar
(11.3.8). Je tfeba potom urcit konstanty ¢, m, n. Za

tim Ucelem kriteridlni rovnici zlogaritmujeme a

a logaritmy naméfenych hodnot naneseme do
— diagramu na obr. 11.3.1. Jestlize vznikne mirné
prohnutd plocha, mizeme ji rozlozit na mensi

>7// A log Re; logRe,  plochy, které lze povazovat za rovinné. Kazda ma

B pak svoje konstanty.
log Sh log Re
09 S Eu=C-Re". Sh" (11.3.8)
log Shp log Eu = log C + mlog Re+ nlog Sh (11.3.9)
log Sh Pro Re; < Re < Re, a Sh; < Sh < Sh,
Obr. 11.3.1

plati: C = 10" , m = tga , n = 1gf (11.3.10)

12 Bernoulliova rovnice

Bernoulliova rovnice je zvlastnim pifipadem pohybové rovnice Navier - Stokesovy, resp. jeji nevazké formy
rovnice Eulerovy. Ma fadu tvard podle stupné zjednoduseni. Pii pouziti je tfeba zvazit, jaké vlastnosti chceme
pfi TeSeni respektovat a na zakladé toho vybrat patficny tvar Bernoulliovy rovnice. Velmi oblibeny je
nejjednodussi tvar, ktery je pouhou algebraickou rovnici, vhodnou pro prosta jednorozmérova proudéni
Vv potrubich. Pfes svou jednoduchost ddva cenné informace.
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12.1 Bernoulliova rovnice p¥i riznych podminkach

Pii odvozeni série Bernoulliovych rovnic vyjdeme z Navier — Stokesovy rovnice (10.4.14) a postupnym
zavadénim zjednodusujicich pfedpokladti dostaneme Bernoulliovy rovnice rizného stupné obecnosti. Piedev§im
zavedenim v = 0 dostaneme Eulerovu rovnici (12.1.1). Jsou to vlastné 3 rovnice ve sméru os X, Y, z, které
postupné vynasobime dx, dy, dz, obecné di a sefteme, vznikne (12.1.3). Protoze plati vztahy na fadku (12.1.4),
mutizeme je pouZit a dostaneme obecnou Bernoulliovu rovnici (12.1.5).

2
M _p L, 00w 1 0f0w (10.4.14)
dt p i ok* 3 oi\ ok
dw.
v=0 M _g 1Py (12.1.1)
dt p Oi
w;dw; :Ridz—ia—p.d (12.1.2)
p Oi
D wdw, :dek—la—pdk (12.1.3)
p Ok
w2 =wi > wdw=w,dw, , dpza—pdt+a—pdk (12.1.4)
ot Ok
. 9
Obecna Bernoulliova rov. wdw= R, dk — 1 (dp - a—l; dtj (12.1.5)
P
0
P _ 0 proudéni je stacionarni: wdw = R, dk — ap (12.1.6)
ot el
R, =R.=0,R,=-g | tekutina v gravita¢nim poli: wdw = —gdy _dp (12.1.7)
P
2
d,
I rovnici integrujeme podél proudnice: WT =—gy— P, c (12.1.8)
P
2
p = konst proudéni je nestlacitelné: Y o4 v+ 2 _c i (12.1.9)
2 p g
2
obyc¢ejna Bernoulliova r. ve formé vysek i y+ P _ Ye ‘ - pg (12.1.11)
2g g
2
obycejna Bernoulliova r. ve formé tlaka pr +pgy+p=pc (12.1.11)

Obycejnou Bernoulliovu rovnici mame ve formé energii 1 kilogramu proudici tekutiny — rychlostni
(kinetické), polohové (potencialni), tlakové a celkové C na tadku (12.1.9), ve formé vySek — rychlostni,

\ ]

L wi2g ‘\LQWZ/ZQ

| —

| 212

Yoo | P/ A e M

B B P/ pg
==
Y e y

| |

pratok bez ztrat prutok se ztratami

Obr.12.1.1
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geometrické, tlakové a celkové V.
(12.1.10), ve formé tlakid — dynamic-
kého, hydrostatického, statického a
celkového pc (12.1.11). V rameccich jsou
uvedeny zjednodusujici predpoklady, k
nimz musime pfihlédnout, chceme-li ten
ktery tvar Bernoulliovy rovnice pouZzit.
Na samém pocatku zjednoduSovaci
posloupnosti je v =0, &ili proudéni bez
tteni a beze ztrat. Presto je snaha
obycejnou Bernoulliovu rovnici pouzivat
i pro proudéni se ztratami. V tomto
ptipad¢ se Bernoulliova rovnice rozsifi o
ztratovy ¢len



bud’ energie §W7 (12.1.12)
w2
nebo vysky {— (2.1.13)
2g
w2
nebo tlaku Sp 53 (12.1.14)
a vznikne rozsifena Bernoulliova rovnice, ktera ve formé vysek, viz téZ obr 12.1.1, ma tvar :
2 2
R L A (12.1.15)
2g =~ 2g Pg
2
(1+) 2t y+ L=y, (12.1.16)
2g g

Koeficient ¢ je ztratovy soucinitel. Je jednak mistni ¢, a tfeci {,. Mistni ztratovy soucinitel
vyjadfuje mistni ztratu, ktera vznika v potrubi pti nahlé zméné rychlosti nebo sméru proudéni, tj. v kolenech, T -
kusech, ve ventilech, pfi nahlém rozsifeni ¢i zGZeni prutokového prufezu, na miizich, sitech apod. Treci
ztratovy soucinitel ¢, vyjadiuje ztratu vznikajici tfenim v rovnych potrubnich tsecich. Je imérny délce potrubi
L, neptimo tmérny praméru potrubi D, kdyz koeficientem umérnosti je souéinitel tfeni 4, viz (12.1.17)

w? L w

L
=1— — Adp= —=A—p— 12.1.17
Sr D p=<¢rp 5 DP 5 ( )

12.2 Pouziti rozSifené Bernoulliovy rovnice

K demonstraci pouziti rozsitené B. rovnice budeme fesit pfiklad zobrazeny na obr.12.2. Ma se urdit
ptikon cerpadla, které dopravuje Vlm3 / sJ vody z uzaviené nadrze, kde je tlak p; na volné hladiné, do prostredi

otlaku p, . Zname priméry D ,,Dy,D. adélky L, ,Lp, L. potrubich usekd, jejich soudinitele tfeni

Ag(Lg/Dpyws? 12g

A/ pg
A,(L,1D i 12¢ covst12¢
2
A (Lo /Dw= /2
w1 2g \ (Lo /Doyws™ /2g
14/(,2/2g
i/ rg ™~ )
Pe! pg
™~
—= 7 Yo
@
Obr. 12.2.1

Ay, g, A, mistni ztratové soucinitele &,,{s a polohy vyznacnych bodd centralni proudnice y; az yg .
Utinnost Gerpadla je ns, prurez nadrze S;.
Musi byt splnéna rovnice kontinuity (12.2.1), z niz plynou vazby mezi rychlostmi (12.2.2). Ve sméru proudéni

N 2

Ap;/pg, aby méla na vystupu pozadovanou velikost y, + pg / pg+w§ / 2g . Vypoctené Ap, se dosadi do
vzorce (12.2.5) pro ptikon Cerpadla.
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V=w,S, =%Djw3 =§D§w5 =§Déw6 (12.2.1)

. . 2 2
LA [N /- RV /4 (12.2.2)
S] 7Z'DC DB DA
Ape |, Po Wi, Le Wi Wi, Ly s
prg prg 28 D¢ 2g 2 Dy 2g
i 2 2 2
L
S | S ) e A R S B (12.2.3)
pg 28 D, 2g 2g
[ 2 2 2 4 1
Ps =P W =W, Ws D¢ D¢
Ape = pg| (vs =y, )+ + +5= §z£—J +§5(—]
‘ Pg 2g 2g D, Dy
L, (DY Ly (DY L
1A, _A(_CJ +Ap _B[_C) + e =5 (12.2.4)
DA DA DB DB DC
Ptikon Cerpadla: P:LVApCv W] (12.2.5)

Rovnice (12.2.4) ukazuje, Ze piirtustek tlaku v Cerpadle Ap, musi pokryt zvySeni hydrostatického tlaku

mezi vystupem a pocatkem vodni trat€, zvySeni statického tlaku, zvySeni dynamického tlaku a v§echny mistni a
tieci ztraty v saci a vytlacné vétvi potrubi. Tlak v Zadném misté nesmi klesnout pod tlak sytosti pfi dané teploté,
vypafujici se voda by zptuisobovala pulsace kavitaéni podstaty. JiZ viibec neptipustny je pfi navrhu zaporny tlak.
Na tlak je tfeba kontrolovat mista jeho nejnizsich hodnot, coZ je zde sani ¢erpadla 3 a koleno 5.

12.3 Bernoulliova rovnice pro stladitelné proudéni

Stlacitelna proudéni jsou ta, jejichz rychlost se blizi nebo dokonce prekracuje rychlost zvuku. Pfipadem
s vysokou podzvukovou rychlosti je vytok idealniho plynu zuzujicim se otvorem na obr. 12.3.1. U otvoru zname
geometrii, tj. hlavné vstupni S, a vystupni §, prifez, vstupni parametry

P, pP;>W;, vystupni p, a chceme znat vytokovou rychlost w,a
prato¢nou hmotnost m . Vytok probiha tak vysokou rychlosti, ze se béhem
Dilow 2w, n¢ho nestaci privadét ¢i odvadet plynu teplo, Cili z termodynamického

pohledu je vytok tzv. izoentropicky a pro zménu jeho tlaku a hustoty plati

W pp © =konst, kde x=c, /e, (=1,4 pro 2 atom. plyny) (12.3.1)
Shrneme predpoklady FeSeni:

a)  Plyn je idedlni, ¢ili nevazky: v=0

p b) Stavy na vstupu a vystupu se neméni s asem, proces je
/F P, stacionarni: dp /0t =0

C) Ze setrvacnych zrychleni piisobi pouze g, ale pii vysokych

W¢W W, rychlostech ma zanedbatelny vliv: R, =R, =R, =0
) d) Proces vytoku je stlacitelny,
izoentropicky
Obr. 12.2.1 e) Proudéni se povazuje za jednorozméroveé

Z obecné Bernoulliovy rovnice (12.1.5) zbyde (12.3.2), kterou mizeme integrovat mezi body 1 a 2, viz
(12.3.3). K provedeni integralu s tlakem a hustotou si miizeme z rovnice izoentropy (12.3.1) piipravit p = f(p),

kdyz konstantu vyjadiime pomoci vstupnich parametr p,;,p; dle (12.3.4). Nasleduje vypocet integralu a

rychlosti w,, pomoci w, se uréi 7 .
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wdw:dek—i(dp—a—pdtJ (12.1.5)
Yol ot

dp

waw = (12.3.2)
Yl
M P (12.3.3)
2 P
1
—-K __ — —K — p K
pp " =konst=ppi* — p—pl[p—j (12.3.4)
1
! L 1 I
2 2 K— K—
wy —w] dp_ pf (dp _ PPl K | v e
T A s e DA
7 P ; p[ It ; p[ K=
pz{ J p
Py
k-1 k-1 L_I
K K K
R e i Ea <t 1_(1’_2J (12.3.5)
s K—1 k=1 p, D
125
Ld
w, = |2 P 1_(1’_2} e (12.3.6)
k=1 p; Pi
- _ P> ©
m—stzwz—Pl[p_J S,-w, (12.3.7)
1

Pti pouzivani vzorce pro vytokovou rychlost ze zuzujici se dyzy (12.3.6) musime byt opatrni. Je nutné rozliSovat
tlak ve vystupnim prifezu p, a Vv prostoru za nim, kde jej oznatime p,. Jestlize bude stav p,, p;,,w; =0

konstantni a budeme snizovat tlaku p, za dyzou, tlak p, pljde s nim, tj. p, = p, a rychlost podle vzorce
poroste, az bude dosazena rychlost zvuku w, =a, . Za tohoto stavu ma protitlak tzv. kritickou hodnotu p g,

K

2 ]j’“" ~0,528p, pro 2 atom. plyny (12.3.8)

Pkr =P2=Po :PJ[
K+

Jestlize budeme po dale snizovat, tlak p2 = pkr se jiz nebude ménit, zistane nastaven na kritickou velikost a
vytokova rychlost rovnéz ziistava rovnou rychlosti zvuku. Pokud bychom nyni dosadili do (12.3.6) za p, hodnotu
Po, dostali bychom fale$nou nadzvukovou rychlost, jez se z nerozsifené dyzy nemiize dostat.

12.4. Bod nulové rychlosti

Do rovnomérného nestlacitelného proudu o rychlosti w a o statickém tlaku p je ponofeno téleso dle
obr. 12.4.1. Pred télesem uhyba proud na ob¢ strany, aby se vyhnul piekazce. Jedna proudnice je vSak donucena
okolim a proudnicemi narazit kolmo na pfedni cast télesa v bodé C, takze jeji rychlost zde klesne na nulu, we= 0.
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Pajpw2

Pe

Ps

Obr.12.4.1
Bod C nazyvame bodem nulové rychlosti, ¢i stagnaénim bodem. V bod¢ C se proudnice rozdvojuje, a
na odtokové hrané¢ v misté D zase spojuje. NapiSeme obycejnou Bernoulliouvu rovnici pro proudnici jdouci
bodem nulové rychlosti, a to pro samotny bod C a pro bod lezici ve vétsi vzdalenosti pred télesem, viz (12 .4.1).
Protoze Wc =0, yc =Y, rovnice se zredukuje na (12.4.2), vniz pc je celkovy neboli totalni tlak, pw?/2 je
dynamicky tlak pq.
2 w2

W,
P+ PWe +Pe = Pt Y+ P (124.0)
W2
protoze W =0, Yo =V: Pc :p7+ p (12.4.2)
1
Pc=Pa+P |-—= (12.4.3)
P
2
p_C:W_+£ (12.4.4)
p P

Posledni rovnice, ktera je napsana v energetické formé, fika, ze ve stagna¢nim bod¢ se staticka tlakova
energie a kineticka energie pfeménuje na celkovou tlakovou energii. Stagna¢ni bod neni jen na nab&ézné hrané
téles, ale vSude tam, kde je proudéni zbrzdéno na nulovou rychlost. Jestlize napf. aerodynamicky tunel nasava
vzduch z klidného okoli, pak toto okoli je pro tunel stagnaénim stavem, atmosféricky tlak je pro otevieny
aerodynamicky tunel tlakem celkovym. Z energetické rovnice lze ukazat, ze to co plati ve stagnacnim bodé¢ pro
tlak, plati téZ pro teplotu, tj. ze celkova teplota TcC se rovna souctu dynamické teploty Td a statické T dle
(12.4.5). Proces vsak musi byt izoentropicky, aby nedochazelo k odvodu tepla.

2

T, =Ty+T = 4T (12.4.5)
2c,
12.5 Méieni tlaki a rychlosti
— a) Celkovy tlak
Celkovy tlak se méfi Pitotovou trubici, jejiz schéma je na obr.
w — 12.5.1. Je to trubice jejiz oteviené rameno smétuje proti proudu, a je
P o S nim rovnobézné. Druhy konec je piipojen k tlakoméru, kterym je dnes

zpravidla elektronické Cidlo, to znamena, Ze toto rameno trubice konci

membranou snimace. Druhd moznost je zobrazena na nasem obrazku:
N trubice je pfipojena ke kapalinovém manometru s tekutinou o hustoté ok,
ktera vystoupi do vysky Hk, jestlize nad hladinou v uzavieném konci je
vakuum. V obou ptipadech je trubice uzaviend, coz znamena, ze ¢astice
tekutiny pronikajici po centralni proudnici otevienym ramenem do trubky
E Hik jsou zbrzdény na nulovou rychlost a tlak je tu celkovy. Pfi dokonalém
Pe ¢ B tvarovani a opatrném zachazeni Pitotova trubice méfi s piesnosti ~1%.
; : Neni-li trubice rovnobézna s 0sou proudu, snima se jen slozka celkového
X tlaku. Pracovni konec trubice je vSak upraven tak, aby Pitotova trubice

byla na mensi vychyleni (do 15°) necitliva.

Obr. 12.5.1
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Obr. 12.5.2

2

w
Pc =/07+ p=pk -9gHk (125.1)

b) Staticky tlak

Staticky tlak se méti pomoci otvorti vyvrtanych ve sténé, ktera je
ve styku s prosttedim, jehoz tlak nas zajima. Otvory jsou vrtané kolmo ke
sténé. Staticky tlak pfechdzi spojité do otvorl. Idealni primér otvord je
0,3+0,5mm. Je-li & otvoru velky, snima se se statickym tlakem i ¢ast
dynamického tlaku. Na zavadu jsou otfepy hran otvorii stejné jako
srazené hrany, viz obr.12.5.2.

Pro méfeni statického tlaku uvnitf proudu se pouziva staticka
trubice schematicky zobrazena na obr. 12.5.3. Ohnuté rameno
rovnobézné s proudem ma
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nabézny konec uzavieny a aerodynamicky upraveny, aby byla trubice hladce obtékana. V plasti jsou navrtané
malé otvory ke snimani statického tlaku. Priibéh tlaku podél povrchu trubice zakresleny na obrazku ukazuje, ze

jsou 2 mista, kde mohou byt otvory umistény. V misté za
nabéznym bodem tlak prudce klesa zesvé celkové

hodnoty a misto statického tlaku je nejisté. Vhodnéjsi je
zadni bod, kde se tlak méni kolem statické hodnoty

pozvolna. M¢feni je velmi citlivé na teéné umisténi

\

L

pl —=

_— —

[E——

P

-~ trubice k proudu. Jestlize je ke statické trubici piipojen

kapalinovy manometr dle obrazku, p = ppgHy .

¢) Dynamicky tlak
Pro méfeni dynamického tlaku se pouziva

Prandtlova nebo Venturiho trubice. Nouzové bychom jej
mohli ur¢it jako rozdil tlaki zméfenych Pitotovou a

Hik statickou trubici : p, = p,. — p.

Obr. 12.5.3

- Prandtlova trubice wvznikla spojenim Pitotovy a
statické trubice v jeden celek podle schematického obr.
12.5.4. Vidime, ze Pitotova trubice je vlozena do osy
statické trubice a obé¢ trubice jsou piipojeny ke vstuptim

diferencialniho manometru. Pokud pozadujeme automatizaci méfeni, manometr je elektricky, jinak mtze byt
kapalinovy dle obrazku. Bude-li hustota proudiciho média p srovnatelna s hustotou tlakomérné kapaliny p «,

potom z rovnovahy tlakd na spodni hladinu manometru (12.5.2) dostaneme p, (12.5.3) a rychlost w (12.5.4).

W |
ip
p F
:
Hx
pCi i
T o— Q(
Obr. 12.5.4
S1 1
- 72
W S
W2
o 5 D2
Hk
v,
Obr. 12.5.5

Je-li p<<px , bude w (12.5.5). Pokud méfime elektronickym
manometrem, zméfenou veli¢inou je ptimo pq.

Pe+pgx=p+pegHy +pglx—Hy) (12.5.2)
2
w
Pqg=P.—P =gHK(PK _P)z /37 (12.5.3)
W= 2pa _ 2gH x (px = p) (12.5.4)
Ve P

2gH
pro p <<px w= /gTKpK (12.5.5)

Uvedené rovnice pro Prandtlovu trubici plati pfesné bez
empirickych korekci. Protoze cidlo vzniklo spojenim Pitotovy a
statické trubice, o jeho geometrii a funkci lze fici totéz, co bylo
uvedeno o nich.

- Venturiho trubice pro méfeni dynamického tlaku a
rychlosti je na obr. 12.5.5. Ve spole¢né trubici je pritocna ¢ast
rozdélena do dvou kuZelt, z nich prvni mezi body 1, 2 je konfuzor, a
druhy difuzor. V nejuzS§im misté je nejvySsi rychlost a maximalni
podtlak oproti statickému tlaku pi1. Rozdil tlakd p; — p2 se méfi bud’
elektronickym nebo kapalinovym diferencialnim manometrem.
Kuzelovy difuzor za nejuz§im mistem zlepSuje ucinnost Venturiho
trubice tim, Ze snizuje ztratu rozsifenim proudu, zamezuje odtrzeni
proudu od stén.

Pro nestlacitelny pratok tekutiny konfuzorem mezi body 1 a 2
plati rovnice spojitosti (12.5.6) a pii zanedbani ztrdt (ty jsou
v konfuzoru nepatrné) Bernoulliova rovnice (12.5.7). Z nich se vypocte
dynamicky tlak pq a z n€ho rychlost w.

S
S]W]ZSZWZ —> WZZW]'S_] (12.5.6)
2
w? w? w? (S ?
1 2 1 1
+p—=p,+p—=—=p,+p—| — 12.5.7
Pitp—=patp pzpz(szj ( )
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Wi __ Pi—P2
2 (S,/8,)° -1

Wl:\/zpd :\/ Z(pl_pZ) _\/ZgHK(pK _p) (1259)

P\ pl(Si/S,)? -1 \plSi/S;)? -1

(12.5.8)

Venturiho trubice ma proti Prandtlové a Pitotové trubici vyhodu v tom, Ze pfi konstantni rychlosti w1 1ze
pomérem prifezi S;/S, ménit tlakovy rozdil p, — p,. Bude-li :
s, )’ S
[—1J ~1=1 > 2t=\2=14 (12.5.10)
S, S,
pak neni rozdil mezi tlakovou diferenci Venturiho trubice na jedné strané a Prandtlovou a Pitotovou trubici na
stran¢ druhé. U Pitotovy trubice na letounu pfedpokladame, ze je pripojena k diferencidlnimu manometru, na
jehoz niz§i tlakovou stranu pfichazi stfedni staticky tlak z otvord po obvodu trupu. Pfi S,/S, >1,41 se u
Venturiho trubice dostavd vétsi a 1épe meéfitelny rozdil tlaku, proto se pouziva u pomalejSich letadel do
250 km/ h , Pitotova a Prandtlova trubice u rychlych letadel.

12.6 Méreni pritoéného mnoZstvi

Méme tu na mysli prutokoméry, jejichz funkce vyzaduje ke zpracovani vysledkti Bernoulliovu rovnici,
tedy clony, dyzy, Venturiho trubice, klasické pritokoméry. Dnes jiz existuje fada pritokomérti na zcela jinych
principech - laserovych, ultrazvukovych, Coriollisovych aj.

a) Venturiho trubice pii méfeni pruto¢ného objemu ¢i hmotnosti je vlozena mezi piiruby potrubi.
Diferencidlnim manometrem se mé&fi rozdil statickych tlaki, ktery je v misté pfed Venturiho trubici a v jejim
nejuz§im prifezu dle obr. 12.6.1. Plati a pouziji se tytéz rovnice jako v pfedchozi stati pro Venturiho rychlomér,

které vedou na rychlost wi (12.5.9). Kdyz rychlost vynasobime prifezem, dostaneme pritoény objem V'

L W, = J 2Py~ p2) (12.5.9)

i . p[(SllSz)Z—l]
= . 2(p. —

doeap et = L josw=s, —2PTP) s fp ) (12.6.1)

- = S OV Ci E
?1 _‘_ < je konstanta Venturiho pratokoméru, kterd se stanovi
L@ | 1 p. sejchovanim, takze zahrne i ztraty vzniklé pritokem vazké
| J« ekutiny. Venturiho méfice byvaji stalou soucasti potrubi a
) samoCinng zaznamendvaji pritokové mnozstvi ¥ [m3/s]

pli « 1ebo m [kg/s].

Obr. 1"; 6.1 b) Clona. Princip zjisténi pritokového mnozstvi

tekutiny clonou nebo dyzou je takovy: proud tekutiny se
vlozenim desky s pritokovym otvorem menS$im nez je
svétlost potrubi stahne do izkého paprsku s vysokou rychlosti, zméfi se pokles tlaku v tomto mist¢ p; — p,, viz

obr. 12.6.2, a z n¢ho se vypocte rychlost a protékajici objem nebo hmotnost.
Pratok clonou musi spliiovat rovnici kontinuity nestlacitelného proudéni. Je do ni zaveden jednak
soudinitel kontrakce proudu a’=S"/S, jednak m=S/S, jako pomér prifezu otvoru ku priifezu potrubi. Plyne

odtud w, = f(a, m, wz), viz (12.6.4). Dale lze pro body 1 a 2 napsat rozsifenou Bernoulliovu rovnici (12.6.5) a
z ni urcit rychlost w,. V Bernoulliové rovnici je podle (12.6.2) nahrazen ztratovy soucinitel ¢ rychlostnim
soucinitelem .
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S’ S 1

QZE,I’”:S—,]+§=—2 (1262)
1 @
% w,S, = wyS' = w,as (12.6.3)
i OO
G) — W, =a-—-w, = amw (12.6.4)
‘N /7 1 2 2
s, \: :::? g = I
S I 1 ] I w] w3 w3
e Pr+p—=pr+p—+Cp— (12.6.5)
"—/ CD \E 2 , 2 2 ,
w
| 7 Ok pr+a’m’p—=p,+(I+¢)p— (12.6.6)
|
E%%H‘ 2 2
| | P +a’m pW_2= +L W_Z (12.6.7)
ﬂ
\ Wy = \/ﬁ \/ (12:68)
Py \\ p3 . I—a“me
B, ?7\‘ V=Sw, =aSw, = (12.6.9)
p’ p —
2 2p; = ps) (12.6.10)
1—a’m?g?
Obr. 12.6.2 _
= uS Ap; = r2) (12.6.11)
ol
. , G . ap
kde priatokovy soucinitel g : (12.6.12)

ﬂ:/ 2.2 2
I-a'm’e

Pratokovy soucinitel  zavisi na souciniteli kontrakce & , rychlostnim souciniteli ¢ a na poméru prifeza
m = S/S;. Hodnotu u lze uréit z tabulek v zavislosti na Reynoldsové ¢isle a na m. Rozméry clony piesné uréuje

norma a normou je téZ urCena poloha i zplsob
odbéru obou tlakd pi, p2. Nejlepsi provedeni je

Py P P2 Ps3 Stérbinou a S prstencovou sbéraci komorou
¢D zobrazenou v obrazku clony a dyzy. Aby ohyby,
@ armatury apod. nesnizovaly piesnost méfeni, jsou
e —— i l predepsané nejmensi délky ptfimych potrubnich
1D 6D usekd pred (Ly = 5+30D) a za clonou (L >5D).
Zatazenim clony do potrubi vznika urcita tlakova
L L, ztrata Ap, = p, —p;. Mista pro méfeni tlaku
Py, P3 jsou téZ stanovena normou.
Obr. 12.6.3
U stlacitelné tekutiny je tfeba piihlizet ke zméné hustoty —
s tlakem. Pfi zjisténi priatokového mnozstvi by se opét vyslo
z Bernoulliovy rovnice, ale psané pro stlacitelnou tekutinu, viz stat’
12.3. Vysledek se upravuje na tvar shodny s (12.6.11):
. 2 -
V=eus 2Api=r2) 12613
P Sy S
kde & je tzv. expanzni soulinitel uvedeny v tabulkich a
v diagramech normy. g

¢) Dyza. Vypocet prutokového mnozstvi je stejny jako u
clony. Jsou zde vsak jiné hodnoty s, které ptesahuji v zavislosti na
Reynoldsové &isle a na m=S/S; i hodnotu 1 (napi. 1,2). To lze
vysvétlit tim, Ze soucinitel kontrakce je tu prakticky roven 1 a vice
se tu uplatfluj e vliv pfitokové rychlosti Wi i Zpﬁsob méfeni tlaku p..

vvvvvv
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13. Vytok kapaliny

13.1 Vytok malym otvorem do ovzdusi

Z uzavtené nadoby na obr. 13.1.1 vytéka kapalina rychlosti w do okoli o tlaku po. Tlak plynu nad
kapalinou je p1, volna hladina klesa rychlosti wi. Prifez nadoby S; je konstantni (obecné bude proménny), prifez
vytokového otvoru je S.

Proudnice, které v kapaliné vSechny zacinaji na volné hladiné,
N sméiuji do vytokového otvoru. Proudici castice kapaliny maji urcitou
setrvacnost, a ta zpusobuje, ze se proudnice nemohou ostfe lomit.

K

Py

Proudnice, zejména ty, které jdou podél stén, méni ve vytokovém otvoru
A spojité smér a stahuji tak vytékajici proud kapaliny do paprsku o prufezu

|

\

T

‘ S' < §. Pomér nejuzsiho prufezu vytokového paprsku a plochy otvoru se
‘ Sl h nazyva soucinitel ziizeni (kontrakce) a..
|

I

, Cuyr o Stokové K
S oo S" _ nejuzsi prifez vyto ového paprsku (13.1.1)

S plocha otvoru

Pti zjisténi vytokové rychlosti w budeme uvazovat skutecnou, tj.

vazkou tekutinu. Vyjdeme proto z rozsitené Bernoulliovy rovnice psané

Obr. 13.1.1 pro 2 body téZe proudnice, a to pro bod na volné hladiné a bod ve
vytokovém otvoru. Z rovnice vypocteme rychlost w, pii ¢emz komplex

ztratového soucinitele 1/ \JI+¢ nahradime souéinitelem rychlosti ¢ .

S’ Po Pro ostry kruhovy otvor a =0,61+0,69 .
9" 76
w

2 2 2 2
pe PLLME g PO W e P Y (140) (13.1.2)
pg 22 pg 2g "~ 2¢ pg 22
1 Pi1—Po ] wi
= 2g£h+ +— = @2gH = pw,,, (13.1.3)
\/7]_"_4, \ g 2g A 1
kde Wieor =+/28H  je teoreticka vytokova rychlost bez ztrat (13.1.4)
_ 2
H=h+P17P0 I e celkova neboli efektivni viska (13.1.5)
pg 28
Q= lid je rychlostni sou€initel (13.1.6)
W[CU}”
I S S S (13.1.7)

c=
JI+< ®
@ =0,95+0,99 pro ostry kruhovy otvor
Zména tlaku plynu nad kapalinou u uzaviené nadoby se obvykle uvazuje izotermickd p,V; = konst,
kde ¥, je objem nad kapalinou. Rychlost klesani volné hladiny a vytokova rychlost jsou vazané rovnici
kontinuity:
, as Y . .
Sw,=Sw=aSw-ow, =—w, bude-li —<<1,je w; =0 (13.1.8)
S; S

Vytokové mnozstvi:
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V=SW=a- S ¢ Wer = iVgor (13.1.9)

kde u=ag je vytokovy soudinitel vyjadiujici pomér skute¢ného a teoretického vytokového mnozstvi
H= V/ Vtcor
Pro ostry kruhovy otvor je stiedni hodnota =@ =0,62-0,98=0,61

13.2. Vytok vilcovym natrubkem

Jestlize k prostému otvoru, jimZ vytéka kapalina z nadoby, pfidame nedlouhy natrubek 2,5D <L <10D dle
obr. 13.2.1, zjistime, Ze vytokové mnozstvi se zvétsi. Co se tyce koeficientt «, @, x4, ty budou v fezu 1 stejné at’
natrubek je ¢i neni. Vezmeme hodnoty z pfedchozi staté (13.2.1). V fezu 2 je tomu jinak. Vidime, ze a, =1 a
rychlostni soucinitel je zde pomérné nizky, je odméfen kolem 0,82. Zhorseni je zplsobeno rozsifenim proudu,
které vzdy probihd za silného vifeni a tedy ztrat. Pfehled koeficientl v fezu 2 je na fadku (13.2.2). Vytokovy
soucinitel u, > y; a protoze ostatni parametry
pro vytok s natrubkem a bez n¢ho jsou stejné, u
natrubku se zvysil pritok v poméru 1, /u; .

o, =062, ¢, =098, 1, =06l (13.2.1)
25D=<L<10D =1, ¢,=082 =082 (13.2.2)
| [ |2 ViV = 1] 1 (13.2.3)
V> Zjistime, jaky tlak je v natrubku v misté
| - |g="4* kontrakce proudu. K tomu pouZijeme jednak
ﬁ 4 rovnici kontinuity pro fezy 1 a 2 a jednak
‘ ‘ ‘ 3 ‘ 2 rozsitenou Bernoulliovu rovnici psanou opét pro
1 mista 1,2:
Obr. 13.2.1
Swy=Swy > wy= oy = 2 (13.2.4)
S a;
2 2 2
w w wy 1
pi+pP— = po+p—2(1+¢;) = pp+p—— (13.2.5)
2 2 2 o
2 2 2
wi 1 1 wi( 1 1 2
=Pt 2| = p, + pa = py-Lip=Z 13.2.6
Pr=rPotpP— [wﬁ afJ Po+pP— (0’822 0.62° po—Lip— ( )

Podtlak vysvétluje skute¢nou fyzikalni pficinu zvétseného pritoku s natrubkem. V obou pfipadech je
Vv mist¢ 1 stejny priatokovy prifez, jenze s natrubkem je zde podtlak, tedy vétsi tlakovy spad v efektivni vysce a
tudiz vyssi rychlost. Kdybychom natrubek v misté 1 navrtali, pronikne sem atmosfericky tlak, paprsek se
nerozsifi na plny prifez trubky a vytokové mnozstvi bude stejné jako u otvoru bez natrubku.

Kavitace miize u vytoku s natrubkem vzniknout, pokud by snizeny tlak p1 byl niz$i neZ je tlak sytosti ps
pti dané teploté T , viz diagram p-v H,O na obr. 13.2.2. V tomto piipadé je stav v misté kontrakce v oblasti
piehfaté pary, v bod¢ 1 diagramu. Pfestala existovat vodni

kapalina zétka v nétrubku, kters oddluje vn&jsi atmosféricky tlak po

K

\
| 1

/ X =0 mokra para ~

prehrata para

Po

T = konst

Ps /T« = konst

pl X=1
Vv

Obr. 13.2.2

od nizsiho tlaku p1. Atmosfericky tlak pronikne do natrubku
k mistu maximalni kontrakce. Jenze diagram ukazuje, Ze pfi
parametrech po ,T je kapalny stav, to znamena, Ze se obnovi
proud kapaliny a kapalna zatka. Ta umozni, aby v misté 1
vznikl podtlak, pfi kterém se kapalina proméni na paru a
cely proces se opakuje. Stiidaji se vytoky kapaliny a pary a
tomuto jevu se fikd kavitace. Nebezpeéné jsou obnovy
kapalné faze, kdy kapicky kapaliny jsou vrzeny do mista 3 a
toto misto intenzivn¢ eroduji, vymilaji. Technickym
problémem to je u sacich stran lopatek odstfedivych
Cerpadel.

94



13.3 Vytok malym ponofenym otvorem

Mame 2 oddélené nadrze s tlaky pi1, p2 nad

volnymi hladinami. Ve spolecné sténé je maly otvor o
pruiezu S v hloubce h; resp. h, pod volnymi hladinami
13.3.1 je zakreslena proudnice prochazejici

Na obr. j
otvorem a na ni zvolen bod 1 v levé nadrzi a 2 v pravé

Ke stanoveni vytokové rychlosti pouzijeme
Bernoulliovu rozsifenou rovnici rozepsanou pro citované

body a napsanou ve formé vysek, které jsou vynesené od
2

P1
S1
i P
1 hl S» 47
t 1 h t D}ZJWZ nadrzi.
— Ws 1
vodorovné linie vedené stfedem otvoru. Posledni dva
¢leny rovnice (13.3.1) pfedstavuji ztraty, a to {w /Zg
v levé nadri mezi bodem 1 a vytokovym otvorem a (W?-
Obr. 13.3.1 W 3 )/2g Vv pravé nadrzi mezi otvorem a bodem 2.
2 . 2 2 22
t1+p—1+— = 2+p—2+w—2+ W (13.3.1)
pg 2g pg 28 ~ 2g 2g
2 2
+ +
t1+—p1 PEL W1 _ t2+—p2 P&, +(I+§)— (13.3.2)
rg 2g prg 2g
w?
h, P/ h2+—+(1+§)— (13.3.3)
pg 28 Pg 2g
L
2+ ] 02¢H = ow,,, (13.3.4)
(13.3.5)

2al h, —
\/ \ g( ] P8
(13.3.6)

Ve vétsing ptipadt bude: p1=p2=po, w1 =0. Potom
w=o 2g(h, - hz)
U ponofeného otvoru teoreticka vytokova rychlost Wweor nezavisi na poloze otvoru, ale jen na rozdilu vysek
V ,Ll S Wteor

Vytokovy souéinitel u je zhruba 0 2% nizsi nez pii vytoku do volné atmosféry. Pti zjednodusujici

volnych hladin v nadrzich.
Vytokové mnozstvi
podmince (13.3.5) plati posledni vzorec (13.3.6) i pro velky otvor, protoze rychlost je ve vSech bodech jeho
velky, pak vytokova
Pro

prifezu stejna
13.4. Vytok velkym otvorem do ovzdusi
Je-li otvor dost
rychlost neni stejna ve vSech bodech otvoru, ktery
je ve svislé nebo obecné Sikmé sténé.
vytokovou rychlost plati dfive odvozeny vzorec
(13.1.3), podle n¢hoz rychlost s rostouci hloubkou
h se zvySuje. Ku zjisténi vytokového mnozstvi
proto vytkneme v otvoru priifez elementarni vysky
dh/sina a s$itky b, vySrafovany na obr. 13.4.1.
jici jednotlivymi

kapaliny prochazejici

Mnozstvi
elementarnimi ploskami secteme, tj. zintegrujeme
viz. (13.4.2). Abychom mohli integral provést
budeme uvazovat otvor konstantni Sitky b, a
.5). Pfi  zjednodusujici
= 0 se vzorec pro

dostaneme vysledek (13.4.5). Pfi
P1 = Po, W1

dh/sina

podmince
prittoény objem ¥ zredukuje na (13.4.6)

Obr.13.4.1
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pro b = konst , w; = konst :

. 3|
V= .“—b-\/@%(m K)2

P,

hd +M+
rY

2,ub.

V =

Sinx

240 fg

3sina

pro py=py W, =0 V=

ds

h
V= ﬂ'[wteor'ds = ﬂf\/ZQ[h
b

vo M
SInx

W2
w\/zg(h plpgp°+§ = PWeor (13.13)

b-dn (13.4.1)
SInNax
Pi=Po Jﬂ (13.4.2)
£9 Zg sina
hy B W2
\/Ej\/m Kdh, kde K=rPr—Po Wi (13.4.3)
o Py 29

Ef‘—b-@(\/(hd +K)® —yf(h, + K)SJ (13.4.4)

3sina

3sina

13.5 Prepad kapaliny

hq

N

Po

2 3 3
Wil g Pz Po _1 (13.4.5)
29 Pg 29

29(\/@ Ji ¢ j (13.4.6)

Obr. 135.1

Obr. 13.5.2

h,

Neni-li obdélnikovy otvor na obr. 13.4.1 nahofe omezen, tj.
hn=0, takZze kapalina pietéka pies vodorovnou hranu §iiky b,
mluvime o prepadu. U ného ke stanoveni pritocného objemu
plati (13.4.5), samoziejm¢ s patficnymi zjednodusenimi,
ktera jsou v souhrnu na tadku (13.5.1). Po jejich uplatnéni
bude vysledek (13.5.2).

b=konst ,h, =0, p, =p,,sina=1 (13.5.1)

w2 3 23

Jestlize ma vzduch dobry pfistup pod prepadajici proud, byva
hodnota vytokového soulinitele x=0,65, pokud Sitka

pfepadu b je rovna S$ifce kanalu B. Je-li b<B, vznika téz
postranni ziZeni proudu a u bude nepatrné niz$i. Dobie

vétranému piepadu na obr. 13.5.1 se fikéd dokonaly piepad.
Nedokonaly prepad ma piepadovou hranu nize nez

je volna hladina spodni nadrZe nebo toku. Priitoény objem 7
je soudtem objemu V,, protékajiciho myslenym potopenym
otvorem vysky h,, a objemu V,, poéitaného jako dokonaly
pfepad s prutokovym otvorem o vySce h; —h,. Vysledny
vztah pro 4 je tudiz kombinaci vzorce (13.3.6), pfi

respektovani konstantni rychlosti po vySce prafezu, a
(13.5.2), jen s jinym oznaéenim vysek.
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. . . W2 2 WZ 3 W2 3
V =V, +V, :ylbhz\/Zg(hl—h2+£] + 5ﬂzb\/ﬁ h, —h, +§ - i (13.5.3)

13.6 Doba vytoku

/ i \ kdy ma vysku h, a vyzna¢ime na obrazku elementarni objem, ktery

hy odpovida poklesu dh. Za odpovidajici ¢as dt musi uvedeny objem Sdh
‘ vytéci znadoby. Rovnost obou objem je vrovnici (13.6.2),
h o o , znaménkem (-) vyjadfujeme ubytek vysky h. Z rovnice se vypocte dt
Tso h (13.6.3) a rovnice se integruje, viz (13.6.4). Pokud zavedeme
2 zjednodusujici pfedpoklady p, = p,, w; =0, vyraz se pieméni na
1

a) Obecna nadoba bez p¥itoku je zobrazena na obr. 13.6.1.

i p1 \ Prttez S nadoby se po vySce méni, dole je vytokovy otvor prifezu So.

| Nadoba je v ¢ase t = 0 nalita do vySe hi, ptame se, za jak dlouho

‘ volna hladina klesne do polohy hy, kde h, miize byt téZz nula. Pro

dh S ucely vypoctu vytkneme obecnou polohu hladiny z prabéhu vytoku,

(13.6.5), ale k jeho integraci musime znat zavislost S(h). Bude-li S =
konst, dostavame vysledek (13.6.6).

Obr. 13.6.1
; PPy W
V=wuS,|2g h+ 1L = uS,+2gH (13.6.1)
pg 2g
Vdt = —Sdh (13.6.2)
T L (13.6.3)
\ 1Sy+/2gH
L 1 "2 sdn 1 san
t=[dt =- | = | (13.6.4)
0 “SoN28 i, n’ S 2g Iy u’
hl
pro py=po,w; =0 je H=h: t=;jSth (13.6.5)
uSp+2g hzhé

S
pro S =konst : Jhy —4/h (13.6.6)
/180\/ gq '[ % ﬂso ( )

b) Obecna nadoba s pritokem. Pritéka-li do nadoby na obr. 13.6.1 stalé mnozstvi stejné kapaliny
VO [m3 / SJ= konst , 1ze vyjit pti stanoveni doby vytoku z této Givahy: pfiristek objemu kapaliny v nidobé se rovna
priteklému mnozZstvi minus odtékajici mnozstvi za elementarni ¢as dt. Matematické vyjadieni objemové rovnosti

je na fadku (13.6.7). Plyne odtud elementarni ¢as dt a po integraci doba t, za niz se hladina z polohy h; posune
do polohy hy, viz (13.6.9).

Sdh =V,ydt Vit =7, yso,/ng)dt (13.6.7)
Sdh
= — (13.6.8)
_/JSO‘\}ZgH
t h,
Sdh
_ (13.6.9)
2[ '[ — 4Sy+/2gH

Abychom dosli ke konkrétnimu vysledku, tlohu zjednodusime podle podminek (13.6.10). Integral se
vyfesi substituci, vysledny ¢as t je dan (13.6.14).
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pro S =konst, w; =0, p; = p, a pii doasném oznaceni k = uS;+/2g (13.6.10)
2
dh
t=S|——+ (13.6.11)
H[ Vo —kv/h
1
—kJh > h= (Vokzx) _ Y 2:3"” L= 2ok . K (13.6.12)

SI vo—x)dx kzj( 1de:_i_§ﬁ/'o|nx_ |E (13.6.13)
:_i_fpomézo_m)é/ k) - [volnv (o) (13.6.14)

Mohou nastat 3 pfipady:
- Vo =V : vyska hladiny se neméni, protoZe pritok se rovna vytoku
- V, < V : hladina klesa a ustéli se na vysce, pfi niz V, =V
- V(, >V : hladina stoupé a ustali se na vyice, pfi které \/0 =V
Hladina v nadobé se blizi svému rovnovaznému stavu pii vytoku asymptoticky a doba, za kterou tohoto

stavu dosahne, je teoreticky nekone¢né velka. Plyne to pravé z rovnice (13.6.14): bude-li h, poloha kone¢né
ustalené hladiny, pak zde plati

Vy =V = uS,[2gh, =ky/h, (13.6.15)
¢imz se zlomek v logaritmu bude bliZit k nekoneénu a tim i ¢as. Realna skute¢nost je pon€kud jind. Hladina se

velmi pfiblizi své koncové poloze v konecném Case a teprve zbyly nepatrny posuv se odehraje v ¢ase nekoneéné
dlouhém. Cili za h, do (13.6.14) je tieba dat polohu trochu odli$nou, redlnou, a dostaneme rozumny ¢as.

13.7 Doba vyrovnani hladin ve spojitych nadobach

Pro jednoduchost budeme uvazovat nadoby s velmi rozlehlymi hladinami Si, Sz , spojené natrubkem
malého prifezu So, takze 1ze zanedbat rychlost posuvu hladin, nad nimiz je vzduch o stejném tlaku po. Pocatecni
poloha hladin je Hy a Hz, vSe je zakreslené v obr. 13.7.1.

Pti vypoCtu ¢asu musi byt splnéna podminka
o objemech a o vyskach. Objem, o ktery klesne
Po kapalina vlevé nadobé za c¢as dt se rovna
dho objemu, o ktery vystoupi hladina v pravé nadobé
za Cas dt a tento objem musi také za stejnou dobu
hy St S, protéci natrubkem, viz.(13.7.1). Podminka, ktera
ha vaze vysky h, hy, hy je na fadku (13.7.2). Jejim

So Ha zdiferencovanim vznikne (13.7.3) a po dosazeni
- T za dhy adh, ze (13.7.1) vznikne (13.7.4).

dhz

Hi

Obr. 13.7.1 Z této rovnice vypocteme cas t.
AV = —S,dh; = Sydh, = uSy[2ghdt (13.7.1)
h=h,—h, (13.7.2)
dh = dh, — dh, (13.7.3)
Sp+/2ghdt 1S, +/2ghdt
dh = AoV ooV 1 1) o Pghdt (13.7.4)
Sy S S1 S,
‘ 1 T dh 1
- j _ - I N 2/hlf™M (13.7.5)
0 [+Jy80,/ Hi-H, h [l+ljyso,/29
S1 S S1 Sy
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2JH, - H
. 1~ M2 (13.7.6)

(1 + 1}50 V29

S1 S

Podle vzorce (13.7.6) je doba vyrovnani hladin v nadobach jednoznacné konecna.

14. Véta o zméné toku hybnosti

Véta o zméné toku hybnosti je oblibenym nastrojem k vySetfovani aerodynamickych sil a momentt,
kterymi proudici tekutina plisobi na obtékand nebo protékanad tclesa. Zejména se to tyka lopatkovych
turbostroji. Vyhoda pouziti véty o zméné toku hybnosti (VZTH) spociva v tom, ze aerodynamické ucinky
feSime na zakladé znalosti stavu proudéni na tzv. kontrolni ploSe obalujici zkoumané proudové pole, aniz
bychom znali vlastnosti tohoto pole uvnitt. VZTH miiZzeme tedy zaradit mezi metody typu ,,Cerna skiinka® nebo
GUHA, u nichz se vnitini procesy ur¢uji na zakladé znalosti procesu na povrchu, na vstupu a na vystupu.

VZTH lze pouzit pro nevazké i vazké proudéni, kdyz piislusné tieci sily zaradime mezi vnéjsi sily
pusobici na tekutinu. Proudéni by mélo byt ustalené, neustilené se muze podrobit VZTH, jestlize stfedni
hodnoty neustaleného procesu jsou stalé, tj. proudéni je tzv. zdanlivé stacionarni.

VZTH je modifikaci pohybové rovnice, patii tedy do tfidy rovnic reprezentované rovnicemi Navier-
Stokesovou , Reynoldsovou, Van Driestovou, Bernoulliovou. Jestlize n€ktera z nich je pouzita k feSeni proudéni
o vice neznamych, nemizeme pfipsat VZTH jako dalsi nezavislou rovnici, jezto jeji princip byl jiz aplikovan.

14.1 Podstata VZTH a navod k pouZziti

Vétu o zméné toku hybnosti odvodime z pohybové rovnice. Pfedevsim je tieba povédét, ze hybnost je
sou¢in hmotnosti a jeji rychlosti mw , kdeZto tok hybnosti je souin pritoéné hmotnosti a jeji rychlosti naw .
Uvazujeme objem tekutiny dle obr. 14.1.1. Jeho povrch, tzv. kontrolni plochu, miizeme rozdélit na 2 ¢asti:
plochou S; tekutina do objemu vstupuje, vektor w; ma proto zaporné znaminko; plochou S; tekutina vystupuje,

znaménko w, je kladné, protoze kladny smér je ven z objemu. Ploskou ds ; vstupuje do kontrolni plochy
proudové vlakno, uvniti méni sviij prufez dS , hustotu o,

rychlost W a ploskou dS , vychazi. Na zvyraznénou &ast
proudového vlakna elementdrniho prifezu a délky,
hmotnosti d?m, ptsobi okolni tekutina silou -d’F .

Pohybové rovnice pro d’m se da upravit podle (14.1.1).
Rovnici integrujeme po délce vldken a po prurezu dle
(14.1.2), aby platila pro cely objem. Bude-li prito¢na
hmotnost vlaknem po délce konstantni, mizeme vnitfni
integral provést, coz je na fadcich (14.1.3), (14.1.4).
Nasleduje realizace vnéjsiho integralu za predpokladu, ze
Obr. 14.1.1 na plo§e S, jsou p,,w; konstantni, stejné¢ jako na plose

S, jsou neménné p,,w,, fadek (14.1.5). Posledni

uprava spociva v otoCeni znaménka, ¢imz na levé strané je sila, kterou tekutina uzaviena v kontrolni plose
pusobi na okoli (kladn€ smérem ven), a rovna se rozdilu vstupniho a vystupniho toku hybnosti.

v d?m ,. d
m—= -dw

—d?F =d? = —— . dW=—(dm)dW = drh dw (14.1.1)
dt — dt dt

2 2
—[ [d?F = [[dmdw (14.1.2)
S 1 S1

2 2

pro drh = konst —[ [d’F = [ drm] dw= [ drir (0, — 9, (14.1.3)

S 1 N 1 N
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- j dF = J-(pzngwsz/Z — p,dS wiv,) (14.1.4)
S S

Pro py, o2, Wy, Wy = konst  —F = p,S,Woll, — pySqwy Wy (14.1.5)

F= piSiWiWy — p, S, W, Wy = My Wy —m, W, (14.1.6)

- Prakticky postup p¥i konstrukci VZTH

a) Zvoli se soufadnicovy systém.

b) Zvoli se vhodna kontrolni plocha, aby vypocet byl co nejjednodussi, viz nize.

€) Napisi se véty o zméné toku hybnosti ve smérech souradnicovych 0s.

d) Na levou stranu se pisi sily, jimiz tekutina uzaviena v kontrolni ploSe ptisobi na kontrolni plochu a na
obtékana télesa. Znaménka sil se uréuji podle sméru os.

e) Na pravou stranu VZTH se piSe suma tokl hybnosti, pti ¢emz vstupni toky se zna¢i kladné, vystupni toky
zaporn¢ a sméry tokl se konfrontuji se sméry pfislusnych os.

- Kontrolni plocha

Kontrolni plochu pfi praktickych aplikacich zavadime tak, aby vyc¢isleni vyrazt pro pratokové hybnosti
bylo co nejjednodussi. Vhodnou volbou lze v €etnych ptipadech omezit toky hybnosti jen na vstupni a vystupni
prifez. Napt. u kapkovitého télesa na obr. 14.1.2 jsou vodorovné linie kontrolni plochy tak daleko od t¢lesa, aby
jimi tekutina neprochazela. Obdobné svislé strany kontrolni plochy jsou v mistech, kde je vyrovnany tlak,
nenaruseny télesem. Na obr. 14.1.2 az 14.1.5 a na obr.14.1.6 jsou piiklady kontrolnich ploch.

Téleso obtékané tekutinou
Obr. 14.1.2 Protékany kanal

Obr. 14.1.3

Vytok z nadoby
Obr. 14.45

Téleso ¢aste¢né obtékané
Obr.14.1.4

Ptiklad

M3 se urdit sila ﬁ, tj. Fx, Fy, pusobici na

potrubni uzel. Zname stavy proudéni kapaliny ve —
vstupnich fezech 1, 2 a ve vystupnim fezu 3. Je tedy

dano: S1, S2, S3, p1, P2, P3, W1, W2, Ws, p,a atvar

potrubi na obr.14.1.6.

Postupujeme podle navodu. Po zvoleni os X, y
zavedeme kontrolni plochu totoznou s obrysem

potrubniho uzlu. Zvolime smér sily F , kterou vyvozuje Obr. 14.1.6
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proudici tekutina na stény potrubniho jezka. Znaménko slozek Fy,Fy vypocet bud’ potvrdi ¢i nikoliv. Napiseme
VZTH pro smér x a y podle (14.1.7) a (14.1.8). U tokl hybnosti kontrolujeme, zda je vstupni (+) nebo vystupni
(-), ve sméru osy (+) nebo proti ni (-). Kladny smér tlakovych sil je dan plisobenim tlaku tekutiny uvniti na

kontrolni plochu.

smer X:

smér y:

F, + P;1S; — PoS, 005 = — pS;W2 + pS,W3 cos a (14.1.7)

F, + P,S, sina — p3S; =—pSaws + pS,wj sinar (14.1.8)

14.2 Sila od proudu kapaliny na pevnou desku

Na rovnou desku sklonénou pod uhlem « dopada
proud kapaliny o rychlosti w a $ifce a. Proudéni budeme
povazovat za rovinné, hloubka proudu i desky je rovna
jednotce délky. Zvolime kontrolni plochu vyznacenou
¢arkované. Uvniti volného a jednostranné vedeného proudu
je tlak roven tlaku okolniho ovzdusi po a tedy také bude
rychlost vSude stejna: w = wi; = wp, jak to plyne
z Bernoulliovy rovnice pro nestlacitelnou tekutinu bez teni.
V tloze jsou 4 neznamé: ai, ar, F, e. K feSeni potiebné 4
rovnice budou: véta o zméné toku hybnosti ve sméru
kolmém k desce a rovnobézném s deskou (14.2.1), (14.2.2),
rovnice kontinuity (14.2.3) a momentova rovnovaha sil a
tokti hybnosti k bodu 0 (14.2.6.). Sila F plyne hned z prvni
rovnice VZTH.

Obr. 14.2.1
VZTH L na desku: F = pVwsinag = paw? sina (14.2.1)
VZTH || s deskou: 0=—pa,w? + pa,w? + paw’ cosa¢ — —a;+a,+acosa =0 (14.2.2)
rov. kontinuity: pyW+ pa,w—paw = 0 - a +a, —a=0 (14.2.3)
—a(cos o — 1)
(2)+(3): 2a, +a(cosa—1) =0 > A= (14.2.4)
a(cosa +1)
(3)-(2): 2a, —a(cosa+1) =0 - a = 5 (14.2.5)
a a
moment. rovnovaha: pa,w? 72 + Fe — pa,w? ?1 =0 (14.2.6)
a . a
(1)—(6): pa,w? 72 + paw? sina -e — pa,w? ?1 =0 (14.2.7)
2 2

a; a .

=2 _ZL —_asina-e (14.2.8)
2 2
o af -a; a’(cosa+1)° —a*(cosar—1f a(0052 a+2c0sa +1—cos? a+2(:osa—1) (14.29)
2asina 8asina 8sina o
_80a _8 h4a (14.2.10)
2sina 2
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14.3 Sila paprsku kapaliny na lopatku v pohybu

Na zakfivenou lopatku, pohybujici se ve sméru
0sy X rychlosti u, dopada proud kapaliny o rychlosti w

v mnozstvi ¥ , viz obr. 14.3.1. Vzhledem k pohybujici
se lopatce vstupuje proud do kontrolni plochy relativni
rychlosti w - u. Protoze opét uvazujeme kapalinu
nestladitelnou a zanedbavame ztratu tfenim a razem,
bude i vystupni rychlost z kontrolni plochy w — u.
NapiSeme VZTH ve sméru os x (14.3.1) a y (14.3.2),
které davaji sily Fx, Fy . Pomoci sily Fx a rychlosti u
dostaneme vykon lopatky P (14.3.3). Pti dané rychlosti
Obr. 14.3.1 W vykon zavisi na u,a. Radek (14.3.4) ukazuje, Ze
z hlediska uhlu & bude vykon extrémni pii « = 0, kdy je
nulovy, a pfi @ = 7z, kdy je maximalni. U izolované lopatky lze realizovat & =180° coZ znamena oto&it
proudéni do protisméru. U lopatek Peltonovy turbiny je toto oto¢eni nemozné, protoze proud by narazel do
nasledné lopatky a srazel jeji vykon. Uhel o se déla 160° az 165°.

F, = pV(w—u)— pV(w—u)cos a = pV'(w—u)I - cos ) (14.3.1)

F, = oV(w—u)sina (14.3.2)

P =Fu=pV(w—u)(I-cosa)u (14.3.3)

extrém: %:O:N(W—u)usina — a=0(P=0), a=7 (P=Pyy) (14.3.4)

Dale vysetfime optimalni rychlost u pro dané¢ w. Obdobné jako u optimalniho « budeme paralelné fesit
Uopt Pro izolovanou lopatku a pro lopatkovani Peltonova kola. V prvnim piipadé pritoény objem vstupujici do

kontrolni plochy je V = S(w - u) V druhém ¥V = Sw. Cim je to zptisobené? U Peltonova kola davéa vykon jen

lopatka, ktera se naléza pod ostfikem vody, ostatni nikoliv. Vyjde-li z ostiiku, dostane se na jeji misto dalsi
lopatka. Cili z hlediska prito¢ného mnozstvi je to, jako kdyby v misté ostfiku lopatka stale stala a dostavala plny

prittok ¥ = Sw. Na fadcich (14.3.5) a7 (14.3.9) je pak odvozena up pro oba typy lopatek.

a) izolovana lopatka b) lopatka Peltonova kola
V==SWw-u) V=5Sw (14.3.5)
P=pS(w—u)’(1-cos a)u P = pSww—u)(1-cos a)u (14.3.6)
% =0 = pS(1-cos a)[z(w—uX—l)u +(w—u)2] ‘2—5 =0 = pSW(I - cos (= u + (w—u)] (14.3.7)
0=-2u+w-u 0=w-2u (14.3.8)
ot = % Uyp = % (14.3.9)

14.4 Sila od proudici tekutiny na pevnou lopatkovou mf¥iz

Kompresorova lopatkova miiz na obr. 14.4.1 o rozteci lopatek t a délce lopatek L =/ je protékana
tekutinou, ktera hladce nabiha na lopatky. Je zvolena soufadnicova soustava X,y a kontrolni plocha ABCD. Jeji
obloukovité strany jsou vedeny po rozte¢nych proudnicich, takze tudy tekutina neprochazi a z hlediska tokt
hybnosti se 0 n¢ nemusime starat. Ani o tlaky zde nemusime pecovat, jsou na obou obloucich stejné rozlozené,
opacného smeéru, takze se rusi. Vstupni a vystupni piimkové linie kontrolni plochy jsou v dostatecné vzdalenosti
pfed a za miizi, tudiz rychlosti w;,w, atlaky p;, p, jsou na nich rozloZeny rovnomérné. Za neznamé budeme

povazovat Fx , Fy, p1, p2 a za dané t,w,,w,, p=konst . Ctyfi rovnice potiebné k feSeni budou: rovnice
kontinuity ve sméru osy X (14.4.1), Bernoulliova rovnice (14.4.2) psana pro proudéni beze ztrat, jezto jsou tu
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zanedbatelné, VZTH pro smér x (14.4.4) a'y (14.4.6). Posledni 2 rovnice davaji slozky F,,F),, z nichz plyne F

na fadku (14.4.7).
y
t
F Fy c
X - | 1x Wo
- 2@4 y
Fe I Wax
Fx| 7 o
7 //// D
// ///
B( Wi -
| le %
1
| V4 1x
I//
A
Obr. 14.4.1
RK.vesmérux: tw;, =tw, — W, =w, =w, (14.4.2)
2 2
BR: p1+pw71=p2+pw72 (14.4.2)
P>—pPr= g(wyl2 _Wg) = g(wlzx +W]2y _ng _Wgy) = g(wly +W2y)(wly _WZy) = vayAWy (1443)
VZTH pro smér X : —F, —pit+pst=pV(w, —w, )=0 (14.4.4)
(4): Fo=(p2=p))t = pwydw,t (14.4.5)
VZTH pro sméry : F, :pV(wly —wzy) = ptw, (w]y —wzy) = pw,Aw,t (14.4.6)
F=\F2+F} = [pawii?(wl, +w?) = paw,iw, (14.4.7)

kde w, = ,/wszy +w? je stiedni priito¢na rychlost m¥izi

14.5 Tah proudového a raketového motoru

Obr. 14.5.1

Do proudového motoru na obr. 14.5.1
vstupuje mnozstvi vzduchu V, lm3 /SJ rychlosti w1 a

vystupuje z ngj ¥, lm3/sJ spalin o rychlosti w, . Tlak
ovzdusi je po, tlak ve vstupnim prufezu p1 , ve
vystupnim Pz . Zavedeme soufadnicovy systém X, y a
kontrolni plochu ztotoznime s obrysem télesa motoru.
Napiseme vétu o zméné toku hybnosti ve vodorovném
sméru X. Zni se vypocte tah motoru T (14.5.2).

Vystupujici hmotnost spalin szz je o hmotnost paliva vétsi nez p IV]. Rozdil je vSak nepatrny a proto 1ze pfi

hrubém vypoctu polozit p,V; = p,V, = pV . Bude-li dale tlak p1 = po , bude tah T dan (14.5.3), a pfi p1 = po Se

vztah dale zjednodusi na (14.5.4).

_T_Sl(pl —p0)+S2(p2 —P()) = P

T=p, Vzwz — P Vlwl +Sz(P2 _Po)_

103

(14.5.1)
(14.5.2)

I}1W1 — P2 Vzwz

S/(P/‘Po)



pro pIVI = Psz »P2=Pop: T= PV(WZ _W1)+Sz (Pz _Po) (14.5.3)

pro p, =py:

T=pV(w,—w,) (14.5.4)

- Raketovy motor ma vstupni prafez S; = 0, zddny vzduch do néj nevstupuje, tj. p ,V] =(0. Dosazenim

do (14.5.2) dostaneme tah T raketového motoru (14.5.5), popt. pti p, = p, (14.5.6), kdyz V, = S,w,.

T'=p,S, W§ +S, (P1 _Po) (14.5.5)
T=p,S,w; (14.5.6)

14.6 Vypocet vykonu radialni turbiny

kos. véta :

analogicky :

(3).(4)—>(2):

Radialni turbina je rota¢ni lopatkovy stroj,
ktery podle pracovniho media je parni, vzduchovy
nebo vodni, napt. Francisova vodni turbina zobrazena
na obr. 14.6.1. Voda prochazi od obvodu ke stiedu.
Proudi nejprve nehybnym rozvadécim kolem, v némz
je lopatkami usmérnéna tak, aby ostfikovala ob&ézné
kolo pod wurlitym tvhlem . Absolutni vstupni
rychlost ¢; se zde vektorové rozlozi do obvodové
rychlosti rotoru u; a do relativni rychlosti w; U
spravné navrzené turbiny a za pomérti uvazovanych
ve vypoctu je rychlost wi te€nou ke vstupni ¢asti
rotorové lopatky a méd sni tedy shodny uhel pi.
Vlivem zuzovani mezilopatkového kandlu rotoru se
proud uvnité urychluje zw; na wp, kdyz relativni
rychlost w, je te¢nou k vystupni ¢asti lopatky. Na
vystupu zrotoru se w, vektorové seCte s Uz na
absolutni vystupni rychlost Cy, svirajici s obvodovym
smérem thel .

Tekutina plsobi na lopatky rotoru silou, jejiz
moment M lze vyjadiit dle véty o zméné toku
hybnosti jako rozdil obvodové slozky momentu toku
hybnosti na vstupu a vystupu. Pfi pritocném

T2
B

mnozstvi ¥ turbinou plati pro moment M (14.6.1),
pro teoreticky vykon (tj. beze ztrat) na

Obr. 14.6.1

1 kg /s protékajici tekutiny P;, (14.6.2). Rovnici pro P;, lze upravit pouZitim kosinové véty (14.6.3), (14.6.4) na
tzv. Eulerovu turbinovou vétu (14.6.5).

M = pVe, cos a,r; — pVe, cos a,r, :pV(c,r, —c,r, COS az) (14.6.1)
M
Py = —\7 = Ci®COSa; —Cyl,@wCOS @, = CqUq COSry —C,U, COS &y (14.6.2)
P
1
w2 =u2 +c2 -2u,c, C0Sar;  —  UyCy COS a4 =E(u12 +c? —le) (14.6.3)
1
U5C, COS O, zj(uf +c§—w§) (14.6.4)
2 2 2 2 2 2
p,= MTH e W (14.6.5)
" 2 2 2 -

Podle Eulerovy turbinové véty je vykon turbiny pro lkg /s protékajici tekutiny dan:

a) poklesem kinetické energie rotujici tekutiny
b) poklesem absolutni kinetické energie proudu
¢) zvySenim relativni kinetické energie proudu v mezilopatkovych kanalech rotoru.
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Ztraty u rotaénich stroji se respektuji u¢innosti 7 = P/P, < 1, kde P je skute¢ny a P teoreticky vykon.
Tedy u feSené vodni turbiny bude pii pouziti hydraulické ucinnosti 77;; skuteny jednotkovy vykon:

P =nuby, = 77H(01“1 Cos &y — cyuy cos az) (14.6.6)

14.7 Vypocet vykonu odstiedivého ¢erpadla, kompresoru

V odstfedivém cerpadle ¢i kompresoru
proudi tekutina od stiedu k obvodu stroje.
Prochazi nejprve rotorem, ktery ji zvysi
Kinetickou energii a potom proudi lopatkovym
statorem, vnémz se vysoka kinetickd energie
premeéni na tlak. Vstupni absolutni rychlost ¢; ma
Cisté radialni smér, kdyz nepiedchazi usmérnovaci
lopatkovani. Rozlozi se na obvodovou rychlost
u; a relativni rychlost w;, kterd je tecnou ke

vstupni ¢asti rotorové lopatky. Vlivem rozsifovani
mezilopatkovych  kandld smérem k obvodu
relativni rychlost w klesa az na w, . Ta je te¢nou
Obr. 14.71 k vystupni casti lopatky rotoru a s obvodovou
rychlosti u, se slozi na ablolutni C2. Vysokd

rychlost c; se ve statoru s rozsifujicimi se mezilopatkovymi kanaly snizi na ¢; a zaroven se zvysi tlak. Pro
teoreticky pfikon Cerpadla a kompresoru plati zcela stejné rovnice jako pro turbinu, tj. (14.6.2) a (14.6.5). P,
dle prvni i druhé rovnice vychazi ¢iselné zaporny, coz potvrzuje skuteénost, Ze energii nutno privadeét.

P, = cu;coso;—cyu,cosa, (14.6.2)
2 2 2 2 22
p, =T e W W (14.6.3)
2 2 2

Pii pratoku dochazi k postupnému zvySovani tlaku: v rotoru se tlak zvysi o Ap, podle (14.7.1) a ve
statoru 0 Adp, (14.7.2). Vysledny nartst tlaku ve stroji Ap =A4p, +4p,.

2 2 2 2
dp, = pt2 i p 2T (14.7.1)
2 2
2 2
= pP (14.7.2)

Velmi zalezi na tom, zda lopatky rotoru jsou otoCené dozadu, jak je naznaCeno na pravé strané obr.
14.7.1, nebo dopiedu dle levé poloviny. U strojti s dopiedu otocenymi lopatkami se dosahuje vyssi rychlost c, ,
kterou je potom nutno obtizné pfeménit ve statoru na tlak. Plati, Ze tyto stroje davaji pfi stejnych otackach vyssi
stlateni Ap , maji vétsi piikon teoreticky P, iskutecny P a horsi ucinnost 7, . Skute¢ny ptikon P;:
1 1
P =—P, =—(cju; cosa, —c,u, cosa,) (14.7.3)
M Uhs

14.8 Lopatkovy stroj s axialnim priutokem

Na obr. 14.8.1 je pohled na lopatkovy stupeni axialniho kompresoru, ktery je tvofen rotorem uprostied a
naslednym statorem. Z pfedchoziho stupné vychazi plyn absolutni rychlosti c;, ktera se rozlozi do obvodové U a

relativni w;, tené ke vstupni ¢asti rotorovych lopatek. Rychlost w; V rozSifujicim se mezilopatkovém kandle
rotoru klesne na w, , te¢né k vystupni ¢asti rotorové lopatky. Na vystupu se vektorové seéte w, S U na c, . Plati
rovnice odvozené pro stroje s radidlnim pritokem jen s tim, Ze obvodové rychlosti u; =u, =u . Modifikaci

(14.6.2), (14.6.3) dostaneme (14.8.1), (14.8.2). Obdobn¢ se ur¢i narist tlaku v rotoru a statoru kompresorového
stupné.
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\ P, =(c,cosa; —c, cosa,)u
stator Co (14.8.1)

u P, - cf—c§+w§—w12
2 2
(14.8.2)
2
p, = p (14.8.3)
22
apy = p= (14.8.4)
Nartst tlaku v lopatkovém stupni:
Obr. 14.8.1
A = dp, +p, (14.85)

15. Rychlostni profily

Jestlize v jednotlivych bodech prutokového priiezu vyneseme graficky vektory rychlosti, koncové
body vektorti vytvofi plochu zvanou rychlostni profil. Tvar rychlostniho profilu ovliviiuje velikost a
rozlozeni smykového napéti a to zase tlakové ztraty v feSeném kanalu. Takze zde nejde jen o rychlostni
profily jako takové, ale o jejich silové a dalsi dusledky. Pokud je proudéni laminarni, v jednoduchych
geometrickych konfiguracich Ize ilohu fesit analyticky, jak bude niZze ukazano. Mnohem horsi situace je u
turbulentnich proudéni, kde jsme schopni fesit analyticky, a to s podporou experimentalnich vysledkd, jen
velmi jednoduché pripady, napf. pfimé potrubi.

15.1 Laminarni proudéni v trubici kruhového prifezu

V trubici o priméru D = 2R proudi nestlacitelna vazka tekutina se zanedbatelnou setrva¢nosti. Proudéni
je ziejmé symetrické k ose trubky, to znamen4, ze vSechny Castice na téZze valcové ploSe maji stejnou rychlost.
Zavedeme systém valcovych soufadnic r, X. Zvolime valcovy element o poloméru r, délky dx, u né¢hoz Castice
lezici na povrhu maji rychlost w. Udélame rovnovahu sil, kterymi proudici tekutina plsobi na vytknuty valec.
Jsou to sily od smykového napéti z na
povrchu valce a od tlaki p, p +dp, které
pusobi na cela valecku. Rovnovaha sil je na

r

-5 tadku (15.1.1), zni se vypodte 7 a po jeho
il "ip p+dp /X rozvedeni Newtonovym vztahem se urci
. ] leD =2r diferencial rychlosti dwa po integraci w. Pfi
= tom je zavedena docasnd  substituce
dx i = —dp/dx, coZ je kladné &islo, protoze tlak
ve sméru proudéni klesa. Integracni konstanta
se stanovi z podminky na stén€, kde je nulova
Obr. 15.1.1

rychlost. Vysledna rychlost je potom (15.1.8),
maximalni uprosted trubice (15.1.9). Pratocné mnozstvi Vlm3 /sJ je dané souCtem elementarnich mnozstvi,

protékajicich mezikruzimi diferencialni §itky dr o plose 2zrdr , viz (15.1.10)

—dprr’ —t2mdx =0 (15.1.1)
Lo 4 _.r kde i=—% 50 (15.1.2)
dx 2 2 dx
Pozn.: r=R-y — dw__dw - fzﬂd_wz_”ﬂ (15.1.3)
dy dr dy dr
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r
2): —nl =i 15.1.4
2 & 3 ( )
4) dw =— ' rdr (15.1.5)
2n
ir’
j(s) w=-""1cC (15.1.6)
4n
-n2
C: r=R, w=0 - C:+i (15.1.7)
4n
7)—(6): w= L (R? = (15.1.8)
(
4n
o2 2
pror =0: Woax = iR”_ D7 (15.1.9)
4n 16n
. R R . . 4 4 R? iD*
V= [2mrwdr= [2mr——(R? —p?) ar= ZL| B K AR (15.1.10)
0 ! 4n 2n\ 2 4 8n 128n

Rovnice (15.1.8) tika, Ze laminarni rychlostni profil v trubici ma tvar rotaéniho paraboloidu. Vzorec
(15.1.10) vyjadfuje Hagen - Poiseuilletv zdkon. Pomoci ného uréime prifezové stiedni rychlost w,, kdyz

porovndme V vyjadfené jednou stfedni rychlosti a podruhé Hagen - Poiseulleovym zakonem. Vychazi
Wy = Wyer/2 . Uvedené vztahy se tykaji proudéni déle od vstupu, kde je rychlostni profil tzv. vyvinuty.
) D D?
v=lpiw = B 2 B, g = D (15.1.11)
4 1281 8 2

15.2 Laminarni pritok mezi rovnobéZnymi deskami

y Mezi dvéma deskami vzdalenymi h
proudi  nestladitelnd  vazka  tekutina  se
dx zanedbatelnou setrvacnosti. Na vytknuty element
w d h tekutiny o objemu dxdy 1 pusobi podle obr. 15.2.1
r+azc
B I — A ey [ R R tlaky p a p+dp, smykova napéti od vazkosti 7 a
+d ’
B dy b= T+dr . Zrovnovahy sil pisobicich na
v elementarni  objem  postupné  vypocteme
X dT, W, Wy » v, w, dle rovnic (152.1) az
Obr. 15.2.1 (15.2.11).
drzdx—dpdy =0 (15.2.1)
dp
dr = d 15.2.2
Y ( )
d nd—w =—idy kde i = _b >0 (15.2.3)
dy dx
iy, (15.2.4)
dy 1
w =—l—y2+C1y+C2 (15.2.5)
2n
Cy,C2 y=0,w=0 - C.=0 (15.2.6)
y=h,w=0 - C,=—-h (15.2.7)
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pro _h
7 2

w

max

h
V= dey
0

w=——y2s Ly i(h—y) (15.2.8)

2n 27 2
. .72
_ ’h[h_hj _ih (15.2.9)
4n 2 8n
h . . 3 3 3
= [ Doy = (2] (15.2.10)
0277 2n{ 2 3 12-7
ih® ih? 2 2 2
- = ——.~"h==-w ‘h > we=—-w 15.2.11
127 873 3 ™ ST ( )

Rychlostni profil (15.2.8) je parabolicky, maximalni rychlost Wmax je uprostied (15.2.9), stiedni rychlost
je 2/3 z rychlosti maximalni. Tuto vazbu bychom jednoduse dostali ptevedenim parabolické usece na obdélnik

vysky Ws.

15.3 Laminarni pratok klinovou mezerou

Pritok klinovou mezerou je typicky pro axialni Michelova loziska popf. radidlni loziska s ¢epy velkého
priméru (turbina 1000 MW Temelin ). Obr. 15.3.1 ukazuje axialni lozisko, u né¢hoz se vertikalni sila prenasi
z rotujiciho htidele prostiednictvim opérného kotouce o obvodové rychlosti Wy na olej proudici ve zuzujicich se
Stérbinach mezi deskou a segmenty. Segmenty jsou bud’ pevné s konstantnim sklonem nebo natac¢ivé. Na obr.

15.3.2 je detail oblasti jednoho segmentu, pfevraceny, aby osa Yy
S pocatkem na desce sméfovala vzhiru, osa X doprava.

Mezera mezi segmentem a deskou se s rostoucim X zvétSuje,
uhel o vsak neni velky, takze v ptiblizném vypoctu lze slozku rychlosti
ve sméru Yy zanedbat. Stejné lze predpokladat, Ze tlak v celém rozsahu
téze $ifky h je stejny a ze se méni jen s 0sou X. Budeme-li opét uvazovat,
ze mezerou stacionarné proudi nestladitelna tekutina se zanedbatelnou
setrvaénosti a oznac¢ime-li tlaky a smykova napéti piisobici na objemovy
element dx dy 1 stejné jako pfi pritoku mezi rovnobéznymi deskami,

X dostaneme také stejnou rovnici pro rychlost w, totoznou s (15.2.5). Ke
stanoveni integracnich konstant Cj, C, jsou ovSem jiné okrajové
‘ podminky (15.3.1), (15.3.2). Pribéh rychlosti v libovolném fezu h je
dan (15.3.3).
Obr. 15.3.1
y
w hz
0 t+dr o+ dp | h
h, — = y
a T X
A /|
dx Wo
X1
X2
Obr. 15.3.2
i 2 . dp
w=-——y" +C,y+C, kde i=—— (15.2.5)
2n dx
C,C,: y=0w=—w, — C,=-w, (15.3.1)
yehw=0 o ¢ =20, (15.3.2)
h 2n
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Podle posledni rovnice je rychlostni
profil slozen zparaboly (1.¢len), =z §ikmé
ptimky (2. ¢len) a z konstanty -wg. Tlak oleje
na vstupu a vystupu z mezery je prakticky roven
atmosferickému tlaku po. Ma-li mit lozisko
uréitou nosnost, musi byt tlak oleje uvnitf
mezery podstatné¢ veEtsi nez atmosfericky.
V fezu, kde je tlak nejvyssi, je i=—dp/dx=0,
takze z rovnice (15.3.3) zmizi Cleny s i a
rychlost tu ma ¢ist¢ piimkovy pribéh
w=w, y/h—w, , tj. z hodnoty —w, na desce po
nulovou rychlost na segmentu, viz fez C na obr.
15.3.3. Zde jsou vynesené i dalsi profily. Ve
vstupu do $térbiny je na Casti prifezu pfi
segmentu zpétné proudéni, zatim co na vystupu
X presahuje nejvySsi rychlost oleje rychlost

opéerné desky Wo.

Objemové prutocné mnozstvi jednou
stérbinou ¥ dostaneme integraci elementarnich priitokii d¥ =—bwdy, kde b je hloubka segmentu i térbiny

Wo Wo "Wo 'Wo 'Wo
obr. 15.3.3

v radialnim sméru. Znaménko minus je nutné, protoZe W je zaporna rychlost sméfujici proti ose x, kdezto dV je
kladné &islo. Vysledné ¥ je na tadku (15.3.6). Zp&tné z ngho vypocteme i, odtud dp a p— Py V libovolném fezu
Stérbiny (15.3.9). Pak jiz integraci tlaku p—p, podél segmentu (15.3.10) stanovime nosnost loziska F
(15.3.11). Ukol je viak opaény, F je dané a ma se uréit pocet nosnych segmentii n, tieci sila na nosné desce Frg,
tfeci vykon P a otepleni oleje AT v loZisku, viz (15.3.12) az (15.3.16). V posledni rovnici ¢ zna¢i mérnou
tepelnou kapacitu oleje v [J/kg K.

h h . 2
V':—bJ-Wdyz—bJ- ~Lyrylw, L Y wy [dy (15.3.4)
: 0 2n 2n |h
i i’ \h i’ (1 1 1
=—bl——h" +|wy+— | ——wyh| =-b [—}+w0h(—lj (15.3.5)
6n 2n |2 n\4 6 2
.73
_ oyl _thT woh (15.3.6)
12n 2
jo 12n|woh V| __dp kde /= xtgar (15.3.7)
Wl 2 b dx
p X . .
12 1| wyxtgar V 127 {Wotga (1 1) V(1 1
J'dp=_ 377 _{ 0Xtg _ddxz_ 3’7 &(___J__b(_z__zj (15.3.8)
po tga § X 2 tg 2 Xp X)) 2b{x{ x
67 1 1) V(1 1
pP—pg = Wy tga| ——— |-—| = —-— (15.3.9)
0 tgsa{ 0 (x le b[XZ Xlzﬂ
r 6y 1 1) V(1 1
n
F=nb - dx=nb Wy tga| ——— |-—| —=———| |dx 15.3.10
[(p=rpo) tgaaf[ oga(x le b[xz Xfﬂ ( )
X1 X;
_ b7 |, tga(mx_z_uj_! 11 % (15:311)
- 11
3 _ 7 —
n= Fig"a W, tgar |nX_2_M VL1 XX (15.3.12)
6bn X, X, bx, X, xZ
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Xy X, . .
dw d i W, ih
F..=nb|n-—| dx=nb j— ——y2 ] L — ly—w, |dx 15.3.13
TR _[77 dy| n dy{ 277)’ (h 2 Yy —Wy ( )
Xy y=0 X
X, . X, t ;
S IS WA | L B LR GO | S (15.3.14)
L\ xtgar 2n L\ xtgor x’tg’a 2 b
) .
= nbny ﬁlnx_er 6| wylge nx_2_K 1 1 (15.3.15)
ga  x; tg’a 2 x;, blx, x,
Pypy= Mo =Fro = Fywy, = cpVAT  — AT = Fp wy[cpV (15.3.16)

Pti dané konstrukci loziska a otackach zavisi nosnost loziska, vykon ztraceny tfenim a otepleni oleje na
prito¢ném mnozstvi oleje V. Teplota oleje nesmi prekrocit mez, pii niz se zacina rozkladat a ztracet vazkost 77.

15.4 Laminarni proudéni mezikruhovou mezerou

Mame tu na mysli laminarni proudéni mezikruhovou §térbinou v obvodovém sméru, k jakému dochazi
u oleje v radialnim kluzném lozisku pii dostateéné vysokych otackach hiidele. Pfi nizkych otackach, napt. pti
rozb¢hu, se musi ¢ep v lozisku zvednout tlakovym olejem privadénym pod cep. Pii feSeni ukolu uvedeného
v nadpisu budeme ptedpokladat stacionarni proudéni nestlacitelné vazké tekutiny se zanedbatelnou setrvacnosti.

Hftidel o poloméru Ry ma obvodovou rychlost w;=R;
, panev loZiska ma polomér otvoru Rz a délku L, viz obr.
15.4.1. Pohyb tekutiny ve sméru osy htidele zanedbame.
V proudici kapaliné vytkneme valcovou vrstvu o poloméru r,
délky L a tloustky dr. Ve sméru axialnim pisobi na vytknutou
vrstvu stejné tlaky, které se vzajemné rusi. Radidlni zména
tlaku ve $térbing je nulova. Tekutina pod vytknutou vrstvou je
rychlej§i, smykovym napétim 7 vrstvu stthava do
obvodového proudéni a puisobi na ni momentem M. Naopak
tekutina vn¢ vrstvy je pomalejsi, plsobi na ni smykovym
napétim t+dr proti sméru proudéni a vyvoldvda moment
M +dM téhoz sméru.

Z rovnovahy momenti na fadku (15.4.1) plyne
dM =0, tedy M =konst, oznalena jako konstanta C,
protoze bude jeste¢ dalsi C,. Zrozepsaného momentu se
vypocte rychlost w (15.4.5), obsahujici integracni konstanty
C4, Ca. Pro né¢ mame okrajové podminky na sténach $térbiny,
davajici soustavu dvou algebraickych rovnic (15.4.6), (15.4.7). Z nich se C1, C; snadno vypoc¢tou a po jejich
dosazeni do zakladni rovnice pro W dostavame vysledny vzorec pro tvar rychlostniho profilu (15.4.10). Dilezité
je smykové napéti na povrchu ¢epu (15.4.11), které dava treci moment My (15.4.12) a tfeci vykon P. V lozisku
se pfemeéni na teplo, kterym se olej ohteje o prirtstek teploty AT.

Obr. 15.4.1

M-M-dM=0 — dM=0 — M = konstC, (15.4.1)
M=1t7-Sr =12zrLr = 2zr’Lt = C, (15.4.2)
2 aw
2zrLn— = C, (15.4.3)
dr
dw=_CS1_ (15.4.4)
2nLln r
we—C1 .i+c2 (15.4.5)
2rnLy i’
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kde:

C[,C2=? pror=R;, , w=w; — w]:——+C2

pror=R, w=0 —
©-(N:  w =

1 1 1 2rLnR;R
L (1) o o wiAmLaRRy
2zLn\ R, R,

1 w;2nLnR;R, w,R,;

8)-(7): C, =
®-(7) " 2zLnyR, R,-R, R, -R,

_27rL77

_d| wR, (R, __ nw;, R,
e B e IS o
! dr| R, =R, \_r R R, —R, R,
r=ry
2anLlw,RR,
Ry —R,

M, =7,27R,LR, =7,27R}L = —

2
P=M,o=- 2rnlw,R,0R, __ 2rnLlwi R,
Ry =R, Ry =R,

P

P=p-cVAT — AT =—
pcV

p je hustota oleje, ¢ je mérna tepelna kapacita oleje, ¥ je priitokovy objem oleje,

AT je ptirastek teploty oleje v lozisku.

1 w2rlyRiR, 1 wiR W, R, (Rz_

(15.4.6)

(15.4.7)

(15.4.8)

(15.4.9)

(15.4.10)

(15.4.11)

(15.4.12)

(15.4.13)

(15.4.14)

Znaménko minus u smykového napéti a momentu vyjadiuje G€inek oleje na éep, ktery ma opacny smér
nez thlova rychlost @ udavajici kladny smér. Minus u P znamena ztraceny vykon.

15.5 Turbulentni mocninovy ziakon

U turbulentniho proudéni se budeme zabyvat jen proudénim v kruhové trubici. Rychlostni profil
turbulentniho proudéni v trubce se podstatné lisi od parabolického rychlostniho profilu pti laminarnim proudéni.
Vlivem intenzivnich sméSovacich pohybti molarnich ¢astic a turbulentnich vird dochazi k vyrovnavani
pohybovych energii jednotlivych koncentrickych vrstev. Rychlostni profil je celkem plossi, o to vétsi spad
rychlosti je v tésné blizkosti stény. Mame na mysli rychlostni profil dale od vstupu, kde je turbulentni proudéni
vyvinuté.

Mocninovy zakon (15.5.1) dosti dobie vystihuje odméfeny turbulentni rychlostni profil v trubici

I/n
_ y
W= Wnax [Ej

kde w,,,. je rychlost ve stfedu trubice

je vzdalenost od stény

R je polomér trubice

n  jenékteré z piirozenych ¢isel uvedenych v tab. 15.5.1

Vv zavislosti na Re ¢isle
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Velmi ¢asto byva exponent 1/7, coZz vyvolalo pro mocninovy zakon oznaceni sedminovy zakon.
Prato¢né mnozstvi V' ziskavame integraci dV = 2zrdrw, kde r ptevedeme na jedinou proménnou y =R —ra

tu na proménnou ¢ = y/R . Vysledné ¥V je dané vztahem (15.5.4). Kdyz vyjadiime V pomoci stiedni rychlosti

Ws a porovname s V dle (15.5.4), obdrzime vztah mezi Ws @ Wma, ktery zévisi na n. Oznatime pomér

Wy /Wpar = B Hodnoty S jsou rovnéz uvedeny v tabulce 15.5.1.
T 0 y)" oy )"y
V = ! 27zrer:_F[27z(R—y)Wmax(Ej (~dy) = 27R?W,, ! (l_ﬁj(ﬁj d(ﬁj (15.5.2)
1
= 27R? 1-¢)"de = 27R? L. - 15.5.
z wmaxg( Q) hag = 2n wma{n” e (155.3)
2n’
e N 155.4
PR W (o 1) on e 1) (15.54)
2 2
V= 2R?wg = mR W, L = 1555
A ) ) B ) ) (15.55)

Mocninovy zakon vyhovuje celkem dobfie pro cely priifez trubice vyjimaje jeji stied a oblast v tésné
blizkosti stény. Konkrétné zde ma mocninovy zakon nerealné derivace dw/dy . Derivace je uvedena na fadku

(15.5.6). Jeji hodnota uprostied trubice by méla byt nulova, ale (15.5.7) ukazuje, Ze tomu tak neni. To znamena,

Povrch stény drsny hladky hladky hladky hladky

Re=wD /v 2 300 45 000 200 000 640 000 2 000 000

n dle (15.5.1) 6 7 8 9 10

2 dle (15.5.5) 0,791 0,817 0,837 0,853 0,866
Tab. 15.5.1

ze rychlostni profil zde ma mirnou S$picku. Tento nedostatek mocninového zdkona neni zavazny, bézné se
piehlizi. Hor$i chyba vznik4 u stény, kde ma derivace dw/dy nekoneéné velkou hodnotu a tedy je zde nekoneéné

velké smykové napéti.
1

dw_d (2]l e L (15.5.6)
dy dy R Rim n nl
y n
uprostied: aw = Ymax LT W #0 (15.5.7)
dy x Rl/n n n—1 Rn
y= R
u stény: awl_ Wnax ii—oo —> 7| = (15.5.8)
dy =0 R/ no y=0

Chybu derivace dw/dy mocninového zdkona u stény je tfeba napravit. Vyuziva se k tomu skute¢nosti, Ze pfi

celkové turbulentnim prutoku je u stény velmi tenka vrstva tekutiny, ktera proudi laminarné. Je to tzv. vazka ¢i
laminarni podvrstva o tloustce dp. MiZe se predpokladat, Ze rychlost v ni roste od stény ptimkové, jak ukazuje
obr. 15.5.1. Protoze ve vazké podvrstvé je konstantni
derivace dw/dy, je tu také konstantni smykové napéti. Cili
—— — Vvbodé P je smykové napéti 7p stejné jako na sténé .
Rychlostni profil je tak slozen ze dvou ¢asti: z pfimkové casti
a z mocninového zakona.

Tloustku laminarni podvrstvy ur¢ime z podminky, Ze
tené napéti vbodé¢ P je stejné, at je stanovime
z mocninového zakona nebo zvazké podvrstvy, kde je
konstantni sténové napéti zw. Toto napéti mizeme vyjadrit
zrovnovahy sil pusobicich na tekutinu V potrubnim useku

y -
osa trubice

Obr. 15.5.1
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délky dx jako funkci ztratového souéinitele tfeni A a
prifezove stfedni rychlosti w; , viz obr. 15.5.2 a rovnice

+d (15.5.9) a (15.5.10). Kdyz budeme piedpokladat, ze sténa
— 2T 777‘_%;* je hydraulicky hladkd (bude vysvétleno ve stati o
g “ ztratach), pak A se vyjadii pomoci (15.5.11).
dx )
Obr. 15.5.2 7, 27RdX =dpzR (15.5.9)
r. 15.5.
2 2
p 2GR _ G wi R Apws (15.5.10)
2dx 2R 2 2dx 8
kde = 0}2311/24 = 0’3]641/4 , W, = BW,.0 (15.5.11)
e w,2R
)

Nasleduje vypocet &, z rovnosti smykovych napéti v hrani¢nim bod€ P a pfi vyuZiti pravé odvozencho

7,,auveden¢ho A s omezenim na hydraulicky hladka potrubi.

T,=T, (15.5.12)
WP
n—-L=r, (15.5.13)
5P
1
5 \n
vpgiwm{?"J = % (15.5.14)
p
Re
= aw? BRI 031648 w 2R T
Sy n = =3 = I)6R T R (15.5.15)
WV e v
1-n ﬂ
5 = U368 posis g (15.5.16)
P 16
031648\1=n R
S, =( 7 ) s (15.5.17)
Re 41-n
123R
pro n=7 517 :W (15518)

Priklad

Abychom méli uréitou predstavu o tloustce vazké podvrstvy, uvazujme turbulentni proudéni
vody o stedni rychlosti w, = 2m/s , vazkosti v=1-10"% m? /s hydraulicky hladkym potrubim o @ D =0,Im .

Re= MWD _ i(‘ﬁ'; =2.10°, ztab.1551: n=8,5=0837 (156.5.19)
v
o 8
5, <[ 03164 i R _ (0316408377 005 o5 ihmt 0 Sem (15.5.20)
16 EX 16 s\ —
Re 41— (2]0 )7

15.6 Turbulentni logaritmicky zakon

Logaritmicky profil rychlosti ma zaklad v Prandtlové prvotnim modelu turbulentni vazkosti 7, (10.7.7)
majicim bazi ve sméSovaci délce /=xy, kde x =04 . Takto definovanou vazkost vlozime do Newtonova
vztahu pro smykové napéti 7 = 77T(6Wx / 8y) (15.6.1) a napéti aplikujeme na oblast blizkou sténé, kde r=7,, a
kde je miizeme povazovat za konstantu spolu s p nestladitelné tekutiny. Z rovnice (15.6.2) vypocteme dw a
integraci w (15.6.4).
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ow

nyp=p-17 - —= kde / =xy (10.7.7)
dy
ow ow,

x 2 X
T=n;  — = pl ( J (15.6.1)

dy o

ow)?

pro y—>0,7=1,,w, :w(y): T, = plczyz(gw] (15.6.2)
dw="L [T & (15.6.3)

KYype vy
w:iw*lny + C (15.6.4)

K
kde w*= /T—W je tzv. tieci rychlost, x=0,4 (15.6.5)
P

y Tteci rychlost W* nema s rychlosti nic spole¢niho
- " osatrubice - nez rozmér rychlosti [m/ s]. Tteci rychlost miZzeme urcit
ze vztahu (15.5.10), odvozeném v piedchozi stati. Plyne
zného w* podle (15.6.6). Rovnice (15.6.4) vyjadiuje
logaritmicky zakon rozlozeni rychlosti pfi turbulentnim
W=0 proudéni podél stény. Podobné jako mocninovy zakon
W— - Yo také logaritmicky zékon je problematickym v tésné
blizkosti stény. Pftiy = 0 je Iny=—0 a tedy w=—0,

Obr. 15.6.1 dwldy =w*/ky=c, tj. 7=0. Uloha se zvlad4
posunutim stény o y, smérem do proudu, kde je w=20, a

pro tuto podminku se ur¢i integraéni konstanta C (15.6.7). Po zpétném dosazeni C do mocninového zakona
dostaneme (15.6.8).

ﬂ/ 2
(15.5.10): 7, = 2PV > wr= [T oy F (15.6.6)
8 | p '8

Cc=? pro y=y, w=0 — C=—iw*lny0 (15.6.7)
K
*
w= éw*lny—éw*lnyo = W?lnyl (15.6.8)
0

Posuv y, se uruje analyzou naméfeného pribehu rychlostniho profilu. Jinou moznosti je rozdéleni
rychlostniho profilu na linearni ¢ast tésné u stény ve vazké podvrstvé a na logaritmickou vedle ni. Jestlize
zavedeme bezrozmérovou rychlost w* a bezrozmérovou vzdalenost y* podle (15.6.9), potom ob& pasma jsou
pfi turbulentnim proudéni v trubici definovana vztahy (15.6.10) az (15.6.13).

w2t (15.6.9)

w v
vazka podvrstva: y <116 , wh=yp7 (15.6.10)
logaritmicka oblast: y >116 (15.6.11)
sténa hydraulicky hladka: w'=25Iny* +55 (15.6.12)
sténa hydraulicky drsna: w=25Iny* +8,5 (15.6.13)

16. Tlakové ztraty v potrubi
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Pii proudéni tekutin dochézi neustale k disipaci, tj. k pfeméné ¢asti kinetické energie tekutiny vlivem
tieni na teplo. Projevem tohoto procesu je klesani celkového tlaku, a pokud se neméni rychlost proudéni i tlaku
statického. Z hlediska vypoctového tlakové ztraty v potrubnich systémech délime na ztraty mistni a ztraty tfeci.
Tradi¢ni pojmenovani budeme respektovat i kdyz je matouci, protoze tfeni je pfic¢inou vSech tlakovych ztrat.

Oba druhy tlakové ztraty vyjadiujeme pomoci ztratového soucinitele 'a dynamického tlaku pw?/2 podle
(16.0.1). U ztraty tieci, kterd vznikd v dlouhych rovnych potrubnich usecich, se ¢ déale rozviji seskupenim
soudinitele téeni 4, délky potrubi L a praméru D dle (16.0.2)

2
Ap = gw7 (16.0.1)
c=2 .% (16.0.2)

16.1 Mistni ztraty

Zdrojem mistnich ztrat je intenzivni vifeni, které vznika pfi ndhlé zméné sméru proudéni nebo zméné
velikosti rychlosti, zejména jejim nahlym snizenim. K tomu dochazi v kolenech, T kusech, potrubnich uzlech, pii
nahlych rozsifenich popt. zaZenich pritokového prufezu potrubi, ve ventilech, clonach, dyzach, na uklidiujicich
sitech ¢i na turbulizujicich mfizich a v dalSich potrubnich prvcich. Mistni ztraty jsou tedy lokalizované na
pomérné kratké useky potrubnich siti.

K urceni mistnich ztratovych souciniteld se pouzivaji vypoctové vzorce, tabulky, grafy, n¢kdy jejich
kombinace. Jsou samoziejm¢ zobecnénim vysledkd méfeni. NejupInéjsi sbirkou téchto materidlti je obsahla
kniha Idél¢ik: Ptirucka hydraulickych odport [1], ktera vychazi po desetileti opakované s dopliovanymi udaji ze
svétovych laboratofi, v jazyce ruském a anglickém. Pfi urovani ¢ je nezbytné soustfedéni, zvlast¢ nutno dat
pozor na to, ke které rychlosti je souéinitel vztazen. Pro ilustraci uvedeme nékolik piipadi a jejich ztratové
soucinitele. Jedna z nejvétsich ztrat vznika pti ndhlém rozsifeni pritokového prifezu a na rozdil od ostatnich se
da, jak uvidime nize, vypocitat analyticky bez podpory experimentalnich udajt.

a) Vétveni proudu v T Kkuse
Vétveni proudu Soucinitele ¢ jsou uvedeny v tabulce, ktera plati za ptedpokladu, ze
vV ————V _V'a vSechny tii pfipojky jsou stejné dlouhé, kruhového priiezu. Tlakova
I \ | ztrata se zde vztahuje k nejvétsimu dynamickému tlaku, tj. Ap=Cpw?/2,
kde w je rychlost spojeného proudu.

Va
VIRY Soutok proudi N v,V 0 0,2 04 0,6 0,8 1
Y
2 ¢a 0,95 0,88 0,89 0,95 1,1 1,28
$d 0,04 | -0,08 | -0,05 0,07 0,21 0,35
Va ¢ d je soucinitel odporu piimé vétve
Obr. 16.1.1 ¢ a je soucinitel odporu kolmé vétve
od
VulV 0, 02 04 06 08 1
$a -1,2 -0,4 0,08 0,47 0,72 0,91
Cd 004 017 0.3 041 0.51 0.6
| Tab. 16.1.1

|
g

Obr. 16.1.2
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b) Ztrata v kolenu
Weisbach uvadi pro pravouhla obloukova kolena kruhového priifezu vzorec

4V
§=0131+016 [R] (16.1.1)
Pro ¢tvercovy prifez o strané a plati:

3,5
C=0124+31 (;j (16.1.2)

Ztrata nahlou zménou sméru v kolenu se zna¢né zmensi vlozenim usmériovacich plechti nebo lopatek
podle obrazku 16.1.2. Zmiriiuje se jimi odtrzeni proudu od vnitini stény.

__________ — C) Ztrata nahlym rozsifenim proudu
r@ @ K®) R Tuto ztratu lze, pii vyhovujici shodé& se
| skute¢nosti, vypocéitat pouzitim véty o zméné
S1 1) Wi S| 2w toku hybnosti (VZTH), obyéejné Bernoulliovy

! ' P2~ rovnice beze ztrt a rovnice kontinuity. Zavedeme

! | kontrolni plochu tak, aby rozsifeni proudu na
I_@ BES Jl zvéteny priifez probéhlo uvniti kontrolni plochy.
__________ ——— Postup odvozeni: NapiSe se rovnice kontinuity
Obr. 16.1.3 pro nestlacitelné proudéni a vypoclte se zni

rychlost w, (16.1.3). Z VZTH, ktera respektuje

ztraty, se vypocte tlak p, (16.1.5) a z Bernoulliovy rovnice, jez naopak ztraty zanedbava, se ur¢i teoreticky
tlak pz (16.1.7). Tlakova ztrata je dana rozdilem teoretického a skute¢ného tlaku na vystupu z kontrolni

plochy, tj. Ap=p,, —p, (16.1.8). Jestlize z tohoto vyrazu vytkneme dynamicky tlak p le /2, pak zbytek
musi byt ztratovy soudinitel ¢ (16.1.10).

S
RK.: Sw; =S,wy, —  w, = S—’w, (16.1.3)
2
VZTH: .S, — p2S, = pS;wi — pS,w; (16.1.4)
2
S S S
ze (4) P2 =pi+ p[—’ wi - wﬁJ = p+pwi| - - [—’J (16.1.5)
SZ SZ SZ
2 2
w w
B.R. P+ pP—=p, + p—= (16.1.6)
2 2
2 2
\ S
¢ (6) o=+ 207 —w3) = py 4 p2L| 1| 2L (16.1.7)
2 2 S,
2 2 2
w S S S
Tlak. ztrata: Ap=py —p, =p—|1-|=L| -2 =L|+2 = 16.1.8
P =Py —Pr=pP > £S2j (Sz S, ( )
2 2 2 2
Wi S, S; Wi S Wi
=p—~|]=-2 4L |+| <+ =—p—L|]—-——L|= —4 16.1.9
g 2 (Szj [SZJ g 2 { Sj ° 2 ( :
g 2
Ztratovy soucinitel: ¢ :{ —S—I} (16.1.10)
2

b) Tlakova ztrata pii pritoku clonou

Protoze ve stati 12.6 bylo probrano méfeni pritocného mnoZzstvi clonou, zajima nas trvala tlakova
ztrata, ktera pfi tom vznika. Clona ma otvor prufezu S a je vlozena do valcové trubice prufezu S;. Tlakova ztrata
je vztazena na dynamicky tlak pied clonou podle (16.1.11). Ztratovy soucinitel { zavisi na poméru prifezu So /S1
dle tabulky 16.1.2

w
2

2
1

Ap= Cp (16.1.11)
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=
S1w S 9.2 Sy/8,101 0203|0405 0607 |08 /|09 |1
—1 (9_»1 -
S ¢ |225\47,7/17,8| 7,8|3,75| 1,8| 0,8 | 0,29| 0,06 O
>
Obr. 16.1.4 Tab. 16.1.2

16.2 Hydraulicky hladké a drsné potrubi

Je tfeba vysvétlit, jaky je zasadni vliv drsnosti vnitfniho povrchu potrubi na tlakovou ztratu. Pfedevsim
nutno konstatovat, ze u laminarniho proudéni nema drsnost stény vliv na tlakovou ztratu. U turbulentniho
proudéni drsnost povrchu nékdy vliv ma a nékdy nema. Zalezi to na vzajemném poméru stfedni vysky zdrsnéni

stény k a tloustky vazké podvrstvy &, , ktera .
o Hydraulicky hladkd sténa: 6, > 2k
vzdy u turbulentniho proudéni existuje

V t&sném sousedstvi se sténou. turbul. jadro
Pokud se zdrsnéni nevynotuje z vazke¢ . v Varka podvistva v - L e ok
podvrstvy do turbulentniho proudu, pak drsnost AT . /" U2 Y
stény nema vliv na turbulentni odpor a ztratu, a
sténu oznacujeme jako hydraulicky hladkou.
Odpovida tomu nejhofejsi obrazek v obr. Hydraulicky drsnd sténa: 6, <2k
16.2.1, kde &, >2k. Jestlize vSak tloustka turbul. jadro  vazkd podvrstva

laminarni  podvrstvyy &, je mensi neZ PN /

dvojnasobek stiedni vySky zdrsnéni 2k, /M W M 5y |2
turbulentni odpor, jak bude dale ukazano, se
oproti prfedchozimu pfipadu zvétsi. Takovouto
sténu  charakterizujeme jako hydraulicky Urceni stiedni vy$ky zdrsnéni k

drsnou, pfislusny obrazek je vobr. 16.2.1
uprostied, 6, <2k .

2k [5”

Z4

%

Vyraz R / k, kde R je vnitini polomér
potrubi, je stupen zdrsnéni. Stfedni vySka
zdrsnéni K se vySetii ze silné zvétSeného profilu Obr. 16.2.1
povrchu  stény, pofizeného  projekénim
mikroskopem. Stfedni vyska zdrsnéni je rozdil aritmetickych primért vzdalenosti z a y deseti nejvyssich a deseti

7 10 10
k=132 -3, (16.2.1)
20 i=1 i=1

Znalost fyzikalni podstaty hydraulické hladkosti a drsnosti nedava zadnou informaci, jak se Cisté
vypoétovymi prostiedky kvalita stény pozna. To je uvedeno v zavéru nasledujici staté, v bodé d) o Prandtlové
funkci drsnosti.

16.3 Treci ztraty

a) Laminarni proudéni v potrubi

Jiz bylo feceno, zZe tfeci ztraty na rozdil od mistnich se tykaji dlouhych pfimych potrubnich usekt. Pro
né jsme v pfipad¢ laminarniho proudéni v trubici odvodili Hagen - Poiseuilletiv vztah (15.1.10), ktery vaze
priitoéné mnozstvi ¥V se substituci i =—dp/dx =konst =—Ap/L . Znaménko (-) u Ap fika, Ze se jednd o
ztratu, muzeme je vynechata Ap vypoéitat, viz (16.3.1). Pak 14 vyjadiime stfedni rychlosti wy, takze pro Ap
dostaneme vzorec Darci - Weisbachtiv (16.3.2). Jestlize z ného vytkneme (L/D)(pw§ /2), potom zbytek musi
byt soucinitel tfeni A laminarniho proudéni v potrubi.
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7iD’ A _4p

V= . kde i= (15.1.10)
1287 dc L
128nVL : 2
ap = B e p oy, (16.3.1)
D 4
128naD° w,L  32nw,L
Ap = 2= s 16.3.2
v 4 mD? D’ ( )
32vpwl L wg 64v 64 L wl L wl
e S, S T T 2 s S S p s 16.3.3
Y= TP 2w R D2 D (16.33)
kde 41=9% pe-2D (16.3.4)
Re 1%

Soucinitel tfeni A Vv trubce slaminarné proudici tekutinou a vyvinutym proudénim je funkci pouze
Reynoldsova ¢isla. V logaritmickém diagramu na obr. 16.3.1 je zavislost (16.3.4) zobrazena sestupnou piimkou
L.

b) Turbulentni proudéni hydraulicky hladkou trubkou

Predpokladame, Ze turbulentni proudéni v trubce ma jednak hydraulicky hladkou sténu a jednak je tzv.
vyvinuté. To znamena, Ze je potrubi dostateéné dlouhé, takze pocate¢ni usek s rostoucimi meznimi vrstvami pii
proudéni, analogie jednoduchého vypoctu tlakové ztraty je nemozna, nutno vychazet z méfeni. Z nich pro
hydraulicky hladka potrubi odvodil Blasius vztah:

03164

{Re

2 (16.3.5)

ktery plati pro Re=wgD/v=2300 az 8-1 0*. Vztah je znazornén v logaritmickych soufadnicich pfimkou T
v diagramu na obr. 16.3.1. Existuje celd fada dalSich vzorct i pro vyssi hodnoty Re. V ptipadé potieby je lze
nalézt v Idélcikove prirucee [1].

¢) Turbulentni proudéni hydraulicky drsnou trubkou
S pratokem tekutiny drsnymi trubicemi provadél pokusy Nikuradse. Umélé drsnosti dosahl nalepenim
tiidénych piskovych zrn na vnitini povrch trubice. Vysledky podava diagram na obr. 16.3.1. Soudinitel tieni A
drsnych potrubi zavisi na stupni zdrsnéni
log(1004) R/k anaRe ¢isle. Pribéh A sleduje nejprve
pfimku L, coz znamend, ze u laminarniho
proudéni drsnost nema vliv na ztraty. Od této

\
1 pfimky se v piechodové oblasti mezi
proudénim lamindrnim a turbulentnim
0,8+ R/k =15 oddéluji jednotlivé kiivky charakterizované
AN 30,6 svym stupném zdrsnéni. V turbulentni oblasti
— 60 se primykaji k Blasiové pifimce, udavajici
0.6+ = o6 pribsh A pii hydraulicky hladkém povrchu

potrubi. Probihaji v urcitém rozmezi Re Cisel
0,4+ ~ L po této piimce (¢im méné drsny povrch, tim
L T o j 507 déle se s ni ztotoznuji) a pak prechazeji

\/\— I plynule  vsoustavu ¢ar  rovnobé&znych
! “ ! I I s vodorovnou osou. V této oblasti tedy A
zavisi na R/k anikoliv na Re ¢isle. Z tohoto

Obr. 16.3.1 dtvodu se oblast vpravo od carkované cary
nazyva automodelni.

d) Prandtlova funkce drsnosti
Prandtl a Karman dokazali, ze veSkera rozvétvena Nikuradseho méfeni odporu hladkych i drsnych
potrubi 1ze vyjadfit jedinou rovnici ve tvaru (16.3.6)
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L, log% = f(log Re*) (16.3.6)

Ja

*
kde: Re*= w® je Reynoldsovo &islo drsnosti
v

w* =1, /p = wgJA/8  je tfeci rychlost

k  je stfedni vySka zdrsnéni
R/k  je stupeii zdrsnéni

R je polomér trubice

7w je smykové napéti na sténé

Vynesenim Nikuradseho méfeni do diagramu se soufadnicovymi osami y = ]/ Vi - ZIog(R/k) a
x = log Re* dostaneme jedinou kiivku, tzv. Prandtlovu funkci drsnosti, viz. obr. 16.3.2. Prandtlova ktivka

zieteln€ rozliSuje hydraulicky hladké a drsné potrubi, protoze se rozpada na dvé piimky a pfechodovou kiivku.
Sikma ptimka odpovida hydraulicky hladkému potrubi a ma rovnici:

1 R
1 — —2log— = 0,8 + 2 log Re* (16.3.7)
———2log R/k k ’
7 v
ktera plati do log Re* < 0. Vodorovna piimka
3 pfislusi hydraulicky drsnym trubkam. Jeji rovnice je:
) | L g R (16.3.8)
174 V2 k

a piislusi ji pasmo log Re* > 1,8. V rozmezi

\

\

} log Re* = 0,7 az 1,8 je pfechodova oblast, v niz

‘ vyska laminarni podvrstvy je pfiblizné€ stejné velika

| jako vyska zdrsnéni. Nékdy se prechodova kiivka

07 1 1,8 2 3 log Re* rozkladd na tfi piimky, ale takovymi detaily se
Obr. 16.3.2 zabyvat nebudeme.

Piiklad Ma se ur¢it tlakova ztrata Ap v potrubi, u néhoZ zname V =61 073 m? /S , L=1000m,
eD=0,2m, v=10%m?s,k=10%m, p = 1000 kg/m?

. T W 4.6-107°
V==Dw —>w, = = =0,191m/s 16.3.9
4 : ' zD? 7-02° / ( )
Re=2D 019102 _ 505 107 > 2300 (16.3.10)

v 107°
Zatim nevime, zda sténa je hydraulicky hladka ¢i drsna. V prvni aproximaci budeme piedpokladat
hydraulickou hladkost a Blasitiv vzorec:

2203 Iff ___ 03164 55 =0,02263, w*= ws\/Z = 0,1911/ 002263 _ 401016 (16.3.11)
Re (3,82-]04 T 8 8
fow* e _
Re* = — = w =10,159, log Re* = 1007 , z diagramu: (16.3.12)
4 107°

1 1 1
——2logRlk=21 — A= = —=0,0269 (16.3.13)
2 (2l0g Rfk+21) (210g(0,1/107% )+ 2,1)

V druhé aproximaci vyjdeme z pravé vypocteného A a opravime vypoéty predchoziho kroku (16.3.11)
az (16.3.13). Pokud se spokojime s poslednim A, tlakova ztrata bude:

L w 10° 5 0191°
=1-= p =0,0269—10° 2
WP=A 5P 0.2

=2453-10° Pa (16.3.14)

120



Literatura

[1] Idél¢ik: Spravocnik po gidravliceskim soprotivlenijam, Gosud. ener. izd. Moskva, 1996.

[2] Edited by Johnson R.W.: The Handbook of fluid dynamics, CRC Press London, 1998.

[3] Noskievi¢ J. a kol.: Mechanika tekutin, SNTL Praha, 1987.

[4] Dvoték R., Kozel K.: Mechanicka modelovani v aerodynamice, Vydavatelstvi CVUT Praha, 1996.

[5] White M.F.: Fluid Mechanics, Mc Graw-Hill New York, London, 1996.

[6] Spurk J.H.: Fluid Mechanics, Springer — Verlag Berlin, New York, 1997.

[7] Munson B.R., Okiiski T.H.: Fundamentals of fluid mechanics, John Wiley & Sons, New York, 1998.

[8] Broz V.: Aerodynamika nizkych rychlosti, skriptum CVUT Praha, 1978.

[9] Tesaf V.: Mechanika tekutin pro 4-leté studijni obory, skriptum CVUT Praha, 1986.

[10] Linhart J.: Aeropruznost, skriptum ZCU Plzen, 2001.

[11] Dréabkova S., Kozubkova M.: Cvi¢eni z mechaniky tekutin, VSB-TU Ostrava, 2002.

[12] Janalik J., Stava P.: Mechanika tekutin, VSB-TU Ostrava, 2002.

[13] Kozubkova M., Drabkova S.: Numerické modelovani proudéni, VSB-TU Ostrava, 2003.

[14] Péta M.: Mechanika tekutin - sbirka piikladf, skriptum CVUT Praha, 2005.

[15] Evett J.B., Cheng Liu: 2500 solved problems in fluid mechanics and hydraulics, McGraw-Hill, New
York, 1988.

Znaceni veli¢in

veli¢ina

Dx,yz

OTVZIrxAX —IOOTMMUUO
3 J
al
T

=
=~

444 0TIV
_'
=2

c4

V,Un, V
X(x)

rozmeér

m?2/s2
kg—1/2m3/2
m

m*/s

m3,Nmé,mé/s

m/ s?

nazev

konstanta

devia¢ni moment, d. mom. X-ového primétu plochy k osam y,z
pramér
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vyska, tlakova vyska, integracni konstanta
kvadraticky moment setrvaénosti, X-ového primétu plochy k t€zistni
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turbulentni kineticka energie
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délka

moment ziidlového propadu (dip6l)
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teplo

polomér menisku, polomér otvoru, polomér trubice
setrvacné zrychleni

pomérny stupen zdrsnéni

plocha, prifez

absolutni teplota, normalni teplota
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integracni konstanty
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stfedni rychlost pohybu molekul
meérné tepelné kapacity pii stalém tlaku a objemu
pramér

frekvence

gravitacni zrychleni

vyska, svisla vzdalenost, hloubka
hydraulicky ptevod sily

jednotkové vektory

stiedni vyska zdrsnéni

modul objemové pruznosti

délka, vzdalenost

hmotnost, prutoéna hmotnost
jednotkovy vektor plochy

tlak staticky, atmosfericky, celkovy, dynamicky, normalni
plynova konstanta

polomér

cas

unasiva rychlost, obvodova rychlost
mérny objem

normalni mérny objem

okamzité rychlost, relativni rychlost
Vv Case ustfednéna rychlost turbulentniho proudéni
fluktuace rychlosti

vektor rychlosti

bezrozmérna rychlost

tteci rychlost

soufadnice

soutadnice, zdvih pistu
bezrozmérna vzdalenost

soufadnice

diference

Laplacetv operator delta

Hamiltontiv operator nabla

cirkulace

potencial rychlosti

proudova funkce

vlastni frekvence

Uhel

soucinitel kontrakce

thel

izochoricky souéinitel tlakové rozpinavosti
izobaricky soucinitel objemové roztaznosti
uhlova deformace

thel mezi st€énou a meniskem

tloustka mezni vrstvy, tloustka vazké podvrstvy
gravitacni zrychleni

izotermicky soucinitel objemové stlacitelnosti
mérna disipace

ztratovy soucinitel, kolmé vétve, pfimé vétve
molarni vazkost, u¢innost, hydraulicka uc¢innost
molekularni dynamicka vazkost, turbulentni vazkost
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K= CplCy - Poissonova konstanta

A m vlnova délka

A - soucinitel tfeni

M, Leor - pratokovy soucinitel, vytok. soucinitel, teor. vytok. soucinitel
v m?/s kinematicka vazkost

T - Ludolfovo ¢islo

Dy PN kg / m3 hustota (mérnd hmotnost), normalni hustota
o, gij, N/ m? napéti, tenzor napéti

o N/m povrchové napéti

T, Ty Pa smykové napéti, smykové napéti na stén¢

® rad uhel

) - obecny skalar

7 - rychlostni soucinitel

1) rad uhlova rychlost

Bezrozmérna ¢isla:

Eu=dp/ow?® - Eulerovo ¢islo

Fr =gliw? - Froudeho &islo
Ga=gl¥/? - Galileovo &islo
Gr = yAT. gl¥/? - Grashoffovo ¢&islo
Re =wl/v - Reynoldsovo ¢islo
Sh = fliw - Strouhalovo &islo
Ma = w/a - Machovo ¢islo
Indexy:

fadek matice, u napéti plocha na niz ptisobi
sloupec matice, u napéti smér v némz plisobi
s¢itaci index, obecna soufadnice

normala

stiedni

sténa

normalni stav

atmosféra

plocha

wozs o s x——
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