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1. Pouzita oznaceni

Uvedeme zde pouze oznaceni pouzivana ve skriptech systematicky a opakované. Dalsi ozna-

¢eni budou vysvétlena pfi jejich pouziti.
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2. Uvodem

Skriptum poskytuje material pro Uvod do studia turbulence v proudicich tekutinach.
Piedkladany text vznikl jako pomiicka pro studenty 5. ro¢niku VS predmétu ,, Turbulence” a
jako doplnkovy material pti studiu pfedmétu ,,.Smykové oblasti“. Jsou v ném obsazeny za-
kladni informace pro pfedmét ,, Turbulence®, ktery byl zafazen do doktorského studia, pied-
poklada se ovsem doplnéni informaci z dalSich zdrojt, zejména z literatury, ktera je zde uve-
dena jako material pro dalSi studium.

Hned v avodu bych se chtél vyjadiit k terminologii pouZivané ve skriptu. Turbulence, ja-
koZ i jiné obory moderni védy, nalezla svou ,latinu“ v anglické terminologii. Ugelem této
prace neni v zadném piipad¢ zavadéni regionalni, Ceské terminologie. Tato snaha muze ve
svém dusledku, podle mého nazoru, vest pouze ke zmateni ¢tenafe. V textu bude v misté prv-
niho vyskytu daného terminu uveden kurzivou v zavorce ,,anglicky ekvivalent” (angl.: En-
glish equivalent). V pfipad¢, Ze neexistuje zavedeny a v§eobecné uznavany cesky ekvivalent,
potom se v textu budu drZet zavedeného terminu v anglické verzi. Timto se omlouvam viem
zastanctim ,,Cistého* Ceského jazyka pti publikovani.

Katsushika Hokusai, VVelkd ,,turbulentni* vina, 1829-32



3. Uvod do studia turbulence

Proudéni vody v fece, mraky na obloze, hotici plamen, hvézdny vesmir — to jsou nékteré
priklady jevi, které mizeme oznadit jako turbulentni. Turbulence byla vzdy fascinujici podi-
vanou pro ¢lovéka, a to presto (nebo praveé proto), ze je tézko uchopitelna pro svou variabilitu
a slozitost. Jiz od starovéku se pokousSeli myslitelé s existenci turbulence vyrovnat, tato snaha
pokracuje dodnes, proces poznavani zakont turbulence nebyl ukonéen. Je doprovazen objevy
s necekanymi diisledky pro rizné oblasti veédy.

Obr. 3.1 — ,,Momentka“ vody vtékajici do nadrze, Leonardo da Vinci, kolem 1500

Jedny z prvnich zndmych poznatkl o struktute turbulence v moderni dob¢ jsou pozoro-
vani proudéni tekutin Leonardem da Vincim — viz obr. 3.1. Leonardo znazornil proudéni vody
jako ,,momentku*, kdy turbulentni proudové pole je sloZeno z riiznych struktur riznych veli-
kosti. Pasobi tak velmi uspofadané se sloZitou, zjevné zékonitou strukturou. DalSim historic-
kym piikladem pravidelné struktury v turbulentnim proudu je znama ,,ruda skvrna“ na Jupite-
ru na obr. 3.2. Jedna se vlastné o obrovskou bouti — turbulentni vir (anticyklon), trva jiz nej-
mén¢ 350 let (v roce 1655 byla poprvé pozorovana francouzskym hvézdafem Cassinim). Je to
vice-mén¢ stabilni Gtvar, ktery pomérné rychle méni vSak svoji polohu a strukturu v Case.
Existence této pravidelné struktury ve vyvinutém turbulentnim proudéni zaujala nejen
hvézdare, ale i odborniky v oblasti mechaniky tekutin. Inicializovala diskusi na téma struktury
turbulentniho proudéni.

Obr. 3.2 — Ruda skvrna na Jupiteru



Poznavani turbulence nam dava kazdodenni zkuSenost: kouf stoupajici z cigarety nebo
z ohn¢ vykazuje nepravidelné chovani proudiciho vzduchu, ktery jej unasi. Vitr podléha
prudkym mistnim zménam smeéru i1 velikosti rychlosti, coz miize mit dramatické nasledky pro
namoiniky ¢i letce. Béhem letu dopravnim letadlem je obvykle pojem turbulence spojovéan
s aktem piipoutani se pomoci bezpe¢nostnich pasu. Pojem ,turbulence” je také pouzivan pfi
popisu volnych proudd — paprski. Pii proudéni vody v fece ma jeji pritomnost dilezity disle-
dek pro ukladani sedimentu na dno. Rychlé proudéni tekutiny kolem piekazky nebo tfeba
kolem leteckého profilu zptisobuje vznik turbulence v mezni vrstvé a vytvaii se také turbu-
lentni aplav zpusobujici zvySeni odporové sily, kterou pusobi proud tekutiny na pirekazku
(byva vyjadien pomoci slavného soucinitele Cy). Aby bylo dosaZzeno lepSich aerodynamic-
kych vlastnosti automobilt a letadel musi tedy byt turbulence potlacena. Chovani vétSiny
motskych a atmosférickych proudii nemtize byt piesné predpovézeno, spadaji totiz do katego-
rie turbulentnich proudd a tyka se to i proudd planetarnich métitek. Turbulence malych méfi-
tek v zemské atmosféie muze piedstavovat vazny problém pii astronomickych pozorovanich
provadénych ze zemského povrchu, je potom urcujici pfi vybéru polohy observatoie. Atmo-
sféry planet jako jsou Jupiter ¢i Saturn, slune¢ni atmosféra nebo zemska vnéjsi sféra jsou tur-
bulentni. Galaxie maji typicky tvar vira (ptiklad viz obr. 3.3) podobnych tém, které se vysky-
tuji v turbulentnich proudech, jako je naptiklad proudéni ve sméSovaci vrstvé dvou proudu o
rizné rychlosti. Jedna se tedy o utvary vzniklé v souvislosti s turbulentnimi jevy. Mohli by-
chom jmenovat mnoho dalSich podobnych piiklada z aerodynamiky, hydrauliky, jaderného a
chemického inZenyrstvi, oceanologie, meteorologie, astrofyziky, kosmologie ¢i geofyziky. Na
opac¢ném poélu spektra jsou potom kvantové viry vznikajici v supratekuté kapaling, které maji
rozméry vyjadfitelné v ndsobcich priméru atomu. Svét turbulence tedy zahrnuje cely nami
pozorovany vesmir a turbulence je typickym zpisobem chovani tohoto vesmiru na vsech jeho
stupnich.

Obr. 3.3 — Spiralni galaxie v souhvézdi Andromedy

3.1. Turbulence v kontextu moderni védy

Moderni véda a moderni fyzika je zalozena na piistupu, ktery pro nas objevil
v 17. stoleti Isaac Newton. Védecka metoda muze byt zjednodusena na aplikaci tii po sobé
nasledujicich krokd. Prvnim krokem je analyza problému, které je provadéna pomoci experi-
mentt a to bud’to skute¢nych, fyzikalnich nebo myslenkovych. Druhym krokem je syntéza,
kdy se piechazi od konkrétniho k obecnému. Prakticky to znamena, Ze je vytvofen matema-
ticky model zkoumaného jevu. Tretim krokem je potom predikce, ktera piedstavuje ovéfeni
matematického modelu a jeho aplikaci na konkrétni pfipady, které nejsou totozné s piipady
uvaZzovanymi v prvnim kroku (pro tyto piipady musi model samoziejmé platit také).



Problematika turbulence jaksi nezapadala do konceptu védy definovaného Newtonem,
nedafilo se spolehlivé ptedpovidat chovani objektti ve stavu turbulence. V minulosti bylo tur-
bulentni chovani ¢asto spojovano s magii a dodnes je tento problém obestien rouskou tajem-
stvi. Timto problémem se systematicky zabyvala cela fada vynikajicich védcu (stru¢ny pie-
hled viz dodatek) avSak prakticky vSechny vyzna¢né osobnosti fyziky se tohoto nepichlédnu-
telného problému alesponi letmo dotkly. O otci kvantove teorie Maxovi Planckovi se traduje,
Ze na smrtelné posteli prohlasil, Ze aZ predstoupi pfed boha, bude na n&j mit dvé otazky: ,,Pro¢
kvanta a pro¢ turbulence. V&tim, Ze na prvni otazku dostanu uspokojivou odpoved’.« Problém
turbulence byva nazyvan poslednim nevyfeSenym problémem klasické fyziky.

Typickym pftistupem k vytvareni matematickych modelt ptirodnich jevi je redukce po-
¢tu stupili volnosti a linearizace. Tento piistup vede v mnoha ptipadech k pomérné jednodu-
chému matematickému modelu, ktery je mozno uspé$né analyzovat a aplikovat na konkrétni
ptipady, Casto i analytickou metodou. Proniké&ni do hloubi fyzikalniho problému se d&je po-
moci tzv. redukcionalizmu, kdy se objekt zkoumani, v nasem ptipadé¢ hmota, analyzuje do
nejmensich moznych detaili. Pokud se toto zdafi, problém se prohlasi za vyfeSeny — alesponi
z teoretického pohledu. Svatym gralem fyziky vyznavajicim tento redukcionalisticky pfistup
je tzv. ,teorie vSeho*, kterou se mysli objeveni opravdu zakladnich elementti hmoty a pro-
zkoumani jejich vlastnosti. Adepty na tuto teorii byly postupné teorie atomi, elementarnich
Castic, kvarkova teorie a v posledni dob¢ teorie strun ¢i superstrun.

Ukazuje se vSak, ze redukcionalizmus nefesi nékteré jevy, mezi které miizeme zaradit
turbulenci v tekutinach. Problém je v tom, Ze samotna podstata turbulence je spojena se sys-
témy s obrovskym poctem stupiiti volnosti, mezi kterymi jsou nelinearni vazby. Pti zkoumani
tohoto jevu musime k tekuting pfistupovat jako k systému jednoduchych prvkd, jejichz vlast-
nosti jsou sice pro chovani celku dualezité, urcujici roli zde vSak hraji zdkonitosti, které¢ neni
mozno z chovani jediného prvku odvodit. Je zde vsak jesté hlubsi pti¢ina netspéchu redukci-
onalistického pfiistupu, ktery tkvi v neplatnosti tzv. ,,principu oddé€litelnosti (angl.: separabi-
lity principle), ktery fika, ze systém lze prozkoumat tak, ze prozkoumame oddélen¢ jeho casti.
Ve 30. letech minulého stoleti byl tento princip pfedmétem vasnivé filosofické diskuse, za-
stancem principu oddélitelnosti byl A. Einstein, oponentem byl N. Bohr. Vysledek této disku-
se vyznél ve prospéch Bohra, ktery tvrdil, Ze tento princip obecné neplati, chovani celku nelze
vyjadiit jako prosty soucet chovani jeho soudasti’.

Nezbyva nez rezignovat na redukcionalisticky pfistup a snazit se vytvofit novy ,,holis-
ticky* (z feckého holos — celek) piistup, zkoumani systému jako celku. BohuZel, matematické
nastroje zaloZzené¢ na diferencidlnim a integralnim poctu, které méme v soucasné dobé
k dispozici, byly vytvofeny pro redukcionalistické analyzy a jejich pouziti pti holistickém
zpusobu zkoumani je velmi omezené. Nehodi se pro popis takovych jevii, jako je komplexita,
fraktalni geometrie, deterministicky chaos ¢i samoorganizace. Nové obory, které se zabyvaji
témito jevy (napf. teorie dynamickych systémil, teorie katastrof, uméld inteligence a
Vv neposledni fad¢ teorie turbulence), jsou nuceny hledat jiné, vhodnéjsi zptisoby popisu stavu
veci.

3.2. Proudici tekutina jako dynamicky systém

Z teorie dynamickych systému je znamo, ze mnoho skutecnych spojitych systémti mtze
byt modelovano soustavou parcialnich diferencidlnich rovnic, které potom musi byt zpravidla
feSeny numericky. Takovéto dynamické systémy maji teoreticky nekone¢ny pocet stupni vol-
nosti a K jejich feseni jsou vyzadovany pocatecni podminky charakterizované nekoneénym
poctem stavl rozmisténych v prostoru. Dynamické chovani prostorove spojitych systémii mu-
ze byt proménné jak v prostoru, tak v ¢ase, mohou vznikat jak pravidelné tak chaotické struk-
tury.

Proudéni tekutin Ize kvalitativné charakterizovat jako laminarni nebo turbulentni. Lami-
narni proudéni je typické bud’to velmi pomalym pohybem nebo vysokou hodnotou vazkosti,

! Tento zévér ma n&které fatalni dasledky, naptiklad neplatnost determinismu v jeho klasické podobé.
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Castice tekutiny se pohybuji uspofadané, vzajemné po sobé klouzou ve vrstvach (lamina je
latinsky vrstva, platek), odtud tedy laminarni. Naproti tomu turbulentni proudéni (turbulentus
je latinsky neuspofadany) je charakterizovano rychlym pohybem nebo malym vlivem viskozi-
ty, kdy i malé poruchy v proudu nekontrolovatelné rostou a zptsobuji tak nepiedvidatelné
lokalni chovani tekutiny, intenzivni vifivé promichavani v celé¢ oblasti (exaktnéjsi definice
turbulence bude podana pozd¢ji).

Je urcitym paradoxem, Ze proudéni zcela nevazké tekutiny je vzdy laminarni, turbulence
nemtize vzniknout v nevazké tekutin€. Je to dano tim, ze Castice tekutiny na sebe vzajemné
pusobi pouze tlakovymi silami, teéné sily jsou nulové. V takové tekutiné nemuze vzniknout
vifivost, kterd je charakteristickd pro turbulentni proudéni. Tato skute¢nost je obsahem Tho-
msonovy véty o virech, ktera je pro idealni nevazkou tekutinu ekvivalentni tvrzeni: ,,byl-li
pohyb v ur€itém okamziku nevifivy, zistane jim nadale®. Na druhou stranu, kazda realné te-
kutina je charakterizovana nenulovou viskozitou, nevazka tekutina je pouze idealizovanym
limitnim ptipadem.

Pfi laminarnim proudéni se obraz proudéni v ¢ase neméni, pokud jsou okrajové pod-
minky také neménné a odhlédneme-li od mikroskopickych jevii typu Brownova pohybu. M-
zeme tedy tvrdit, Ze v tomto pfipad¢ neni zadny dynamicky stupen volnosti tekutinového sys-
tému aktivni. V Lagrangeovském smyslu® se kazda &astice tekutiny, jakkoli velka, chova dy-
namicky — méni svou polohu v ¢ase a v prostoru. Divame-li se viak na systém jako na celek
Eulerovskym pohledem?®, potom miiZzeme stav systému povazovat za staticky.

Pii zméné podminek proudéni, zpravidla zvySeni rychlosti, miize dojit k pfechodu sys-
tému do nestabilniho stavu. Okrajovymi podminkami je ur¢en novy docasné stabilni stav sys-
tému, ke kterému jeho vyvoj smétuje — atraktor. Tésné po ztrate stability je chovani systému
pomérné jednoduché, existuje pouze velmi maly pocet aktivnich stupiii volnosti, vychylky od
nestabilniho rovnovazného stavu jsou malé a chovani systému Ize popsat s dostate¢nou pies-
nosti linearizovanym modelem. Pozd¢ji pfi zvétSovani vychylek dochazi k uplatnéni nelinea-
ho chaosu — turbulence. V tomto stavu je pocet aktivnich stupiii volnosti dan charakterem
poruch, které se v proudu vyskytuji. Jedna se potom o ,,rozlehly systém* (angl.: extended sys-
tem), kdy vzajemna korelace zmén stavu ve dvou bodech s odlehlosti rychle klesa k nule.

Tekutinovy systém ve stavu turbulence neustéle v ¢ase méni svou strukturu. Ptesto pro
popis turbulentniho proudéni existuji statické modely, které vyuzivaji statistického popisu
pomoci statistickych momentt. Jedna se o modely zaloZené na Reynoldsovych rovnicich,
v literatufe jsou oznatované jako RANS* modely.

Obecné, studium dynamickych systémt se zpravidla provadi ve fazovém prostoru, jeho
dimenze je dédna poctem stupiii volnosti, respektive poctem nezéavisle proménnych velicin,
které dokonale popisuji stav systému. Kazdy bod ve fazovém prostoru potom ptedstavuje ur-
¢ity dynamicky stav systému.

Z&kladni charakteristikou dynamického systému je atraktor. Jedna se o fazovy portrét
stavu, ke kterému je systém ,,pfitahovan“ (odtud nazev) pfi pocatecnich podminkach leZicich
vV jisté oblasti fA&zového prostoru. Vyvoj systému v ¢ase smétuje k tomuto stavu a po dostatec-
né dlouhé dob¢ se k nému neomezené piibliZi. Z klasické teorie dynamickych systémi jsme
zvykli na dva typy atraktorti. MuzZe se jednat jednak o jediny bod ve fd&zovém prostoru, potom
systém sméiuje k uritému statickému, v ¢ase neménnému rovnovaznému stavu. Druhou
moZnosti je tzv. mezni cyklus. Jedna se o uzavienou kiivku ve fazovém prostoru, ktera cha-
rakterizuje periodickou zménu stavu systému. Existuje vSak jesté tfeti moznost, totiz vznik
tzv. ,,podivného atraktoru® (angl.: strange attractor), ktery je typicky pro stav systému nazy-
vany ,,deterministicky chaos“ (angl.: deterministic chaos). Tento stav je typicky pro turbu-

2 Lagrangetiv pfistup sleduje chovani modelovych ¢astic tekutiny. (viz kap. 4.2)
® Eulertv piistup je reprezentovan popisem systému v pevné daném bod& v prostoru. (viz kap. 4.2)
* Reynolds Averaged Navier-Stokes (equations) — viz oddil 9
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lentni chovani tekutiny a ma kli¢ovy vyznam pro studium tekutinovych systému. Pojem de-
terministicky chaos podrobné vysvétlime v dalSich kapitolach.

»Bifurka¢ni bod“ (angl.: bifurcation point) charakterizuje stav systému na mezi stability
jisté struktury. Dalsi vyvoj systému miZze pokracovat podle vice scéndit, mohou byt dva nebo
vice, mize jich byt i nekone¢né mnoho. Vybér konkrétniho scénate zavisi na nepatrnych uda-
lostech typu Brownova pohybu, z hlediska antropomorfnich méfitek® nezbyvé, nez tento pro-
ces povazovat za nahodny, kdy pravdépodobnost realizace jednotlivych scénafii je nenulova,
je v8ak mensi nez 1. Na konci kazdého scénafe je novy stabilni stav systému nebo dalsi bifur-
kac¢ni bod.

3.2.1.Fraktalni struktura

Dimenze geometrického objektu je obvykle definovana jako pocet nezavislych smért po-
hybu bodu v jeho rdmci. V tomto piipadé se nazyva topologickou dimenzi d, a je to vzdy
ptirozené (tj. kladné, celé) ¢islo. Mize byt rovna nebo mensi nez je dimenze prostoru d, ve
kterém se objekt nachazi. Ackoli hladka ¢ara i nahodna trajektorie maji stejnou topologickou
dimenzi d; =1, maji velmi odlisné vlastnosti, protoze ndhodna trajektorie miZze zcela nebo
Caste¢né zaplnit uréity dvourozmérny ¢i téirozmérny podprostor. Proto se zavadi fraktalni
dimenze geometrického objektu d_ .

Benoit Mandelbrot roku 1975 definoval ,fraktal“ (angl.: fractal, pochazi z latinského
fractus — rozbity) jako mnozinu, jejiz fraktalni dimenze je vétsi nez dimenze topologicka a je
vyjadritelnd necelym ¢islem. Lze jej také definovat pon€kud jednoduseji a méne obecné jako
geometricky objekt, ktery ma nasledujici vlastnosti: je sobépodobny — znamena to, Zze pokud
dany ttvar pozorujeme v jakémkoliv méfitku ¢i rozliSeni, pozorujeme stale opakujici se urcity
charakteristicky tvar; a dale ma na prvni pohled velmi slozitou strukturu, mtze byt vsak vy-
generovan opakovanym pouZzitim jednoduchych pravidel (rekurence). Fraktaly jsou nejsloZi-
téjSi geometrické objekty, které soucasnd matematika zkoumad, maji vSak cCasto prekvapiveé
jednoduchou matematickou strukturu. Ptiklad ,,umélého* fraktalu je na obr. 3.4.

- |

Obr. 3.4 — Priklad Madelbrotovy mnoziny (fraktalu)

Fraktalni struktura je typicka pro veskeré ptirodni objekty, u nichz se uplatituje nelinearni
chovani v kombinaci s velkym poctem stupiiti volnosti. Pfirodni fraktaly v sobé obsahuji pr-
vek nadhodnosti, ktery se tyka vyskytu opakujicich se struktur na jednotlivych urovnich, tim se
vyznamné zvySuje pocet stupnii volnosti takového objektu. Typickym ptikladem miize byt
proudici tekutina. Ptiklad pfirodni fraktalni struktury je na obr. 3.5.

® Pojem ,,antropomorfni“ predstavuje pohled o¢ima Cloveka, ktery je svymi smysly schopen vnimat pouze jevy,
jejichz prostorové a ¢asové métitko se piilis nelisi od méfitek lidského téla a pochodii v ném probihajicich. Je-li
tedy velikost ¢loveka fadoveé metr, potom antropomorfni métitka mohou byt charakterizovana rozdilem napt. o 5
tadi, tedy 10 m az 10° m, v &asové oblasti mozna od 107 s po 10°s.
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Obr. 3.5 — Mraky

Platonsky svét jednoduchych geometrickych utvart (typu koule, kvadr, mnohostén,...)
popisovany V klasickych ucebnicich mechaniky vznikl diky linearizovanym matematickym
modelim, tak i pomérné slozité syst¢émy mohou vykazovat jen velmi nizky pocet aktivnich
stupnitt volnosti. My v8ak Zijeme v nelinearnim svété fraktalni geometrie.

Pro zkoumani a analyzu fraktalnich objekt zpravidla nelze pouzit metody vyvinuté pro
jednoduché objekty. Takové charakteristiky jako délka ¢ary ¢i obsah plochy nemaji u fraktala
prakticky vyznam, vyznamnou informaci je v3ak fraktalni dimense. Dale je ziejmé, Ze na
fraktaly, které vykazuji fraktalni strukturu pro libovolné¢ malé detaily, nelze uplatnit metody
vyuzivajici diferencidlni pocet, protoZe u nich neni definovéana derivace.

3.2.2.Deterministicky chaos

Pod pojmem ,,chaos* se v§eobecné rozumi takové chovani, které je projevem absolutni a
Cisté nahody, neni v ném misto pro pusobeni zakonitosti. Takovéto chovani by bylo mozno
nazvat absolutné nekoherentni, kdy neexistuji zakonité vazby mezi sousednimi stavy (jak
v prostoru, tak v ¢ase). Chaotické chovani skute¢nych systémi v piirodé vSak spiSe charakte-
rizuje termin ,,deterministicky chaos“. Jedna se o proces samoorganizace slozitych systému,
kdy vznikaji soustavy koherentnich struktur chovajicich se v souladu s pifirodnimi zakony.
Z hlediska jedné urcité struktury ma vyvoj systému prvky ndhodnosti, systém jako celek se
vSak vyviji zcela zakonité a tedy deterministicky. Tento jev Ize nalézt v pfirodnich systémech
vdech moznych forem — od fyzikalnich, chemickych (napf. chemické reakce), tak i
Vv biologickych systémech (napt. chovani kolonie mravenci).

Typickym piikladem relativné dobie prozkoumaného systému chovajiciho se podle zéko-
ni deterministického chaosu je turbulentni proudéni. Struktura vyvinutého turbulentniho
proudéni je charakterizovana virovymi koherentnimi strukturami, jejichZ velikost je dana jis-
tymi zakonitostmi, okamZita poloha a orientace konkrétniho viru v prostoru je vSak nahodna.
Matematicky model proudici tekutiny je zndm, jedn& se o Navierovy-Stokesovy rovnice.
V kazdém ptipad¢ se jedna o deterministicky matematicky model. Ukazuje se vSak, Ze za ur-
Citych podminek muze dojit kextrémnimu zesilovani poruch uritého charakteru
vV proudovém poli. Systém tedy funguje jako filtr, ktery nekteré poruchy potlacuje, jiné zesilu-
je. Tento proces, ktery je zpocatku linearni, vede po urcitém case, kdy dojde k zesileni poruch
nad jistou mez, k masivnimu uplatnéni nelinearit a k pfechodu systému do chaotického stavu.

Toto je obecna vlastnost dynamickych systémul popsanych nelinedrnim matematickym
modelem. Zatimco u linearnich systémi je odezva imérna podnétu, asponi co se amplitudy
ty€e, u nelinearnich systému citlivost kolisa v zavislosti na podminkach a na charakteru po-
ruch. Pii extrémnim zvySeni citlivosti k porucham jistého typu se jedna o problém stability
systému, kdy se méni kvalita jeho chovani a ten piechazi do chaotického stavu. Chaotické
chovani je charakterizovano situaci, kdy velmi malé, prakticky nemétitelné podnéty vyvola-
vaji velké zmény v chovani systému. Pokud tyto podnéty nejsme schopni indikovat, pak se
jevi chovani bez zjevné piiCiny — chaotické. Pti chaotickém chovani systému roste fadové
jeho komplexita (pocet aktivnich stuptitt volnosti).
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Ukazuje se, ze linearni systémy jsou pouhou idealizaci a ve skute¢nosti zadny realny sys-
tém nelze dokonale popsat linedrnim matematickym modelem. Linearni model muze pro sku-
teCny systém platit s dostateCnou piesnosti pouze pro malé vychylky od vychoziho stavu,
vzdy vSak existuje jistd mez, nad kterou je chovani systému nelinearni. VétSina systému je
vSak silné nelinearnich, linearizovany model pro takové systémy plati pouze pro infinitesi-
malné malé vychylky. VSechny dynamické systémy vyskytujici se v ptirodé jsou ve své pod-
staté¢ nelinearni a za urcitych podminek muze byt jejich chovani charakterizovano jako deter-
ministicky chaos. Proto je chaotické chovani v piirod¢ tak casté.

Dtivodem, pro¢ chaotické chovani dynamickych systémt bylo tak dlouho mimo zorné
pole védcu je fakt, Ze je nelze modelovat pomoci jednoduchého linearniho matematického
modelu, ktery byl v minulosti z divodu jednoduchosti prakticky vyhradné pouzivan pro stu-
dium dynamickych systémii.

Proudici tekutina je pomérné slozity spojity dynamicky systém, s velkou variabilitou
okrajovych podminek, 1ze jej charakterizovat velmi vysokym poctem stupniti volnosti. Studi-
um vlastnosti takového systému je obecné technicky velmi obtizné, ani dneSnimi prostifedky
vypocetni techniky nelze zvladnout simulaci byt velmi jednoduchych piipadi turbulentniho
proudéni z technické praxe®. Proto budeme demonstrovat chaotické chovani dynamickych
systému na piipad¢ daleko jednodussim s malym poctem stupnti volnosti. Zakladni mecha-
nismus vzniku chaosu je spole¢ny vSem dynamickym systémim bez ohledu na jejich slozi-
tost. Vybereme piiklad, ktery vlastné odstartoval éru systematického studia chaosu. Jedné se o
tzv. Lorenzlv systém.

Edward Lorenz pusobil za¢atkem 60. let minulého stoleti na Massachusetts Institute of
Technology, kde vytvofil jednoduchy matematicky model zemské atmosféry, na kterém se
pokousel studovat pocasi, konkrétn¢ vynucenou konvekci v atmosféie. K simulacim pouZzil
z dnesniho pohledu primitivni, ve své dobé vsak $pickovy Cislicovy pocita¢. Jednalo se o po-
¢ita¢ Royal-McBee LGP-30 s 16kB paméti, ktery vypocetl 60 nasobeni za sekundu. Jeho vy-
pocty byly s piesnosti na 6 platnych ¢islic. Lorenc provedl zaokrouhleni po¢ate¢ni podminky
na 3 platné Cislice a o¢ekaval, ze toto zaokrouhleni nebude mit podstatny vliv na vysledky,
pfitom narazil na nestabilni chovani matematického modelu. Postupné zjednodusil svllj ma-
tematicky model, ktery m¢l ptiivodné 12 dimenzi, az na znamy tfirozmérny Lorenziv systém
z roku 1963:

dx

—=Ra(y-x),

a ey

dy

—=—-XZ+Prx-y, 3.1
St y (3.1)
dz

— =Xy —bhz.

dt y

Tento matematicky model zachycuje zékladni vlastnosti konvektivniho proudéni v atmo-
sféfe, ktera je zahtivana povrchem ze spodu a ochlazovana svrchu. Vznika tak rota¢ni pohyb
¢astic vzduchu, kdy ohtéata ¢astice stoupd, tim se ochlazuje a zacne klesat, aby se op¢t zahtéla
a stoupala. Tento jev je znamy jako Rayleighova-Bénardova nestabilita (vice o ni bude
v kapitole o nestabilitach). Okrajové podminky jsou ponékud idealizovany: proudéni v horni
oblasti je uvazovano bez smykového napéti misto realisti¢téj$i podminky stejnych rychlosti,
V pficném sméru je uvazovana periodickd okrajova podminka misto omezeni sténami a cely
piipad je modelovan jako rovinny misto prostorového. Schéma tohoto modelu je na obr. 3.6,
jedné se o tzv. Rayleighovu-Bénardovu bunku, ktera se periodicky opakuje v pfiéném sméru.

® Mame zde na mysli metodu ,,pfimé numerické simulace®, turbulentni proudéni se v technické praxi obvykle
fesi pomoci modeld turbulence. Detaily viz oddil 9.
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Obr. 3.6 — Schéma Lorenzova systému — Rayleighova-Bénardova buika

Proménné x, Yy a z v rovnici (3.1) nejsou soufadnicemi v prostoru, jejich fyzikalni vy-
znam je ponckud abstraktni. Proménna X predstavuje rychlost rotace pohybu castice, kladna
hodnota je ve sméru hodinovych ru¢i¢ek. Proménna Yy je potom rozdil teplot stoupajici a
Klesajici tekutiny. Proménna z charakterizuje odchylku svislého profilu teploty od linedrniho
pribéhu. Parametr Ra je Rayleighovo ¢islo a Pr potom ¢islo Prandtlovo, kone¢né parametr
b piedstavuje Stihlost valce tekutiny pii konvekcei, tedy pomér jeho délky a priméru.

Z matematického hlediska ma systém rovnic (3.1) nasledujici vlastnosti:

e Rovnice jsou autonomni, to znamenad, Ze jejich pravéa strana explicitné neobsahuje Cas,
koeficienty jsou konstantni;

e Obsahuji pouze prvni ¢asové derivace. Dusledkem tohoto, spolu s uvaZzenim autonomie
systému, je fakt, Ze jeho vyvoj zavisi pouze na okamzitych hodnotdch proménnych
(x,y,2) anikoli na jejich historii;

¢ Rovnice jsou nelinearni, viz ¢leny xz a XY ve druhé a tfeti rovnici;

e Systém je disipativni. Tento zavér plyne z pfitomnosti diagonalnich ¢asti soustavy rovnic,
které odpovidaji ustalujicimu se feSent;

e Redeni soustavy rovnic je omezené v prostoru proménnych.

Lorenz provadél matematickou simulaci systému, jednalo se vlastné o numerickou inte-
graci rovnic v ¢ase pro rizné hodnoty parametrti a pro rizné pocateéni hodnoty proménnych.
Pro hodnoty parametru Pr <1 feSeni spé&je k ustalené hodnoté x=y=1z=0, kdy veSkera
konvekce zanika.

Obr. 3.7 — Lorenzuv podivny atraktor
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Obvyklé parametry pro atmosférické podminky Ra =10, Pr=28 a b=8/3 zpisobuji
chaotické chovani systému, kdy se smér rotace nahodné¢ méni. Dynamické systémy jsou cha-
rakterizovany limitnim stavem — atraktorem, ktery nastava po ur€itém pifechodovém Case,
ktery zé&visi na pocate¢nich podminkach. Tento limitni, kone¢ny stav mlize byt zobrazen ve
fazovém prostoru bud’to jako bod — kone¢ny stav klidu, ke kterému systém spé&je nebo jako
limitni cyklus — uzaviena kiivka, ktery odpovida periodickému pohybu. Atraktor piislusejici
Lorenzovu systému za uréitych podminek vybocuje z tohoto konceptu, nedojde k jeho ustéle-
ni ani po velmi dlouhém ¢ase, vznika nekonvergujici kiivka. Tento atraktor je pro omezeny
Casovy interval znazornén na obr. 3.7. Je prvnim z tzv. ,,podivnych atraktoria* (angl.: strange
attractors) charakterizujicich chaotické chovani dynamického systému, ktery byl podroben
zevrubnému systematickému zkoumani. Ma nékteré vskutku podivné vlastnosti:

e Je tvofen spojitou kiivkou v prostoru, ktera obecné zac¢ina v jistém pocateénim bod¢, mu-
ze vSak mit nekonecné velkou délku. Pfitom vypliuje jisty pfesné vymezeny podprostor
ve fazovem prostoru, ze kterého nikdy nevybih;

Nikdy neprotina sam sebe, nekiiZi se, ani se neopakuje’;

Ma vlastnost fraktalu, tj. jeho struktura je podobna na riznych méfitkach;

Jeho pribéh v prostoru je ndhodny, chaoticky, neptedpovéditelny.

Ukazuje se, Ze kritickd hodnota parametru Ra pfi vyse uvedenych hodnotach parametrii
Pr a b je rovna asi 24,74, pro hodnoty niz§i sméfuje vyvoj systému do jediného bodu ve
fazovém prostoru, pro hodnoty vyssi dostivame nekonecny pohyb s prvky chaosu.

Motyli atraktor se sklada ze dvou vétvi, jedna je charakterizovana kladnou hodnotou X,
druha potom zépornou a predstavuje rotaci valcl v jednom ¢i druhém smyslu. Mezi obéma
vétvemi dochdzi k nepravidelnym pteskokiim. Tento atraktor se stal symbolem prvnich pri-
kopniki pfi zkoumani chaosu a jeho podobnost s motylimi kiidly inspirovala Lorenze pii jed-
né prednasce v roce 1972, kdy hovotil na téma piedpovéditelnosti pocasi. Tehdy s nadsazkou
prohlasil: ,,Pohyb kiidel motyla kdesi v Brazilském pralese mize zpisobit vznik tornada
v Texasu.”
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Obr. 3.8 — Casovy priibéh proménné X pii simulaci Lorenzova systému

Na obr. 3.8 je ukazan vysledek simulace pro rizné okrajové podminky. Obr. 3.8 (a) pted-
stavuje simulaci prib&hu proménné X Vv case t provedenou pro pocateéni podminky

[X(O), y(0), Z(O)] =[0,1,0,1;,0,1]. Na obr. 3.8 (b) je potom simulace pro nepatrn¢ zménéné

pocate¢ni podminky, proménné oznaceny stiiskou [)A((O), 9(0), 2(0)} a jejich hodnoty jsou

" H. Poinkaré teoreticky odvodil teorém, ktery Fik4, Ze stav nelinearniho systému se musi po ur¢ité dob& opako-
vat. Pozdéji se ukazalo, ze perioda opakovani daného stavu je u béznych nelinearnich systému extrémné velka
blizici se nekonecnu.
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[0,100001; 0,1; 0,1] . Pog4teéni hodnota )A((O) byla tedy zménéna o jednu tisicinu procenta, coz
je hodnota, kterou nejsme schopni rozlisit pfi Zadném realném makroskopickém experimentu.
Z grafu je ziejmé, ze Casovy prubeh soufadnice X je pro oba ptipady prakticky stejny az do
casu asi 30, dale se potom oba ptipady vyvijeji zcela odlisSnym zptisobem. Toto je zvlaste zie-
telné vidét na grafu obr. 3.8 (¢), kde je znazornén rozdil proménnych X(t)— X(t) pro oba

ptipady pocéate¢nich podminek. Vidime, Ze hodnota X pieskakuje z kladnych hodnot do z&-
pornych a naopak, tomu odpovida pohyb po dvou vétvich motyliho atraktoru. Preskok z jedné
vétve na druhou je prave tim kritickym jevem, ktery urcuje dalsi vyvoj systému. Ukazuje se,
ze preskok je vysledkem nestabilniho chovani systému vznikajici v souvislosti s jeho neline-
arni podstatou a jeho vyskyt v jisté konfiguraci systému je vysledkem vlivu nesmirn¢ malych
poruch. Tyto poruchy mohou mit svlij ptivod v neptesné definovanych parametrech ulohy,
jejich pocatecnich ¢i okrajovych podminkach nebo v pfipadé matematické simulace v jakkoli
malych zaokrouhlovacich chybach vypocetniho systému.

Kvalitativné podobnym zplisobem se chovaji i jiné nelinearni systémy, napt. turbulentni
proudéni vazké tekutiny. Stav proudici tekutiny Ize z hlediska stability feSeni charakterizovat
bezrozmérnou stiedni rychlosti proudéni tzv. Reynoldsovym ¢islem. Pro Reynoldsova ¢isla
vyssi nez je kritickd hodnota nastavéa chaotické chovani proudici tekutiny, fikdme, Ze nastava
prechod z laminarniho stavu proudéni do turbulentniho. Vysledné chaotické chovani a vyvoj
Lorenzova systému. Dochdzi totiZz ke vzniku chaosu v riznych mistech v riznych ¢asovych
okamzicich. Vysledné koherentni struktury se potom bouilivé vyvijeji a interaguji navzajem.

3.2.3.Proces samoorganizace — koherentni struktury

Proces samoorganizace rozlehlého dynamickeho systému muze probihat za ptedpokla-
du, Ze se tento nachazi dostate¢né daleko od rovnovazného stavu. llya Prigogin ukazal proces,
ktery vede ke vzniku koherentnich (podle Prigogina ,,disipativnich®) struktur. Tento proces
Uzce souvisi s takovymi pojmy, jako je stabilita, nevratnost a Sipka ¢asu. Za tuto myslenku o
spontanni pfeméné ,,neporadku* v ,,poradek* mu byla roku 1977 ud¢lena Nobelova cena.

Spontanni vznik koherentnich struktur pti proudéni tekutin byl prokdzan jak experimen-
talné, tak teoreticky a byl potvrzen také pomoci matematické simulace. Na obr. 3.9 je ukazan
vysledek piimé numerické simulace proudéni tekutiny, kdy byly zadany pocate¢ni podminky
stavu proudového pole s nahodnymi fluktuacemi. Po urcité dobé doslo ke spontannimu vzni-
ku virovych struktur (na obrdzku jsou znazornény virovymi ¢arami). Tento obrazek byl na-
zvan ,,bedna ¢erva“ (angl.: box of worms).

Obr. 3.9 — Spontanné vzniklé viry v proudici tekuting (,,bedna cervi‘)
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Existence vysoce organizovanych a uspofadanych struktur v turbulentnim proudu je
dnes jiz vSeobecné akceptovanym faktem. Tyto struktury jsou soucasti turbulence samé a co
vic, jsou jejimi zdkladnimi stavebnimi kameny. Chovani a parametry téchto struktur jsou
obecné nepiedpovéditelné ve smyslu deterministického chaosu, kazda jednotlivé vsak vyka-
zuje vyznamnou prostorovou koherenci — uspofadanost. Je omylem spojovat nepiedpovédi-
telnost s prostorovou neuspotadanosti, pii té totiz nelze ocekavat existenci dobie definova-
nych prostorovych struktur. Pokud se podivdme na n&jaky okamzity stav turbulentniho pole,
vidime soustavu turbulentnich virovych struktur, které jsou nepiedpovéditelné, co se tyce je-
jich faze (tedy polohy a orientace v prostoru), udrzuji si vSak sviij geometricky tvar béhem
doby zna¢né delsi, nez je typicka doba ztraty predpovéditelného chovani. Za téchto podminek
Ize k analyze takového proudového pole s aspéchem aplikovat klasicky pravdépodobnostni
piistup.

Nyni jiZ neni obtizna ptedstava turbulence jako synonyma pro poiadek, pokud poradek
chépeme jako existenci v prostoru organizovanych, tedy koherentnich struktur. Tradi¢né byl
pojem turbulence ¢asto ztotoznovan s nepoifadkem a chaosem, laminarni proudéni bylo syno-
nymem uspoiadaného pohybu. Podivame-li se na tento problém z makroskopického hlediska
— antropomorfnich méfitek, potom se skute¢né turbulentni pohyb muze jevit jako néhodny,
zvlasté pokud vezmeme v Uvahu velmi rychly, dynamicky vyvoj proudového pole.
V mikroskopickém méfitku je tomu vSak pravé naopak — chaotickym se jevi pohyb laminarni
a turbulence je vysoce organizovana. Virové struktury obsaZzené v turbulenci odpovidaji tize-
nému synchronizovanému pohybu obrovského mnoZzstvi molekul. Pfi tomto pohledu je pre-
chod laminarniho proudéni k turbulentnimu procesem samouspotradavani proudici tekutiny.

Koherentni struktury hraji klicovou roli v procesu miSeni, stability, generovani hluku
atd. Pfi pfechodu z laminarniho stavu proudéni do turbulence je nestabilita charakterizovana
urcitou frekvenci, kterou lze predpovédét nebo pii umélém periodickém buzeni koherentni
struktury pomérné snadno sledovat a analyzovat. Naproti tomu ve vyvinutych turbulentnich
proudech, kde jsou tyto struktury ukryty v chaotickém procesu, je jejich detekce velmi kom-
plikovanym problémem. Analogovymi metodami zpracovani signélu je tato tloha prakticky
nefesitelna, proto je systematicky vyzkum koherentnich struktur uzce spojen s rozvojem digi-
talni techniky sbéru dat a zpracovani signalt.

Identifikace koherentnich struktur v chaotickém turbulentnim proudovém poli je obecné
velmi komplikovana uloha, kterd vyzaduje jednak potfebny soubor experimentalnich dat, dale
potom aplikaci specidlnich metod pro zpracovani signalti. Metod identifikace koherentnich
struktur existuje velké mnozstvi, nékteré jsou velmi univerzalni, jiné jsou specializované na
urcity typ koherentnich struktur. Obtiznost identifikace koherentnich struktur souvisi se sku-
teCnosti, ze sama definice koherentnich struktur neni jednozna¢na a dostate¢né univerzalni,
takova, aby pokryla vSechny variace.

Obecné se ,,koherentni strukturou® (angl.: coherent structure) mysli oblast v proudici
tekutin€, kterd vykazuje nezanedbatelnou koherenci, tedy vzajemnou souvislost pohybii ¢astic
tekutiny v ni obsazenych. Tato definice je vSak pfili§ obecna a neni mozno ji ptimo pouzit pro
ucely identifikace koherentnich struktur. Exaktni definice koherentnich struktur
v turbulentnim proudéni neni ustalena ani ve stale se rozristajici komunité lidi, ktefi se pro-
blémem vyzkumu téchto struktur v poslednim obdobi intenzivné zabyvaji. Nekteré definice se
zaméfuji pouze na virové struktury, uvazuji tedy jen ,,koherentni viry* (angl.: coherent vor-
tex). Viry jsou totiz obecné jednémi z nejstabilnéjSich struktur v proudici tekuting, jsou tedy
typickymi koherentnimi strukturami. V kazdém ptipadé se piedpoklada jista mira organizova-
nosti, ktera pretrvava po urcitou dobu bez kvalitativnich zmén. Nékteré definice jsou zaloZeny
na energetickém principu, jiné se drzi geometrickeho popisu.

Pokud se pokusime shrnout nékteré spole¢né znaky definic koherentniho viru, které jsou
uvadény v literatufe, potom muzeme fici, Ze koherentni vir je ziejmé oblast v proudici tekuti-
né, ktera:
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e Obsahuje dostate¢né koncentrovanou vitivost takovou, ze drahy castic tekutiny vytvareji

V jeji blizkosti uzaviené kiivky;

e Prtedstavuje oblast s vyznamnym obsahem kinetické energie;
e Bc¢hem ,,doby Zivota®, ktera je delsi nez jedna otacka viru, si udrZzuje charakteristicky tvar;
e Je charakterizovana nepiedpovéditelnym proudovym polem.

Koherentni viry mohou mit i relativné pravidelny, téméf periodicky charakter. Mlze se
jednat napf. o virové struktury vznikajici v souvislosti s hydrodynamickou nestabilitou ve
smykové vrstvé. Rikame, Ze tyto viry jsou pseudoperiodické.

Naproti tomu koherentni struktura je piedstavovana oblasti v proudici tekuting, ktera
v daném case vykazuje uréity stupen organizovanosti vzhledem k néjaké veli¢in¢ charakteri-
zujici proudéni (rychlost, vifivost, tlak, hustota, teplota, apod.). Tato definice je mnohem Sirsi
nez u koherentniho viru, je zfejmé, Ze kazdy koherentni vir je zaroven koherentni strukturou,
opacné tvrzeni ovSem neplati.

Typickymi piiklady koherentnich virti jsou viry vznikajici pfi Kelvinové-Helmholtzové
nestabilité, Karmanovy viry v tplavu $patné obtékaného télesa nebo vlase¢nicové viry vzni-
kajici v laminarni mezni vrstvé pii ztraté linearni stability nebo pii procesu regenerace. Nao-
pak koherentnimi viry nejsou napiiklad ,,pruhy* (angl.: streaks) vznikajici v turbulentni a pie-
chodové mezni vrstvé, ty souvisi s vyskytem oblasti zpomalené a zrychlené tekutiny a nikoli
s koncentraci vifivosti. Koherentnimi viry ve smyslu definovaném vyse také nejsou rizné
stacionarni virové struktury, jako ,startovaci® viry vznikajici za konci kiidel, nebot’ jejich
chovani je predpovéditelné. Dalsim piikladem nevirové koherentni struktury muze byt tzv.
»bursting phenomenon® (neexistuje ustaleny ¢esky ekvivalent), coz je zakladni mechanismus
generovani Reynoldsovych napéti v turbulentni mezni vrstvé. Jedna se v podstaté o synchro-
nizovanou dvojici udalosti, nejprve dojde k ,,proniknuti* (angl.: sweep) tekutiny z vné&;si ob-
lasti smérem ke sténé€, nasledné v disledku zachovani hmoty dojde k fazi ,,vypuzeni* (angl.:
ejection) pomalé tekutiny smérem od stény. Podrobnéji bude tento jev popsan v kapitole 10.

3.3. Definice turbulence

Pies vSechno, co bylo feceno o turbulenci vy3e (anebo pravé proto) je jeji definice obtiz-
na. Miizeme naptiklad fici, Ze turbulentni proudéni je takové proudéni, které je ,,neusporada-
né“ v Case a prostoru. Toto ovSem samoziejmé neni presnd matematicka definice. Proudy,
které nazyvame ,turbulentni, mohou mit dosti odlisné vlastnosti, mohou byt prostorové ¢i
témer rovinné, mohou obsahovat vyrazné organizované, témef pravidelné struktury. Spolec-
nou nutnou vlastnosti je, Ze tyto proudy jsou schopny miseni a pfenosu hmoty podstatné rych-
leji nez v ptipad¢, kdy se uplatni pouze molekuldrni transportni mechanismy. Tato vlastnost je
povazovana za nejdalezitéjsi pro jeji praktické aplikace, napf. v inZenyrskych aplikacich je
sledovan koeficient turbulentniho pfenosu tepla nebo turbulentni odporova sila, ktera souvisi s
turbulentnim pfenosem hybnosti.

To, co povazujeme za turbulenci, je proto 1épe vyjadfit jako seznam vlastnosti, atributt,
pomoci kterych mizeme identifikovat turbulentni proudéni:

1. Néhodnost: Turbulentni proudéni je neptedvidatelné v tom smyslu, ze malé nahodné
poruchy v daném pocate¢nim Case jsou zesilovany do té miry, az se po ur¢ité dob¢ stava de-
terministickd pfredpovéd’ dalSitho vyvoje nemoznd. Tento fakt se miize zdat v rozporu
s faktem, Ze turbulentni proudéni je s velkou piesnosti popsano Navierovymi-Stokesovymi
rovnicemi, které jsou ziejm¢ deterministické povahy. Vlivem jejich nelinedrnosti mize za
jistych okolnosti nastat situace, kdy jsou poruchy urcitého typu velmi silné zesilovany v cCase.
Tyto poruchy mohou souviset snepfesnosti zadani pocate¢nich podminek anebo
s Brownovym pohybem ¢astic tekutiny, ktery neni rovnicemi modelovan, protozZe tekutina je
zde povazovana za kontinuum. Dusledkem téchto fakti je nepiedpovéditelné chovani kon-
krétniho turbulentniho proudéni. OvSem ve statistickém smyslu lze vyvoj turbulence povazo-
vat za predpovéditelny, jedna se tedy o tzv. deterministicky chaos.
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2. Difuzivita: Dochazi k promichavani transportovanych skalarnich veli¢in podstatné
rychleji nez pfi molekularni diftizi. Tato vlastnost ma zfejmé dulezité praktické disledky —
turbulence je charakterizovana zvysenym miSenim tekutiny. Intenzita tohoto miSeni mize byt
o né¢kolik 4dl vyssi nez miSeni vzniklé vlivem molekuldrni difize. MiZeme odhadnout, Ze
soucinitel molekularni difize tekutin je v technickych aplikacich minimalné o dva fady mensi
nez typicka hodnota soucinitele turbulentni difGze, v pfipad¢ planetarnich proudd (atmosfé-
rické jevy ¢i proudéni v oceanech) muze byt tento rozdil jesté podstatné vétsi — typicky 7 ta-
da!

3. ViFivoest: Turbulentni proudéni je charakterizovano vysokymi lokalnimi hodnotami vi-
fivosti souvisejici s pritomnosti virovych struktur. Pole vifivosti je obecné nehomogenni a
méni se dynamicky v ¢ase. Virové struktury byvaji nazyvany koherentnimi viry ¢i obecnéji
koherentnimi strukturami.

4. Spektrum méritek: Virové struktury, které vznikaji spontanné v turbulentnim prou-
dovém poli, jsou charakterizovany Sirokou Skalou délkovych méftitek. Jejich velikost je shora
omezena rozméry smykovych oblasti, ve kterych vznikly a zdola potom velikosti viri podlé-
hajicich disipaci v piimé souvislosti s vazkosti tekutiny. Spektrum méfitek koherentnich
struktur v turbulentnim proudu je tedy spojité, cozZ je typické pro fraktély. S tim souvisi sku-
te¢nost, ze turbulentni proudové pole muze byt charakterizovano jako dynamicky systém s
»velmi vysokym* poctem stupiiii volnosti.

5. Prostorovost: Virové struktury se vyskytuji v prostoru turbulentniho proudového pole
v nahodnych mistech a s nahodnou orientaci. Z této skute¢nosti vyplyva prostorovost vekto-
rového pole fluktuaci rychlosti. Pfi urcitych okrajovych podminkach mohou byt struktury
vEétsi neZ je jistd mezni velikost prostorové uspofadany, napf. mohou mit rovinny charakter.
To se tyka naptiklad proudéni v tenkych vrstvach, kdy rozmeéry oblasti umoziuji vznik vira
vétsich métitek nez je tloustka vrstvy pouze s orientaci vifivosti napii¢ vrstvou a nikoli podél
ni. Pro mensi méfitka je ovSem proudové pole i v téchto piipadech prostorové.

6. Disipativnost: Turbulence je disipativnim procesem, tj. kinetick& energie pohybu teku-
tiny je disipovana na trovni malych vir a méni se v teplo. Pro to, aby bylo turbulentni prou-
déni dlouhodobé zachovano, je tfeba piivadét energii do systému zvnéjSku. To se d&je
Vv oblasti velkych méfitek, energie je odebirana z hlavniho proudu. Energie je potom déle po-
moci kaskadového pfenosu predavana smérem k mensSim méfitkam.

7. Nelinearita: Turbulentni proudéni je nelinearni svou podstatou, jiz jeho vznik je pod-
minén uplatnénim nelinearit, kdy dochazi k ristu malych poruch. Vyvoj i interakce jednotli-
vych struktur v turbulentnim proudovém poli lze popsat pouze nelinearnim matematickym
modelem.

Tato ,,definice se omezuje pouze na vyjmenovani atributii, tedy nutnych vlastnosti tur-
bulentniho proudéni. Z vySe jmenovanych vlastnosti vyplyvaji nékteré dalsi, které jsou v nich
implicitn€ obsazeny a urcité zavéry tykajici se velikosti nékterych bezrozmérnych charakteris-
tik.

Vlastnosti turbulence s velkou praktickou dutlezitosti je schopnost miSeni (souvisi s difu-
zivitou). Necht' | je charakteristicka délka energetickych, tedy nejvétsich virt obsazenych
Vv turbulentnim proudéni a u je charakteristickd v ¢ase proménna rychlost. Potom velmi hruba
analogie mezi procesem miSeni spojenym s turbulenci a nekoherentnimi ndhodnymi pohyby
nam umoziuje definovat soudinitel turbulentni difuze, ktery je umérny |-u. Necht jsou dale
definovany soucinitelé molekularni difize hybnosti v (nazyvany €astéji molekularni kinema-
ticka viskosita ¢i vazkost) a tepla § (tepelnd difuzivita). Potom je schopnost zvySeného pie-
nosu téchto dvou fyzikalnich veli¢in (hybnosti a tepla) v turbulentnim proudu charakterizova-
na hodnotou bezrozmérnych soudiniteltt 1-u/v a |-u/$ znaéné vétsi nez jednicka, zatimco
pfi laminarnim proudéni se blizi jedniéce. Prvni z téchto parametrti je nazyvan Reynoldsovo
¢islo, druhy je potom ¢islo Pecletovo.

Turbulentni proudéni je ze své prirozenosti nestabilni, kdy se jakkoli mala porucha vli-
vem nelinearit pohybovych rovnic v ¢ase rychle zesiluje. Naproti tomu laminarni proudéni se
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chova ptresné¢ opacné. Proudové cary, které jsou naruSeny piekazkou, se opét vraceji do pu-
vodni konfigurace. Vazké sily v laminarnim proudu pfevazuji a tlumi poruchy a zabranuji tak
vzniku turbulentniho proudéni.

Existuje mnoho dilkazli z experiment i numerickych simulaci, které jasné¢ ukazuji, ze
turbulentni proudéni je vifivé, to znamena, Ze vifivost nabyva nenulovych hodnot aspon
v n¢kterych oblastech turbulentniho proudu. Je zajimavé zkoumat, jak turbulentni proudéni
muze vzniknout z piivodné nevifivého proudéni. Tento proces ziejmé souvisi s plisobenim
vazkosti, protoZe v dusledku Kelvinova teorému je zachovavano nevifivé proudéni v idedlni
tekuting, pfitomnost stén a prekazek v souvislosti s podminkou nulové rychlosti na povrsich
zpusobuje produkei vifivosti. Produkce vifivosti mize byt dale urychlena riznymi mechanis-
my, jako je naptiklad protahovani virovych vlaken, jak bude popsano dale.

3.4. Priklady turbulentnich proudt

Turbulentni pohyb je nejéastéj$im pohybem v pfirodé. Laminarni proudéni je spise vy-
jimkou, je omezeno na proudéni, které mize byt charakterizovano velmi nizkymi hodnotami
Reynoldsova ¢isla (Re). S ohledem na definici Re to znamen4, Ze bud’to jsou rychlosti prou-
déni velmi nizké (napft. teCeni ledovcll) nebo je typicky rozmér oblasti velmi maly (napf. po-
hyb mikroorganismi v tekutin€) nebo tekutina vykazuje extrémné vysokou vazkost (napf.
pohyb maziva v loZiscich). Samoziejmé¢, ptichazi v ivahu i kombinace téchto piipadu.

V této kapitole ukazeme typické piipady turbulentniho chovani tekutin. Probrany budou i
nekteré piipady, které nelze jednoznacné zatadit do oblasti dynamiky tekutin, ale které maji
velky prakticky nebo teoreticky vyznam.
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3.4.1.Mrizkova turbulence

Klasickym ptikladem turbulentniho proudéni je proudéni za miizkou vyrobenou z prutd,
ktera ma pravidelna, ¢tvercova oka. Za jednotlivymi pruty vznikaji aplavy, které spolu navza-
jem interaguji a velice rychle vznika proudéni homogenni struktury (asi ve vzdalenosti 20
rozte¢i ok mfiizky). Vysledné proudéni, které byva oznacovano jako ,,mfizkova turbulence*
(angl.: grid turbulence), ma nekteré ptiznivé vlastnosti. Predné je do zna¢né miry homogenni
ve statistickem smyslu v roviné rovnobézné s miizkovym generatorem turbulence. Déale fluk-
tuace vykazuji vysoky stupeii isotropie, odchylky jsou v fadu procent. Pouzijeme-li nékterou
Z bodovych metod méteni rychlosti (typicky anemometr se zhavenym dratkem), potom zmé-
fené pribehy rychlosti v ¢ase jsou ndhodné proménné s rozdélenim hustoty pravdépodobnosti,
které se blizi Gaussovskému. Na druhé strané dochazi ke zméndm struktury proudéni ve sme-
ru hlavniho proudu (kolmo k roviné generatoru), s rostouci vzdalenosti od generatoru turbu-
lence klesa intenzita fluktuaci vSech slozek rychlosti a naopak roste velikost nejvétSich ener-
getickych virt. Piiklad proudéni za mftizi vizualizovaného koufem je na obr. 3.10, proudéni je
zleva doprava.
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Obr. 3.10 — Mfizkova turbulence

Pro své piiznivé vlastnosti a také pro pomérné snadnou realizovatelnost v laboratornich
podminkéch byva miizova turbulence povazovana za jakysi etalon turbulentniho proudéni.

Miizkova turbulence miize byt generovana pii pruchodu proudici tekutiny skrz stojici
miiz, nebo naopak prichodem pohyblivé mtizky pivodné klidnou tekutinou. Tyto dva piipa-
dy jsou v duasledku invariance (symetrie) pohybovych rovnic vzhledem ke Galileiho transfor-
maci ekvivalentni.

3.4.2.Volné smykove vrstvy
Vyskyt volnych smykovych vrstev je neobycejné Casty napt. pii obtékani téles nebo pfi
proudéni zakiivenymi ¢i neprizmatickymi (rozsiteni) kanaly nebo na hranici oblasti proudici
tekutiny v neomezeném prostoru (paprsek). Volna smykova vrstva je témét vzdy nestabilni, to
ma za nasledek vznik virovych struktur. V praxi se s volnymi smykovymi vrstvami setkavame
vSude tam, kde vznika paprsek tekutiny vyfukovany do klidného prostfedi nebo v souvislosti
s odtrZzenim mezni vrstvy.

Obr. 3.11 — Paprsek

Jako ilustraci uvadime na obr. 3.11 proudéni v oblasti paprsku vytékajiciho ze stény zle-
va. Volnd smykova vrstva vznika na horni a spodni hranici oblasti proudéni. Je zietelna frak-
talni struktura v oblasti miSeni.

3.4.3.Mezni vrstvy

Pfi proudéni v mezni vrstvé na podélné obtékaném povrchu je rozhodujicim parametrem
Reynoldsovo ¢islo, kde délkovym parametrem je vzdalenost daného mista od pocatku mezni
vrstvy, tedy napf. od nabézné hrany. Pii urcité hodnoté tohoto parametru dojde k prechodu
mezni vrstvy do turbulence. Dale ma mezni vrstva turbulentni strukturu. Na obr. 3.12 vidime
typickou strukturu turbulentni mezni vrstvy pii relativné nizké hodnoté Reynoldsova ¢isla.
Sténa je dole, tekutina proudi zleva doprava. Na obrazku jsou zietelné virové struktury uvnitt
mezni vrstvy a jeji nepravidelna hranice. Jedna se o okamzity obraz, ktery se stdle méni, cha-
rakter vSak ztstava.

Obr. 3.12 — Turbulentni mezni vrstva
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3.4.4.Uplavy

Uplavy za ,3patné obtékanymi télesy* (angl.: bluff body) maji turbulentni charakter
s dominantnim kvaziperiodickym nizkofrekvenénim prvkem. U $patné obtékanych téles je
rozhodujici Reynoldsovo ¢islo, kde délkovym parametrem je pfi¢ny rozmér obtékaného téle-
sa. Typickym piipadem je piiéné obtékani valce, kdy vznika kvaziperiodicka von Karmanova-
Bénardova virova tada (angl.: von Karman-Bénard vortex street) v Uplavu. Na obr. 3.13 je
vizualizace proudéni mrakt za ostrovem Juana Fernandeze v Pacifiku, kde vidime jak pravi-
delnou virové Gtvary v Uplavu, tak fraktalni strukturu. Ostrov je v levém hornim rohu, smér
vétru je thlopficny. Jsou patrné stfedy virtt (tmavé oblasti), viry postupné odplouvaji ve smé-
ru vétru.

-.-
- 1L
¢ __*I
iri

Obr. 3.13 — von Karméanova-Bénardova virova fada za ostrovem

3.4.5.Sdileni tepla

Také pfi proudéni spojeném se sdilenim tepla mizeme Casto pozorovat chovani tekutiny,
které 1ze oznadit za turbulentni. Pokud proudéni tekutiny nastava v disledku sdileni tepla,
jedna se o tzv. volnou konvekci. Tepelna energie potom zptisobuje proudéni tekutiny, které
mize byt za urcitych podminek turbulentni. Typickym ptikladem mutze byt Rayleighova-
Bénardova konvekce, ktera jiz byla probirana v kapitole o deterministickém chaosu.

Na tomto misté¢ uvedeme podobny piiklad proudéni. Na obr. 3.14 je uvedena fotografie
povrchu Slunce, na které je dobfe patrné turbulentni konvektivni proudéni ve slune¢ni atmo-
sféte. To je zplsobeno jednak rozdily teplot mezi povrchem Slunce a vy$§imi vrstvami jeho
atmosféry, jednak nizSi teplotou povrchu v oblasti ,,sluneénich skvrn“. Na fotografii jsou zie-
telné turbulentni Gtvary i bunééna struktura na pozadi, ktera souvisi s Rayleighovou-
Bénardovou konvekei.
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Obr. 3.14 — Konvektivni proudy ve slune¢ni atmosféte

3.4.6.Chemicka turbulence

Chemické reakce jsou procesy s riznymi nelinearnimi dynamickymi charakteristikami.
Nelinearity maji sviij ptivod v interakci riznych slozek mezi sebou nebo v chovani jednotli-
vych slozek o sobé¢. Prikladem mutize byt Belousovova-Zhabotinského reakce, pii niz dochazi
k oscilujici reakci bez jakychkoli proménnych vnéjsich vlivi. Ukazuje se, ze pro docileni ho-
mogenni struktury smési (reaktanty jsou kyselina citronova, bromid draselny, kyselina sirova
a ionty ceru) je nutne velmi intenzivni michani, jinak vznikaji nehomogenity jak stacionarniho
charakteru (tzv. Turingovy struktury), tak nestacionarniho turbulentniho charakteru. Intenziv-
nim michanim lze strukturu udrzet vice-méné homogenni. Pokud oviem neaplikujeme michéa-
ni, vznikaji v proudéni ur¢ité nestabilni frekvence, které mohou vyustit v kvazistacionarni
struktury, které se odliSuji chemickym sloZenim. Na obr. 3.15 vidime okamZity stav pii Be-
lousovoveé-Zhabotinského reakci, kdy vznikaji pravidelné spiralni struktury vlivem periodic-
kych oscilaci, které souvisi s tzv. globalni Hopfovou bifurkaci. Chemické slozky tcastnici se
reakce se odliSuji barvou. Jedna se o velmi stabilni proces nazyvany téz ,,chemické hodiny*.
Pokud poruSime rovnovahu sloZek vstupujicich do reakce, potom se reakce bud'to zastavi,
nebo piejde do bouilivého turbulentniho rezimu.
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Obr. 3.15 — Belousovova-Zhabotinského reakce

Zajimave je, Ze velmi podobné struktury lze pozorovat i u svou podstatou zcela odliSnych
procesti, jako je vinéni povrchu kapaliny nebo pfi riistu kolony jednobunéénych organismti.

3.4.7.Horeni

Hofeni je dalsi oblasti s vyskytem celé fady turbulentnich stavi. Jedna se vlastné o spoje-
ni dvou ptedchozich piipadt, jde o chemickou reakci, kterd je silné exotermni a za normal-
nich okolnosti nevratna.

Obr. 3.16 — Fraktalni struktura plamene

Na obr. 3.16 je fotografie hofeni smési zemniho plynu se vzduchem, je vyfukovana zleva,
tmavé oblasti predstavuji nespalenou smés, svétla linka piedstavuje oblast plamene. Vidime
typicky tvar hranice plamene ve tvaru pismene V, struktura vlastni plochy hofeni je fraktalni.
Na obrazku vidime rovinny fez, plocha je ve skutecnosti prostorova.
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4. Zakladni rovnice dynamiky tekutin

V této kapitole formulujeme zédkladni mySlenky a postupy pfi matematickém popisu
proudici tekutiny.

4.1. Zakladni predpoklady

Tekutina, tak jako kazdéa realna latka, sestava z molekul. Pfi uvahach o chovani realnych
tekutin se uplatiluje antropomorfni pfistup, kdy se o libovolném objektu uvazuje z hlediska
Cloveka jakozto zakladniho méfitka vSech objektd. Z tohoto hlediska nema smysl zkoumat
jevy, jejichz méftitko nejsou schopny zachytit lidské smysly za ptedpokladu, Ze je mikrostruk-
tura latky adekvatné zachycena pouzitym fyzikdlnim modelem. Chovanim mikrostruktury
tekutin v molekularnich métitkach se zabyva statistickd mechanika tekutin. Pro feSeni uloh
mechaniky tekutin z realného svéta se vSak pouziva odlisny pfistup, kdy je tekutina povazo-
vana za kontinuum a je zanedbavéana jeji molekularni struktura. Opravnénost pfijeti tohoto
fyzikalniho modelu je téeba peclivé proveérit — zavisi na fyzikalnich vlastnostech konkrétni
tekutiny.

UvaZzujme jakoZto pracovni tekutinu vzduch za ,,normalnich* podminek, tedy tlak rovna-
jici se praim&mému atmosférickému tlaku (10° Pa) a ,,pokojovou* teplotu (293 K). Potom je
prumérna vzdalenost molekul plynii, ze kterych sestdva vzduch asi 3.10° m, stfedni volna
draha molekul A je asi 6.10° m a prim&ma doba mezi dvéma srazkami molekul je asi 10 s.
Pro srovnani nejmensi délkové meéfitko | v ,,antropomorfnich® proudech tekutin, tedy
v tekutinach proudicich ve strojich nebo v prostfedi obyvaném lidmi, je zpravidla vétsi nez
10 m, pii stiedni rychlosti proudéni 100 m/s jsou potom Easova méfitka vétsi nez 10° s, Te-
dy i v tomto ponékud extrémnim ptipad¢ pievysuji métitka proudéni molekularni méfitka o
vice nez tfi fady. Znamend to tedy, ze g)oéet castic v nejmensi struktuie vyskytujici se
v prostoru v proudici tekuting je (10%)° = 10°.

Piijatelnost hypotézy ,,spojitosti média“ (angl.: continuum hypothesis) obvykle ovéfujeme
pomoci Knudsenova ¢isla, které vyjadiuje pomér mezi stfedni volnou drahou molekul a nej-
mensim meétitkem:

A

Prostiedi je povazovano za kontinuum, je-li splnéna podminka: Kn << 1, ve vySe uve-
deném piipadé kdy Kn <107 je tato podminka ziejmé splnéna.

Pfi dostatecné malém Knudsenové ¢isle dochazi k odd€leni métitek molekularnich pohy-
bl a makroskopickych pohybt tekutiny. Potom lze uvazovat jakysi ,,elementarni* objem, kte-
ry piedstavuje hmotny bod z hlediska pohybu tekutiny jakozto kontinua, zaroven vSak obsa-
huje dostatecné mnozstvi molekul, aby bylo mozno vyjadtit jednotlivé fyzikalni veli¢iny jako
je hustota a rychlost tekutiny jako pramérnou vlastnost molekul v elementarnim objemu obsa-
zenych. Znamena to tedy, Ze napfist¢ mizeme uvazovat o spojitych polich fyzikalnich veli¢in
jako je hustota p a rychlost u, které potom povazujeme za spojitou funkci ¢asu t a polohy

x vprostoru p(xt) a u(x,t). Naopak Gvahy o chovani jednotlivych molekul pozbyvaji

svého vyznamu. Muzeme potom hovofit o hodnotach fyzikalnich veli¢in v infinitesimalnim
bod¢ a je mozno také definovat derivace a gradienty téchto veli¢in v prostoru. Uvazujeme-li o
tekutingé jakoZzto 0 médiu s fraktalni strukturou, potom je tato struktura omezena velikosti
elementarnich objemu, které byly definovany vyse. Tento piedpoklad je nutny, protoze jinak
nelze na téchto strukturach definovat derivaci.

V této praci budeme uvazovat pouze tekutiny, jejichz fyzikalni vlastnosti Ize povazovat
za spojité. Castici tekutiny budeme rozumét oblast v tekutiné o typickém rozméru 10 m,
ktera ma vlastnosti kontinua v duchu definice uvedené vyse.
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4.2. Euleruv a Lagrangeuv popis

Pohyb tekutiny, tedy jeji kinematiku, 1ze studovat dvojim zptsobem. Pfi prvnim zplisobu
si zvolime z objemu tekutiny libovolnou elementarni ¢astici ve smyslu hypotézy o spojité
tekuting a sledujeme jeji pohyb. Pfi druhém zpisobu sledujeme zmény kinematickych velic¢in
v jednotlivych bodech oblasti proudéni. Prvnim zptisobem, ktery se nazyva Lagrangeova me-
toda, tedy vySetfujeme pohyb tekutiny z hlediska individuélnich ¢astic, zatimco druhym zpti-
sobem, Eulerovou metodou, zkoumame piimo pole kinematickych veli¢in. Podivejme se nyni
podrobnéji na obé metody.

Pti pouziti Lagrangeovy metody si zvolime v pocate¢nim case t, ¢astici ur€enou poloho-
vym vektorem X,. Polohu ¢astice v nasledujicich okamzicich miZzeme popsat rovnici:

X =X(X,,1). (4.2)

Nezavisle proménné veli¢iny v této rovnici nazyvame Lagrangeovymi proménnymi. Jelikoz
se jedna o spojité prostiedi, musi byt tato funkce spojitou funkci Casu, spojitost vzhledem
Kk poloze v prostoru neni nutnd. Rychlost u a zrychleni a ¢astice 1ze vyjadtit jednoduse deri-
vaci podle Casu:
OX ou  9°x
Uu=—, a=—=—-.
ot ot ot
Pii aplikaci Eulerovy metody zkoumame stav proudici tekutiny v daném bod¢ oblasti X.
Eulerovymi proménnymi nazyvame vektor polohy zkoumaného bodu a ¢as. Kinematicky stav

(4.3)

tekutiny ve zkoumaném pevném bod¢ charakterizujeme vektorem rychlosti U(X,t). Vy-
jadieme nyni zrychleni castice, kterd v daném cCasovém okamziku zaujima zkoumany bod
prostoru. Za ¢asovy interval dt se zméni jeji souradnice x 0 dx. Potom pro i-tou slozku vek-
toru rychlosti u. +du. v ¢ase t+dt mizeme psat nasledujici Tayloriv rozvoj, v némz jsme
zanedbali ¢leny vysSich radu:

U; (X, X, X, 1) +du; = U, (X, +dX;, X, +dX,, X, + dXg, t+dt)

: . . : 4.4
iui(xl,xz,xg,t)+%dx1+%dx2+%dx3+%dt. 44
0%, oX, 0X, ot
Pti pouziti Hamiltonova operatoru nabla mizeme psat vektorovou rovnici:
u(x,t)+du=u(x+dx,t+dt)=u(x,t)+(dx-V)u +%Jdt : (4.5)

Pro zrychleni a potom dostdvame nasledujici vztah, kde operator D/Dt oznacuje derivaci
podle ¢asu v Lagrangeové smyslu:
o Du_au

Dt ot
Tento postup muzeme zobecnit a aplikovat na libovolnou vektorovou funkci Eulerovych

+(u-V)u. (4.6)

proménnych f (X,t), kterou chceme derivovat podle Sasu sledujici pohyb &éstice:
Df of

= (V) (4.7)

Totalni, Lagrangeovu derivaci Dt nazyvame ,,substancialni* nebo take ,,individualni* deri-

] of . :
vaci funkce f podle Casu. Prvni ¢len na pravé strané Y je ,,lokalni* derivace, druhy ¢len

(u -V) f je ,konvektivni“ neboli ,,proudovad“ derivace funkce f podle ¢asu. Tento ¢len byva

W

takeé nazyvan ,,unasivy*, cizim slovem potom ,,konvektivni* ¢i ,,advektivni*.
Stejnou metodu lze aplikovat také na skal&rni funkci soutadnic a Gasu.
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V praxi obvykle pracujeme prevazné pomoci Eulerovy metody, kdy feSime pfimo pole
sledovanych veli¢in ve zkoumané oblasti. Lagrangeova metoda se pouziva v riznych special-
nich ulohach, jako je zkoumani rozptylu skalarni veli¢iny vdzané na Céstice tekutiny.

S Lagrangeovym zplisobem popisu chovéani kontinua je pfimo spojen pojem ,,trajektorie
Castice (angl.: trajectory). Trajektorie jsou pfimo popsany parametrickou vektorovou rovnici
(4.2), respektive (4.3) a urcuji trajektorii neboli drahu Castice oblasti v ¢ase. V experimentu
pomoci vizualizaénich metod vidime pravé trajektorie. Situace je naznacena na obr. 4.1.

X,

[%(t).%(t)] &

[Xi(tO)'XZ(IO)]

Obr. 4.1 — Lagrangetv popis
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Obr. 4.1 — Lagrangetv popis

Naopak s Eulerovym zptisobem popisu tizce souvisi pojem ,,proudnice nebo ,,proudova
cara® (angl.: streamline). Proudnice je definovana jako mnozina bodu, v nichZ jsou vektory
rychlosti tekutiny v daném ¢asovém okamziku te¢né. Parametrické rovnice proudnice muze-
me vyjadiit ve tvaru:

dx, _ dx, _ dx, 4.8)

U (Xt) U (x,t) ug(xt)’
kde x. a u, jsou slozky vektoru polohy, resp. rychlosti v daném bod¢ a ¢as t je zde konstant-

nim parametrem. Lze ukazat, Zze pokud funkce nenabyvaji souc¢asné nulovych hodnot a jsou-li
jednoznacné a spojité vcetné prvnich derivaci podle soutadnic, pak kazdym bodem vektoro-
veho pole prochazi pouze jedina proudnice. Euleriv zptsob popisu proudového pole je na-
znacen na obr. 4.2,

Uplny systém trajektorii viech &astic tekutiny je dokonalym popisem kinematického cho-
vani tekutiny v daném ¢asovém intervalu. Ekvivalentni Gplny popis poskytuje systém proud-
nic pro vSechny body oblasti.

Proudnice piedstavuji obraz proudéni v urcitém casovém okamziku, zatimco trajektorie
charakterizuji pohyb zkoumané castice v ¢asovém intervalu. Obecné je pole rychlosti funkci
Casu, obraz proudéni se tedy méni. Potom jsou zfejmé proudnice a trajektorie piedstavovany
vzajemné odliSnymi soustavami kiivek. PovSimnéme si, ze v pfipad¢ stacionarniho neboli
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ustaleného proudéni, které se neméni v Case a lokalni zrychleni pole rychlosti je nulové, obé
soustavy car, tedy trajektorie a proudnice, splyvaji. Slozky rychlosti pak totiz nejsou explicit-
nimi funkcemi ¢asu, proudnice se potom neméni a tekutinova cCastice postupné prochazi vsemi
body jedné a téZe proudnice.

Bohuzel, zékladnim atributem turbulentniho proudéni je jeho nestacionarnost, to zname-
n, Ze trajektorie a proudnice se v turbulentnim proudovém poli vZdy odliduji.

Oba predstavené pohledy na proudici tekutinu, tedy Lagrangetv a Eulertv, popisuji celou
oblast proudici tekutiny a existuje mezi nimi jasna vazba. Lagrangeovy tekutinové soufadnice
Ize ztotozZnit s integracnimi konstantami Eulerova popisu trajektorii.

4.3. Zakony zachovani

Z faktu existence symetrii vyplyvaji pro dynamické systémy zakony zachovani riznych
veli¢in (podrobnéji o symetriich viz déle v tomto oddile). V dynamice tekutin hraji klicovou
roli zdkony zachovani hmotnosti a hybnosti, v termodynamice potom jesté piistupuje zacho-
vani energie.

4.3.1.Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity pfedstavuje aplikaci zdkona zachovani hmoty na oblast mechaniky
tekutin.

Uvazujme dale elementarni ¢astici tekutiny o objemu 6V a hmotnosti Sm= p 6V . Mo-
lekularni difize hmoty napti¢ hranici elementarni ¢astice je v ramci makroskopickych ¢aso-
vych méftitek nulova, proto 1ze hmotnost Castice povazovat za konstantni. To znamena, Ze jeji
totalni Lagrangeova derivace podle ¢asu je nulova:

1D 1D
1Dp 1DV _, (4.9)
p Dt oV Dt
Lze snadno ukdazat, ze divergenci rychlosti 1ze vyjadiit nasledujicim zptsobem:
v.u-_t DoV (4.10)
oV Dt
potom rovnici (4.9), ktera piedstavuje podminku kontinuity, mizeme zapsat ve tvaru:
1D
2P v.u=0. (4.11)
p Dt
V piipad¢ proudéni nestlacitelné tekutiny se obecné platna rovnice (4.11) redukuje na dvé
samostatné rovnice:

v.u=0, 22 _g. (4.12)
Dt

Prvni rovnice vyjadiuje vlastnost vektorového pole rychlosti, které musi vykazovat nulovou
divergenci. Rikame, ze vektorové pole rychlosti je solenoidélni.

VSechny Gvahy v téchto skriptech se tykaji nestlacitelnych tekutin.

Povsimnéme si, ze podminka nestlacitelnosti neznamena a priori, Ze hustota je v celé ob-
lasti konstantni. Zavéry lze proto aplikovat i na nehomogenni stratifikovanou tekutinu, jakou
muze byt napt. moiskd voda s proménnym obsahem soli nebo teplotné¢ nehomogenni zemska
atmosféra.

4.3.2.Zachovani hybnosti

Zkoumejme chovani elementarni ¢astice tekutiny z hlediska druhého Newtonova pohy-
bového zakona — zakona sily.

Stav c¢astice tekutiny je charakterizovan zrychlenim ¢astice, povrchovymi silami a obje-
movymi silami pisobicimi na ¢astici. Zrychleni ¢astice je nutné uvazovat v Lagrangeovském
smyslu Du/ Dt . Povrchové sily maji svij ptivod v molekuldrnich pohybech a Ize je popsat
pomoci ,,tenzoru smykovych napéti* (angl.: shear stress tensor) z; (x,t), ktery je symetricky,
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to znamena, Ze plati: 7; =7;;. Objemovou silou je typicky gravita¢ni sila, ve specidlnich pfi-
padech mohou ptisobit i jiné objemové sily jako je napt. odstfediva sila. Gravitacni silu mu-
zeme charakterizovat gravitatnim potencialem ¥ , potom gravitacni sila ptisobici na jednotku
hmoty je

g=-ge,=-VV¥. (4.13)
Pro konstantni gravita¢ni pole plati, ze ¥ = gX,, kde g je gravitacni zrychleni, X, je soufad-
nice ve svislém sméru a e, je jednotkovy vektor v tomto sméru.

Rovnovahu ¢astice ve sméru soufadnice X, miZeme nyni vyjadfit rovnici
JDu o5 0¥
Dt  ox, OX;
Uvazujme nyni specialni ptipad, kdy pro smykové napéti v tekuting plati Newtonuv z&-
kon, tedy tekutina je ,,newtonskad“. Mame-li zatiZzeni elementu charakterizovano tenzorem
napéti r, , potom napéti 7, na obecné elementarni plo3e, ktera je charakterizovana normalo-

(4.14)

vym vektorem n, lze vyjadfit ve tvaru
Ty =T, N, . (4.15)

Celkovou silu ptisobici na danou plochu S z objemu V. mutzeme potom vyjadiit pomoci Gre-
enovy véty

or,
74dS = | 7, ndS = | —%dV . 4.16
Jruds =[rands = [ (4.16)
Tenzor smykovych napéti pro nestlacitelnou newtonskou tekutinu potom bude
ou. Ou.
7. =—Po, + u| —+—L 1|, 4.17
i i ﬂ[ ox o j (4.17)

kde P je tlak a 1 je soucinitel dynamické vazkosti. Za pfedpokladu platnosti rovnice kontinui-
ty je pro nestladitelnou tekutinu pole rychlosti solenoidalni, vyraz (4.17) potom piedstavuje

tenzor napéti rozd€leny na izotropni ¢ast (—Pd; ) a deviator.
Dosadime-li vyraz pro tenzor smykovych napéti do rovnice (4.14), dostdvdme Navier-
Stokesovy rovnice (v dalsim N-S rovnice) pro slozku ve sméru X; v zakladnim tvaru

Du. o’u;, oP oY
=u ———p—. (4.18)

Dt OX, OX,  OX; OX;

K N-S rovnicim pro vSechny tii slozZky musime pfipojit rovnici kontinuity, piedpokladame

dale, Ze p a u jsou konstantni.

N-S rovnice mizeme dale upravovat. Zavadi se modifikovany tlak p

0

p=P+p¥. (4.19)
Pti pouziti vektorového zapisu potom dostdvame
bu_ lypivva, (4.20)
Dt Yol

kde v = u/ p je souCinitel kinematické vazkosti.

N-S rovnice pfedstavuji soustavu nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic pro ne-
znamy vektor rychlosti u a tlak p, tedy 4 skalarni neznamé. Mame tedy k dispozici 3 N-S rov-
nice a rovnici kontinuity V-u=0. K jejich vyfeSeni poticbujeme pocatecni a okrajové pod-
minky. Vyskytuje-li se v proudu tekutiny nepohybliva sténa, potom na jejim povrchu plati
podminka neprostupnosti stény

n-u=0, (4.21)
kde n je vektor normaly ke stén¢ v daném misté. Dale plati podminka nulového skluzu (angl.:
no-slip condition), kterd fika, ze také slozka rychlosti te¢na k povrchu je na sténé nulova:
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u-n(n-u)=0. (4.22)
Tyto dvé podminky (4.21) a (4.22) Ize spojit do jediné:
u=0. (4.23)

V nékterych konkrétnich ptipadech muze byt opodstatnéné uvazovat idealni nevazkou te-
kutinu. Tenzor smykovych napéti potom obsahuje pouze izotropni ¢ast

r; =—Pg;. (4.24)
Rovnovéaha hybnosti ma potom tvar Eulerovych rovnic
bu__1yp. (4.25)
Dt Yo

Eulerovy rovnice, na rozdil od N-S rovnic, neobsahuji druhou derivaci rychlosti, vyZaduji
proto také odlisny tvar okrajovych podminek. Napiiklad na nepohyblivé sténé 1ze pouZit pou-
ze podminku nepropustnosti stény (4.21), nikoli vSak podminku nulového skluzu (4.22). Na
tomto misté je tieba zddraznit, ze feSeni Eulerovych rovnic obecné neni totozné s fesenim N-S
rovnic pro piipad v —> 0.

4.3.3.Navierovy-Stokesovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice piedstavuji zakladni rovnice pouzivané v dynamice teku-
tin. Navier odvodil tyto rovnice jiz v roce 1823. N-S rovnice Vv sobé pravdépodobné obsahuji
vSechny aspekty skute¢ného chovani tekutin véetné jevu turbulence, asponn tomu nasvédéuji
doposud experimentalné ovéfované piipady. Pfesto je nutné stale pohlizet na N-S rovnice jako
na matematicky model a neustale je konfrontovat s experimentalnimi daty. Uvédomme si ta-
ké, Ze hypotéza o platnosti N-S rovnic je zaloZena na apriorni platnosti dalSich hypotéz, jako
je hypotéza spojitosti tekutiny, ¢i hypotéza, Ze tekutina je Newtonska. Neni-li pfijeti téchto
hypotéz v daném piipadé opravnéné, potom s velkou pravdépodobnosti nelze uspésné apliko-
vat ani matematicky model zaloZeny na N-S rovnicich.

N-S rovnice ve slozkovém tvaru:

2
%:%Jruk%:_iﬂﬂ,ﬂ, (4.26)
Dt ot OX, p OX OX, OX,
I T A
Fyzikalni vyznam jednotlivych ¢lend N-S rovnice je nasledujici:
I proménnost proudového pole v Case,
I charakterizuje konvekci,
I gradient tlaku,
v vliv vazkosti.

N-S rovnice (4.26) jsou uvedeny ve slozkovém tvaru, miizeme je napsat také ve vektoro-

vém tvaru
Du odu
Dt ot
Leva strana N-S rovnic piedstavuje substancialni derivaci rychlosti podle ¢asu, zatimco

pravou stranu miizeme vyjadfit jednoduseji pomoci tenzoru smykovych napéti o :
oy =—Po; +d;, (4.28)
kde d; je deviator tenzoru smykovych napéti

+(u~V)u:—£Vp+vV2u. (4.27)
o)

d, = 2us,. (4.29)

4 je soucinitel dynamické vazkosti a s; je tenzor ,rychlosti deformace™ (angl.: rate of de-
formation)
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1 [6ui ou; ]
S ==| —+—|.
2( 0x; O
N-S rovnice ma potom jednoduchy tvar
Du; Joy
Dt ox
Tato rovnice byva také nazyvana Cauchyho a ptfedstavuje obecny tvar rovnice popisujici po-
hyb libovolného spojitého média.
Neékdy byva zadouci vyjadiit N-S v bezrozmérnych soufadnicich. Necht’ L je charakteris-
ticky rozmér oblasti proudéni a V je charakteristicka rychlost. Zaved'me bezrozmérné soufad-
nice

(4.30)

X, =%, u=% p-P 0 (4:31)
L Y; Y, 2 LV

Potom miizeme N-S rovnice ve slozkovém tvaru piepsat v bezrozmérnych soufadnicich

2]
Y Re U, o, P9, , (4.32)
ot oX, OX; ) OX.0X,
kde Re je bezrozmérné Reynoldsovo ¢islo — parametr urcujici kvalitu proudu:
LV
Re=—. (4.33)
v

Vidime, Ze v pfipadé, kdy neuvazujeme vné&jsi objemové sily ptisobici na tekutinu, Ize jeji
chovani plné charakterizovat jedinym parametrem — Reynoldsovym ¢islem.

4.3.3.1. Vlastnosti N-S rovnic

N-S rovnice jsou parcialni nelinedrni diferencidlni rovnice druhého fadu. Pies jejich for-
malni jednoduchost nam matematicka teorie fikd pouze velmi malo o jejich vlastnostech. Ne-
jen Ze nezndme obecné feseni téchto rovnic v analytickém tvaru, ale do dnesni doby ani nebyl
podan dtikaz o nejzakladnéjsich vlastnostech tohoto feSeni jako je jeho existence, hladkost a
jednoznacnost, pripadné stabilita v obecném prostorovém piipadé. Vyrazem zavaznosti tohoto
problému je napf. aktivita Clayova Matematického Institutu (CMI) z Cambridge, Massa-
chusetts, USA. Ten na svém vyro¢nim zasedani v Pafizi roku 2000 vyhlasil 7 matematickych
problému pro 3. tisicileti, na feSeni kazdého z nich vypsal odménu 1 milion USD. Jednim
Z téchto problému je pravé dikaz zakladnich vlastnosti N-S rovnic.

Klicovou vlastnosti N-S rovnic je jejich nelineérnost, ktera je zdrojem vSech obtizi. Sou-
visi s tim vlastnosti feSeni, které mize byt charakterizovano jako fraktalni, zahrnuje jevy jako
deterministicky chaos a samoorganizace, vznik koherentnich struktur. DalSi vlastnosti je ne-
lokéalnost N-S rovnic, jedna se totiZz ve své podstaté o integro-diferencialni rovnice pro pole
rychlosti a toto pole je nelokalni. Mizeme rozlisit dva aspekty této nelokalnosti:

e Dynamicka nelokalnost — tlak v bod¢ je definovan pomoci celého rychlostniho pole. Tlak
mé nelagrangeovskou povahu, s tim souvisi nelokalnost turbulence v ¢ase (,,pamét™). Pii
vylouceni tlaku (rovnice pro vifivost) zavadi nelokalnost definice vifivosti, existuje obou-
stranna vazba mezi rychlostnim polem a polem vifivosti (vifivost se nechové jako pasivni
skalar).

e Reynoldsuv rozklad (detaily viz kapitola 5) — existuje vzajemna vazba mezi polem stied-
nich rychlosti a fluktuaci, kterd neni lokalizovana v ¢ase a prostoru — méa charakter funk-
ciondlu. Fluktuace v daném misté a Case jsou funkci stfedniho pole v celém prostoru a
naopak.

Vysledkem téchto skuteénosti je, ze N-S rovnice jsou neintegrovatelné — neexistuje ana-
lytické feseni v uzaviené forme. Jednim z dasledki miize byt chaotické chovani feSeni.
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Dalsi velmi dulezitou vlastnosti N-S rovnic jsou jejich symetrie. O této vlastnosti pojed-
name podrobnéji v nasledujicim odstavci.

4.3.3.2. Symetrie N-S rovnic

Pod pojmem ,,pfirodni zakon* rozumime obvykle soubor pravidel, kterd nam fikaji, jak se
veéci meéni v prostoru a v Case. Slouzi k pfedpovédi budouciho chovani véci za predpokladu
znalosti néjakého pocatecniho stavu. Takovéto zakony zmény lze prevést na zcela ekvivalent-
ni vyroky ¢i zdkony o invarianci, tedy neménnosti jisté struktury ¢i vlastnosti pii jakékoli po-
volené zméné stavu sledovaného systému. Ukazuje se, Ze invariance vede k zachovani urcité
veliCiny v Case.

Klasifikaci v§ech moznych typti zmén v souvislosti S riznymi typy invarianci se zabyva
odvétvi matematiky — teorie grup. Grupou rozumime soubor zmén, které se vyznacuji tfemi
vlastnostmi: musi do néj patfit moznost, ze k zddné zméné nedojde, musi v ném byt obsazena
moznost kazdou zménu zrusit ¢i zvratit do puvodniho stavu a kazdé dvé po sobé nasledujici
zmény museji davat vysledek, jehoz bychom mohli dosdhnout jedinou zménou pattici do da-
ného souboru.

KaZdy z fyzikalnich zakonl zachovani, ktery zname, je zaloZen na néjaké invarianci — to
znamena, Ze existuje soubor zmén tvofici grupu symetrie, ktery ponechava tyto zakony beze
zmény a vede tak k pfisluSnému zédkonu zachovani. Napiiklad zachovéani energie je ekviva-
lentni invarianci zakont pohybu k posuniim v ¢ase dopiedu ¢i dozadu, jinymi slovy vysledek
experimentu nezaleZi na okamziku, kdy byl realizovan, pokud jsou v3echny ostatni podminky
identické. Zachovani hybnosti je ekvivalentni invarianci zakonti pohybu vzhledem k poloze
laboratofe v prostoru, zachovani momentu hybnosti je potom ekvivalentni invarianci vzhle-
dem ke smérové orientaci laboratote. Dalsi zachovavajici se veliCiny ve fyzice, které souviseji
S integra¢nimi konstantami zékond zmény, se také ukazuji byt ekvivalentni jinym, méné zjev-
nym zédkontim piirody.

Necht’ G oznacuje grupu transformaci pasobici na prostoro-éasové funkce u(xt), které
jsou prostorové periodické a jejich divergence je nulova. Potom G je povaZovana za grupu
symetrie N-S rovnic, pokud plati, Ze pro vSechna u, ktera jsou feSenim N-S rovnic a vSechna
g €G, ze funkce gu jsou také fesenim N-S rovnic. Dale uvedeme seznam doposud objeve-
nych symetrii N-S rovnic.

V soucasnosti je zndmo Sest symetrii N-S rovnic. Za pfedpokladu, Zze stav tekutinového
systému je charakterizovan ¢asem t, vektorovym polem polohy x a vektorovym polem
rychlosti u, jednotlivé symetrie mizeme charakterizovat:

1. Posuv v prostoru: g, tLxu b t,x+r,u,
kde vektor r € R® piedstavuje vektor posunuti v prostoru.

2. Posuv v case: g,: txu o t+7, XU,
7R je posuv Vv Case.

3. Galileova transformace: O,: txu & t,x+Ut,u+U,
U e R je unaSiva rychlost, jedna se potom o tzv. inercialni soustavu.

4. Zrcadleni (parita): OJp: XU B t,—X,—U.

Jedna se o ,,reversibilitu“ proudéni. Tato symetrie plati pouze za ptedpokladu zanedbatel-
ného nelinedrniho (konvektivniho) ¢lenu, v turbulenci obecné neplati.

5. Rotace: Jua:  tLXU b t, Ax, Au,
Ae SO(RS) je transformacni matice operace oto¢eni v prostoru. Spojité rotace vSak neni

konsistentni s periodickymi okrajovymi podminkami, povoleny jsou pouze urcité diskrétni
hodnoty otoceni. Spojita rotace je mozna pouze pro neomezenou oblast.

6. Skalovanf: 9, txu e ATt AxA"u,
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A eR je Skalovaci parametr a h € R je exponent. Tato symetrie je pro libovolné h plat-
na pouze pro nevazkou tekutinu, pro vazkou tekutinu je nutné, aby bylo h=-1.

Symetrie jsou zakladnimi vlastnostmi dynamického systému, které musi byt inherentné
obsazeny v matematickém modelu tohoto systému. Pokud pouzity matematicky model vyka-
zuje odlisné vlastnosti ve vztahu k symetriim, je tfeba se velmi vazn¢ zamyslet nad opravné-
nosti pouziti takového systému, piipadné dobie zvazit omezeni modelu z tohoto faktu plynou-
Cl.

4.3.3.3. Rovnice pro tlak

V naSich Uvahéch z hlediska dynamiky tekutin uvazujeme o tlaku ponékud z jiného hle-
diska nez napt. v termodynamice, kde jsme zvykli spojovat okamzitou velikost tlaku se sta-
vovymi veli¢inami plynu — teplotou a hustotou. V dynamice tekutin je tlakové pole propojeno
s polem rychlosti.

Vyjadieme divergenci N-S rovnice vyndsobenim operatorem nabla V

D 1 ou, ou
(—— vzjv-u=——v2p——k—'. (4.34)
Dt Yo, 0X, OX,
Pole rychlosti je vSak solenoidalni, proto s ohledem na (4.12) se leva strana rovnice (4.34)
rovna nule. Nule se musi rovnat i strana prava, plati tedy
% OX,
coz je Poissonova rovnice pro tlak. Jeji splnéni je nutnou a postacujici podminkou pro to, aby
solenoidalni pole rychlosti nadale solenoidalnim zlstalo. Pro fesSeni této rovnice potfebujeme
okrajové podminky. Na tuhé sténé¢ dostavame Neumanovu okrajovou podminku ve tvaru
P _ B ou,
on on?
kde n je vzdalenost ve sméru normaly k povrchu a U, je slozka rychlosti kolma ke sténé.

(4.35)

(4.36)

Pov§imnéme si, ze Poissonova rovnice vyjadiuje nelokalnost problému. Tlak
Vv libovolném bodé¢ je podle této rovnice totiz funkci rozlozeni rychlosti v celé oblasti. Tlak
tak pfedstavuje velmi zajimavou veli¢inu, ktera je vhodnou diagnostickou veli¢inou pro celou
oblast proudéni.

K feseni Poissonovy rovnice 1ze pouzit napi. metody Greenovy funkce, vysledkem je po-
le rozlozeni tlaki v oblasti proudéni.

4.3.3.4. Formulace pro pole virivosti

Zakladni vlastnosti turbulentniho proudového pole je jeho vitiva povaha. ,,Vifivost* nebo
také ,,vir rychlosti“ (angl.: vorticity) je definovéana jako rotace vektoru rychlosti
w=Vxu=rotu. (4.37)
Vitivost nabyva v turbulentnim poli nenulovych hodnot. Modul vifivosti se ¢iseln¢ rovna
dvojnasobku rychlosti rotace elementu tekutiny v daném bodé¢. Vifivost identicky spliuje
rovnici kontinuity (viz dodatek — tenzorovy pocet (12.10)).
PiepiSme N-S rovnici do ,,rota¢niho tvaru® uzitim vektorové identity (viz take (12.11))

Vu?/2=(u-V)u+[uxrotu]. (4.38)
N-S rovnice (4.27) potom jsou
2
a—u—[UXw]+V(£+u—j=VV2u. (4.39)
ot p 2

Rovnici pro vifivost miizeme ziskat vektorovym vynasobenim N-S rovnice operatorem nabla
zleva, po uprave dostavame
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Do _ dw ‘ ) i
o A +(u-V)o=vVieo+(o-V)u. (4.40)

Clen obsahujici tlak —V xVp/ p je pro tekutinu s konstantni hustotou nulovy, je to disledek
vektorové identity (12.8). Z rovnice pro vifivost tedy vypadl tlak.

Vsimnéme si, Ze rovnice pro vifivost obsahuje také slozky rychlosti a to jak na levé stra-
né (V konvektivnim ¢lenu obsazeném v substancialni derivaci) tak i na strané prave. Fyzikalni
vyznam prvniho ¢lenu na pravé strané je vazka diftize vitivosti, druhého potom generovani
neboli produkce vifivosti vlivem nehomogenity rychlostniho pole.

Rovnice (4.40) byvé nazyvana Helmholtzovou rovnici. Reseni této rovnice vyzaduje uza-
vieni systému pfidanim vztahu mezi rychlosti a vifivosti (4.37). Jednou z moznosti je vyjad-
feni rychlosti jako integralu pole vifivosti. Ziskame tak soustavu nelinedrnich integro-
diferencialnich rovnic. Integrélni vlastnost téchto rovnic odrdzi nelokalni charakter N-S rov-
tento piistup hojné pouziva zejména v dynamice nevazkych tekutin. Vyhodou této formulace
je skutecnost, ze vitivost je Casto koncentrovana v omezenych oblastech (jadra virt), jinde je
prakticky nulova. DalSi vyhodou je absence tlaku.

Pro nevazkou tekutinu vypadne ¢len s kinematickou viskozitou a dostavame vyjadieni
Eulerovych rovnic s vifivosti

—=0-Vu. (4.41)
Dt
Tato rovnice dostatecné piesné popisuje chovani velkych virovych struktur v omezenych ca-
sovych intervalech. Virové struktury maji ¢asto rovinny charakter, to znamend, ze slozka
rychlosti u, =0=w, = w,, nenulové jsou pouze slozky rychlosti u, a u, a slozka vifivosti ;.
Z toho vyplyva, ze pro toto proudéni je ¢len na pravé strané rovnice (4.41) identicky roven 0 a
plati:
Do_y, (4.42)
Dt
kde 0= w,.

Tento vysledek Ize interpretovat pomoci nasledujiciho vyroku: ,,Pii rovinném proudeni
ideélni tekutiny v potencidlnim silovém poli je viFivost vsech jednotlivych castic tekutiny za-
chovavana.*

(u~V)a)=0. (4.43)

Tento vysledek Ize interpretovat pomoci vyroku: ,,Pri ustileném rovinném proudeni ide-
alni tekutiny v potencialnim silovém poli je virivost zachovivana podél vsech proudnic." Du-
sledkem platnosti tohoto vyroku je skutecnost, ze rovinné proudéni kolem hladce obtékanych
téles (napt. leteckych profill) je vzdy nevifivé.
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5. Rovnice turbulentniho proudéni

Nyni ukazeme zpusob popisu turbulentniho proudového pole pomoci pravdépodobnost-
n¢-statistického ptistupu, ktery se v soucasnosti pouziva nejcastéji pii feSeni inzenyrskych
problémd.

Tento pfistup je zalozen na pojmu pruméru souboru dat (pfesna definice je v dodatku, ka-
pitola 12.4.1.). Jeho pomoci lze studovat zakony pravdépodobnosti vyskytu rtiznych stavi,
které jsou popsany pomoci statistickych charakteristik. Tento princip byl poprvé pouzit
v turbulenci Gabeleinem v roce 1935 a je na ném zaloZena Kolmogorovova teorie izotropni
turbulence z roku 1941 a mnoho dalSich.

5.1. Reynoldsovy rovnice

Okamzité stavy proudového pole nestlacitelné tekutiny jsou uplnym zptsobem popsany
soustavou N-S rovnic doplnénych o rovnici kontinuity. ReSeni t&chto okamzitych stavi je pro
praktické piipady z riznych duvodu stézi aplikovatelné, proto se pouziva uprava matematic-
kého modelu pro vypocet statisticky stfednich stavii. Reynolds jiz roku 1894 formuloval pfi-
slusné rovnice, které jsou po ném nazvany.

Reynolds vychazi z pfedpokladu, Ze rychlostni pole u(X,t)lze rozloZit nasledujicim zpa-
sobem
u(x,t):m+u'(x,t). (5.1)
Jedna se o tzv. ,,Reynoldsiv rozklad“ (angl.: Reynolds decomposition) na ¢asové stiedni sloz-
ku m a fluktuaci u’(x,t). Pro fluktuacni rychlosti zfejmé plati

u'(x,t)=0. (5.2)
Stejny rozklad aplikujeme i na ostatni veli¢iny, jmenovité na tlak
p=p+p". (5.3)

Vice o operaci stfedovani viz Dodatek k tomuto skriptu, kapitola 12.4.

Z faktu, Ze pole okamzitych rychlosti je solenoidalni vyplyva, Ze pole stfednich rychlosti
i pole fluktuaci jsou taktéz solenoidalni. Rovnice kontinuity tedy plati nejen pro pole okamZi-
tych rychlosti, ale také pro pole stfednich rychlosti i1 pro pole fluktua¢nich slozek
WMy _g; e g, M
OX, OX, OX

=0. (5.4)

ou L
Dale muZeme vyjadfit vyraz U, a—x' pomoci derivovani per partes
k
ou, ou 0 —
—tu —*=—"uu,, 9.5
druhy ¢len na levé strané rovnice (5.5) je vSak podle (5.4) roven nule, proto plati
o 0 —
U, —=—uu,. 5.6
»Reynoldsovy rovnice” (angl.: Reynolds equations) vzniknou z N-S rovnic aplikaci ope-
race stfedovani. Uvazujme N-S rovnice ve slozkovém tvaru. Vyjadfeme nejprve vyraz pro
stedovanou hodnotu substancialni derivace rychlosti
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Du, _ou oy _ oy 8(uiuk)
Dt ot “ox, a X,

_ofuru) of(uur)(uru)] 57)
B ot ’ X, ) |
Du 8@
— Lk
Dt o,

Vidime, Ze stfedni substancidlni derivace okamzité rychlosti se rovna substancidlni derivaci

ot

stfedni rychlosti zvétSené o piidavny ¢len X . Po dosazeni do N-S rovnic dostavame Rey-
Xk
noldsovy rovnice

Du, _ 2%, ouy, 1dp

= i , 5.8
Dt Xt oX  pox 8
Pravou stranu této rovnice mtiZzeme psat ve tvaru
Dy 134 ou, ou
—pS, + | —-+ = u'u 5.9
Dt paxk{ P ﬂ(axk axiJ - k} 9

potom V hranaté zavorce na pravé strané mame soucet tii Clentl, které mliizeme interpretovat

oX, OX

. — u, Ou;
jako napéti. Prvni ¢len —pd; predstavuje napéti zpisobené stfednim tlakem, ,u(a— + J
j i

je potom tenzor stfedniho vazkého napéti a kone¢né —puju; je tenzor napéti, jehoz vznik

souvisi s fluktuacemi rychlosti. Tuto veli¢inu nazyvame ,tenzor Reynoldsovych napé&ti® (an-
gl.: Reynolds stress tensor). Ve zcela vyvinutém turbulentnim proudéni plati, ze absolutni
velikost tenzoru Reynoldsovych napéti je minimalné o dva tady vétsi nez tenzoru stfedniho
vazkého napéti. Tato relace neplati pouze v tenkych smykovych oblastech kde je vliv vazkosti
rozhodujici. Je to piipad vazké podvrstvy, kterda se nachazi v mezni vrstvé v bezprostiedni
blizkosti stény.

Stejnym zptsobem, aplikaci operace stfedovani, mizeme upravit Poissonovu rovnici

—EVZE: Ou, 0, _ du, oy, d*ulu! (5.10)
P ox, OX, OX OX, OX0X

Ke stejnému vysledku bychom dospéli vypoctem divergence Reynoldsovy rovnice (5.8).

Statisticky popis proudového pole je tedy proveden pomoci 3 Reynoldsovych rovnic a
rovnice kontinuity nebo Poissonovy rovnice. Mame tedy k disposici 4 rovnice. Tyto rovnice
obsahuji krom¢ 4 zakladnich nezndmych, kterymi jsou slozky stfedniho vektoru rychlosti a
stfedni tlak, také tenzor Reynoldsovych napéti, ktery figuruje jako dalSich 6 neznamych veli-
¢in, protoze se jedna o symetricky tenzor 2. fadu. Systém Reynoldsovych rovnic je tedy nedo-
state¢né urceny, fikame, Ze je ,,neuzavieny* (angl.: unclosed). Pro jeho jednozna¢né feSeni
potiebujeme jesté dalsi informace, které se tykaji tenzoru Reynoldsovych napéti.

5.1.1.Reynoldsova napéti
Tvar Reynoldsovych rovnic je formaln¢ stejny jako N-S rovnice az na piidavny ¢len ob-
sahujici Reynoldsova napéti — pru} , ktery hraje v Reynoldsovych rovnicich klicovou roli.
Fyzikalni interpretace Reynoldsovych napéti je pramérny tok hybnosti ve sméru ,,i “ spo-
jeny s fluktuaénim pohybem ve sméru ,, ] “ anebo naopak tok ve sméru ,, j “ zpsobeny fluk-
tuacemi ve sméru ,,1“. Reynoldsova napéti tedy predstavuji silu na jednotku plochy spojenou
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s ptenosem hybnosti fluktuaénim rychlostnim polem na rozdil od vazkych napéti, ktera pred-
stavuji silu spojenou s transportem hybnosti v molekularnim méfitku.
Tenzor Reynoldsovych napéti je symetricky semidefinitni tenzor druhého fadu, je jedno-

duchym vztahem vazan s tenzorem korelaci uju’ . Zkoumejme dale vlastnosti tenzoru korela-

ci ujuj . Diagonalni prvky u,u, =u,” se vztahuji k ,,normalovym napétim* (angl.: normal

stress), zatimco mimodiagonalni prvky uiu}, 1= j charakterizuji smykova napéti (angl.:
shear stress). ,, Turbulentni kineticka energie* (angl.: turbulent kinetic energy) je definovana
jako polovina stopy tenzoru korelaci u;u;
11— 1
k==u"-u==uu, . 5.11
> 5 Ul (5.11)
Tensor uu; mizeme rozlozit na ,,izotropni ¢ast* (angl.: isotropic part) i; a ,deviacni

anizotropni ¢ast* (angl.: deviatory anisotropic part) a;:

ru; =iy +a;, (5.12)
kde izotropni Cast je
.2
a anizotropni ¢ast potom je
— 2
a; = Uuu —Ekb‘ij. (5.14)

Izotropni ¢ast Reynoldsovych napéti miize byt zahrnuta do modifikovaného stfedniho
tlaku — viz dale (5.20).

Chovani fluktuac¢nich veli¢in v ¢ase mizeme matematicky popsat tak, Zze do N-S rovnic
dosadime Reynoldsiv rozklad pro rychlosti a tlak a nasledné odecteme Reynoldsovy rovnice
pro sttedované veli¢iny. Potom dostavame:

r_ ' _ _ ’ 2 !
%+uk%+u|§%+—(u{u;—U{Uﬁ)=—ia—p+va uzl . (515)
ot X, OX,  OX, P OX OX,

T 1l m [\ I v

Vyznam jednotlivych Clent:
| casova zmeéna fluktuacni rychlosti,
] predstavuje vzajemnou vazbu mezi polem stiednich rychlosti a polem fluktuaci,
I je potom nelinearni ¢len,
v je vliv fluktuaci tlaku,
\ je disipacni Clen.
Abychom obdrzeli rovnici pro tenzor Reynoldsovych napéti, respektive pro korelacni

tenzor U’ , musime rovnici (5.15) vynasobit uj, secist pro zaménéné indexy a provést ope-

raci stfedovani:
ouu;  —ouu;
+Uu =

(5.16)

—0ou. —pu. ouuu 1| oo on’ o’ o’
u— -y - u{—p+u;—p +V U — U — |
OX; OX; OX, OX,

1 v v
Fyzikalni vyznam jednotlivych ¢lent v této rovnici je nasledujici:

| je ¢asova zména mistniho korelacniho tenzoru,

I ptedstavuje advekei Reynoldsovych napéti stiednim proudem (nikoli celkovym),

38

\



Il tento ¢len predstavuje interakci mezi sttedni a fluktuaéni slozkou proudéni, souvisi
s produkci Reynoldsovych napéti,
v piedstavuje advekcei v souvislosti s fluktuacni slozkou proudéni,

\ pfedstavuje potom vliv tlaku a kone¢né
VI piedstavuje difuzi a disipaci vlivem vazkosti, ktery se projevuje hlavné u malych méfi-
tek poruch.

Rovnice pro Reynoldsova napéti (5.16) by teoreticky mohla vyfesit problém neuzavie-
nosti Reynoldsovych rovnic. Ve skutecnosti tomu tak neni, protoze tato rovnice obsahuje ce-
lou fadu dalSich neznamych veli¢in — korelaci druhého fadu s tlakem (¢len V) a dale korelace
tietiho fadu (Clen 1V).

Turbulentni proudéni je charakterizovano nenulovou hodnotou vitivosti. V ptipadé nevi-
fivého proudéni je stfedni i fluktuacni slozka vifivosti nulova. Vynasobme fluktuaéni slozku
vifivosti fluktuacni sloZkou rychlosti a proved’'me operaci sttedovani, dostavame

ui: %_% =i(£u&u&)_im=0. (517)
ox, OX ) ox \2 OX,
Pro nevitivé proudéni potom dostavame Corrsinovu-Kistlerovu rovnici
ﬁm _o (5.18)
OX,y OX;

Vidime, Ze v nevifivém proudéni hraji Reynoldsova napéti uju; stejnou roli jako isotropni
napéti ko, které Ize zahrnout do modifikovaneho tlaku. Z toho vyplyva, Ze v piipad€ nevifi-

vého proudéni nemaji Reynoldsova napéti zadny vliv na stfedni pole rychlosti.

Dale si povSimnéme nékterych piipadu, které lze povazovat ve smyslu stfedovanych veli-
¢in za dvourozmérné, tedy rovinné. Jsou to takova proudéni, kdy mame okrajové podminky
geometricky rovinné, je vsak tfeba si uvédomit, ze okamzita pole veliCin v turbulentnim prou-
déni jsou vzdy tfirozmérna, tedy prostorova.

5.1.2.Moznosti reSeni Reynoldsovych rovnic

Pii praktickém pouziti Reynoldsovych rovnic se musime vypofadat s probléemem neuza-
vienosti jejich systému. Mame k dispozici 3 sloZzkové Reynoldsovy rovnice a rovnici kontinu-
ity, tedy celkem 4 rovnice. Neznamych je ovSem 10, jsou to 3 slozky stiedni rychlosti, stfedni
tlak a 6 nezavislych slozek tenzoru Reynoldsovych napéti.

Reseni tohoto problému se datuje jiz od dob Reynoldsovych, kdy byly navrzeny nékteré
zakladni koncepce. Prvni jednoduché modely nevystihuji dostateéné ptesné fyzikalni chovani
systému a nedavaji obecné ptilis dobré vysledky, jsou vSak jasné, prihledné. Pii spravném
pouziti mohou dat uspokojivé vysledky. Koncepce modernich metod feSeni Reynoldsovych
rovnic v podstaté vychazi z historickych modeli, proto na tomto misté nékteré uzite¢né kon-
cepce uvedeme.

Jednou z klasickych metod modelovani Reynoldsovych napéti je ,,hypotéza turbulentni
vazkosti“ (angl.: turbulent-viscosity hypothesis), kterou roku 1877 zavedl Boussinesq. Tato
metoda vyuZiva analogii s Newtonovym zakonem pro vyjadieni teénych napéti v tekuting.

Podle této hypotézy je napéti v tekuting, které pislusi devia¢ni anizotropni Casti Rey-
noldsovych napéti (5.14), timérné stfedni rychlosti deformace castice tekutiny. Konstantou
umérnosti je ,,turbulentni vazkost* v, (angl.: turbulent viscosity nebo eddy viscosity):

urb

2 ou, |, ou;
_puiuj+§pké‘ij:pvturb 87+8_XJ (5.19)

J
Reynoldsovy rovnice potom piechéazeji do tvaru
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Du 1P, o), [ou o (5.20)
Dt pOX  OX, OX,  OX;

1
kde vy (X,t)=v+Vy,(X,t) je soudinitel efektivni vazkosti. Pov§imn&me si, Ze tyto rovnice
maji formaln¢ stejny tvar jako N-S rovnice v nichz figuruji ¢asové stfedni rychlosti, soucinitel
molekularni vazkosti je nahrazen efektivnim soucinitelem a tlak potom modifikovanym stied-
nim tlakem P.
P=p+(2/3)pk (5.21)

Problémem ziistava urceni turbulentni vazkosti, ktera je funkci polohy a ¢asu. Turbulent-
ni vazkost je vdzana s typickou hodnotou rychlosti U a s velikosti nejvétsich turbulentnich
vird L vztahem v, ~U-L. Obecné je turbulentni vazkost funkci ¢asu, pfti praktické aplikaci
se piedpoklada, ze zmény turbulentni vazkosti v Case lze zanedbat. Pro rozloZeni hodnot tur-
bulentni vazkosti v prostoru existuji doporuéeni platna pro urcitou t¥idu tloh.

V roce 1925 Prandtl zavedl zvlastni métitko, nazyvané ,,sméSovaci délka™ (angl.: mixing
length). Pouzitim hypotézy formulované Boussinesgem a analogie s molekularni difazi, kterd
vyjadiuje gradienty rychlosti pro métitka mensi, nezZ je sttedni volna draha molekul, Prandtl
predpokladal, ze existuje turbulentni difuze, ktera vyhlazuje rychlostni pole pro métitka mensi

nez je sméSovaci délka | . . Potom lze tenzor Reynoldsovych napéti pfepsat jako turbulentni
diftzni ¢len. Vztah mezi sméSovaci délkou a turbulentni vazkosti v mezni vrstvé v blizkosti
tuh¢ stény je

ou,
ox,

2
Vturb - Imix

, (5.22)

kde u, je stfedni rychlost podél stény a X, je soufadnice kolma ke sténé.

Na myslence sméSovaci délky jsou zaloZeny tzv. algebraické modely turbulence. Pokud
vSak uvazujeme proudéni pii vysokych hodnotach Reynoldsovych cisel, hypotéza vyuZzivajici
analogii s kinetickou teorii plynt pfestava fungovat. Molekularni difuze muze byt modelova-
na difizni linearni Laplaceovou rovnici, protoze plati, ze difazni pohyby jsou oddéleny od
pohybii velkych méfitek. Toto vSak neplati pro pln€ vyvinuté turbulentni proudéni, ve kterém
nelinearni advektivni ¢len dominuje nad difiznim ¢lenem a obsahuje fluktuace vSech méftitek.
Nejsou zde tedy oddélena velkd a mald meétitka pohybu. Tato skute¢nost je hlavni prekdzkou
pii pokusech o modelovani turbulence pomoci hybnostnich rovnic, problém jejich neuzavie-
nosti je stale nedofesen.

Dalsi moznosti feSeni problému neuzavienosti Reynoldsovych rovnic ukazeme v kapitole
o modelovani turbulentniho proudéni pomoci Reynoldsovych rovnic.

5.2. Energeticka bilance
Energie v jednotkovém objemu tekutiny sestdva z kinetické energie proudéni, ktera je
rovna Epukz, a z vnitini energie e, kterd souvisi se subatomarnimi silami a s relativnim

pohybem jednotlivych molekul vzhledem k makroskopickému pohybu tekutiny. Navenek
muzeme vnitini energii méfit pomoci teploty a specifického tepla tekutiny. V nasledujicich
odstavcich se budeme zabyvat bilanci pouze kinetické energie v tekuting.

Kineticka energie na jednotku hmotnosti k = Eukuk neobsahuje derivace, proto lze pied-

pokladat, Ze je uréovana hlavné strukturami velkych métitek. Naopak rychlost disipace

A:EV %4_% %4_% (523)
2 \ox OX JLOX OX
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zavisi na prostorovych derivacich rychlosti, nejvétSich hodnot tedy bude zfejmé¢ nabyvat
Vv oblasti nejmensich métitek. Mame tedy kinetickou energii svou podstatou vazanou na velka
m¢étitka, ktera disipuje vlivem vazkosti v oblasti malych méfitek. Aby k tomu mohlo dojit,
musi existovat vazba mezi obéma veli¢inami, kterd je zprostifedkovana pfenosem energie od
velkych métitek k malym.

Aplikujme nyni Reynoldstv rozklad na vzorec pro vypocet kinetické energie. Stredni ki-
neticka energie potom bude

— - 1 - 1 N
k=—-uu, ==u, U, +=u,u, . 5.24
v o ok T o e TS Hi (5.24)
Cleny na pravé strané predstavuji energii stfedniho proudu a stfedni energii turbulence. Stied-
ni energie turbulence je dulezitou veli¢inou, ktera kvantifikuje intenzitu turbulentnich pohybu.

Zavadi se stfedni kvadraticka hodnota

g% =uu, (5.25)
a také stfedni kvadraticka odchylka

o, =\q?/3 \/u +U; +u’2 /3 (5.26)

Stiedni energie turbulence charakterizuje pohyby velkych métitek. Turbulentni Reynoldsovo
Cislo

Re =o,L/v (5.27)
definované pro nejvétsi méfitka L potom charakterizuje vyznam vazkosti pro tyto nejvetsi
energetickeé struktury.

5.2.1.Energie stredniho proudu
PiepiSme Reynoldsovy rovnice (5.8) do nasledujiciho tvaru

Du ot
=—, 5.28
Dt OX, (.28)
kde
T, zv(%+%J_£@j o (5.29)
ox; 0% Yo,

je efektivni tenzor smykovych napéti déleny hustotou.
Budeme dale predpokladat proudéni v ur€itém prostoru omezeném tuhymi sténami, na

nichz je rychlost proudéni nulova. Vynasobme rovnici (5.28) U, a integrujme ji pfes objem

tekutiny V , ktery se pohybuje stfedni rychlosti proudu. Potom miazeme nahradit substancialni
derivaci obyCejnou a vytknout ji pied integral

dl——— oT, u,
)Fuuav = juk gy = j (u Ty Jav - kal —de (5.30)
Prvni ¢len na pravé strané€ rovnice je 0, celou rovnici pak muZeme prepsat do tvaru
9 rlegav - ju'u'—dv—— [ O, OU || U O | g (5.31)
dt’ 2 2 oX  OX% J\ OX  OX,
VI %/—J

1l 1

Fyzikalni vyznam jednotlivych ¢lent je nasledujici:
| predstavuje rychlost zmény energie sttedniho proudu,
I je dan vazbou stfedniho proudu a turbulentnich pohybt a
Il predstavuje vazkou disipaci sttedniho proudu.

Vazebny clen mezi strednim proudem a turbulenci Il predstavuje energii odebiranou
sttednimu proudu pro turbulenci. Tento ¢len souvisi s Reynoldsovym napétim a je typicky
radove veétsi nez vazka disipace sttedniho proudu.
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5.2.2.Celkova energie
Postup odvozeni vztahti pro celkovou energii je obdobny jako u bilance energie stfedniho
proudu provedeného v piedchozim odstavci, vychazime vSak z N-S rovnic. Ty vynasobime
U, aintegrujeme pfes oblast proudéni omezenou tuhymi sténami

j uudV——— j My, O U O dv =—[Adv (5.32)
. ak X OX,

kde A je rychlost disipace energie v souwslostl s viskozitou na jednotku hmotnosti. Rovnice
nam dava celkovou (integrovanou) rychlost zmény energie, zahrnuje v sobé jak vliv vazkych
smykovych napéti, tak vliv tlaku a konvekce. PouZijeme-li Reynoldsovu dekompozici na ve-
licinu A, potom pro jeji sttedni hodnotu dostavame

Z:iv %4_% %4_% +£V %4_8“ % au . (533)
2 (ox ox J\ox ox, ) 2 \ox ox )\ ox 8xk

Tak jsme celkovou stfedni disipaci rozlozili na slozku stfedni a fluktuacni, tedy turbulentni.
Turbulentni slozka byva nazyvana rychlost disipace & a hraje dalezitou roli v teorii turbulen-
ce

:1‘/ %4_ 8“' %4_% (534)
2 L ox ox J\Lox o
a jeji sttedni hodnota
Ezlv %4_% %4_% (535)
2 \ox OX J\LOX OX

RozloZme nyni veli¢iny v rovnici (5.32) na ¢ast odpovidajici stfednimu proudu a turbu-
lentni sloZce a proved'me operaci stiedovani v ¢ase. Pro celkovou stfedni energii potom plati

d 1ﬁdv——— J- 6uk 6uk+8u, N %Jrau % ou dV . (5.36)
dtd 2 oX,  OX, ox,  Ox, )\ 0% 8xk
Tento vztah nam ukazuje, jakym zpﬁsobem disipuje celkova stfedni energie proudu, rychlost
disipace sestava ze slozky charakterizujici vazkou disipaci sttedniho proudu (prvni ¢len na
pravé stran€) a ze slozky charakterizujici turbulentni vazkou disipaci (druhy ¢len na pravé
stran¢).

V praktickych pripadech, kdy je Reynoldsovo ¢islo dostatecné vysoké, je slozka charak-
terizujici disipaci stiedniho proudu zanedbatelna oproti slozce turbulentni, plati tedy

EV auk a % % <<£V %4_% %4_% . (537)
2 | 0X 6 oX,  OX, 2 {ox ox JLox OX

Je to dano tim, ze fluktuaéni gradienty rychlosti ou; /ij nabyvaji vysokych a stale vysSich

hodnot s rostoucim Reynoldsovym ¢islem, zatimco gradienty stfedni rychlosti nikoli. Tyto
gradienty nabyvaji nejvysSich hodnot u malych méfitek turbulentnich pohybt. Jednou
z vyjimek je oblast mezni vrstvy v bezprostfedni blizkosti stény, kde vznika tzv. ,,vazka pod-
vrstva“ (angl.: sublayer nebo viscous layer), kterd& ma laminarni charakter i v ptipadé turbu-
lentni mezni vrstvy. Pfevazuji zde gradienty stfedni rychlosti ve sméru kolmém ke stén€, za-
timco gradienty spojené s fluktuacemi zde prakticky chybi a vztah (5.37) zde neplati. Tento
piipad se vSak tyka velmi prostorové omezené oblasti v bezprostfedni blizkosti stény, vSude
jinde plati vztah (5.37).

Vzajemne energetické propojeni stfedniho proudu a turbulence se projevuje v prvnim
¢lenu na pravé strané rovnice (5.31), ktery piedstavuje produkei turbulence, v celkové energe-
ticke bilanci vSak nevystupuje.
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5.2.3.Energie turbulence

Rovnici pro turbulentni kinetickou energii mizeme ziskat z rovnic (5.16) polozenim j =i
a délenim 2, turbulentni kinetickou energii na jednotku hmotnosti vyjadiime pomoci (5.24) a

(5.25): o L
a(q'2/2)+u_a(q'z/2) :_Wau' _w__fwm (5.38)
\—gl—z ‘ OX, o OX, OX, P | X | OX, X, | |
| i 1 v v T

Tato v teorii turbulence velmi dlilezita rovnice obsahuje opét celou fadu ¢lend:
| predstavuje rychlost zmény turbulentni energie v Case v daném bod¢ (pro ustalené
proudéni je 0),
I je konvekce turbulentni energie stfednim proudem. Soucet ¢lent I a II dava rychlost
casové zmény turbulentni energie na jednotku hmotnosti v bod¢ pohybujicim se stiedni rych-
losti,
I je produkce turbulentni energie vznikajici vzajemnym ptisobenim mezi stfednim prou-
dem a turbulenci, tento ¢len je nejéastéji kladny (turbulentni energie se ptivadi z hlavniho
proudu), ve vyjimecnych ptipadech mize byt zaporny (turbulentni energie se spotiebovava),
A% je advektivni transport turbulentni energie fluktuacnimi pohyby,

\ potom je piesun turbulentni energie vlivem tlaku (prace vykonana fluktuacemi tlaku),
Vi predstavuje vazkou difuzi a disipaci.
Clen VI mizeme ptepsat nasledujicim zplisobem:
o’u/ ou’  ou,
vu/ L=y 0 u| —+—=1|-z, (5.39)
OX, OX, OX, X,  OX

prvni ¢len na pravé strané rovnice (5.39) ptedstavuje vazky transport, druhy potom disipaci
turbulentni energie. Integral turbulentniho transportniho ¢lenu pies celou oblast proudéni je
ziejm¢e nulovy (nulova divergence), nepiispiva tedy ke zméné celkové energie. Tento Clen
byva také oznaCovan jako difuzni, protoze pro homogenni turbulenci nabyvéa nulové hodnoty,
v nechomogenni turbulenci piedstavuje ,,difazi* kinetické energie. Turbulentni difGzi je nutno
Vv rovnici pro kinetickou turbulentni energii modelovat, protoze je piedstavovana trojnou kore-
laci fluktuaci rychlosti. V praxi je Casto tento ¢len zna¢né mensi nez disipacni ¢len a lze jej
tedy zanedbat (vyjimkou je opét vazka podvrstva zminovana vyse). Disipacni ¢len naopak
hraje velmi dilezitou roli v kazdém turbulentnim proudu.

Rovnici (5.38) muzeme upravit pomoci vztahu (5.39), za piedpokladu nestlacitelnosti te-
kutiny a platnosti rovnice kontinuity pro stfedni hodnoty rychlosti i pro fluktuace dostavame
nasledujici prakticky uzitecny tvar energetické rovnice

2 _
a(q /2) ——ou, - 0|1 1., p ,(ou; ou
— =y - —q u +U | Zq%+ = |—vu | £ +—L ||, (5.40)
ot oX 8x| 2 2 P ox,  OX,
“—T"—’ A

v

V rovnici (5.40) je:

I produkce turbulentni energie,

] je potom disipace turbulence,

I ptredstavuje vliv konvekce stfednim proudem,

v souvisi s difuzi, fluktuace tlaku ptispivaji ke zvySeni izotropie a homogenity turbulen-
ce,

\Y transport turbulentni energie — soucet ¢lent Il a IV.

Integraci transportniho ¢lenu V pies celou oblast proudéni az ke sténam dostavame 0 (teorém

o nulové divergenci), jedna se tedy o jakési prerozdélovani energie z jednoho mista na jiné,

celkova energie se v souvislosti s timto ¢lenem neméni. Celkova energie proudu dana integra-

43



lem ptes oblast proudéni je tedy urCovana rozdilem integralti produkéniho a disipa¢niho cle-
nu. Pro statisticky stacionarni, ustalené turbulentni proudéni musi zfejmée byt produkce a disi-
pace turbulentni energie v rovnovaze a proto prava strana rovnice (5.40) bude nulova.

Jednoduchou matematickou upravou transportniho ¢lenu V, kdy jej vyndsobime hustotou
a provedeme integraci pies libovolny pevny objem, miizeme vysledek interpretovat jakozto
vektor urcujici stiedni tok turbulentni energie v souvislosti s konvekci stfednim proudem a
difazi turbulentni energie

%p?u_ﬁu{(%pqﬁ + p'j—ﬂu; [%+%]- (5.41)

O0X, OX
Tento vektor charakterizuje nehomogenity turbulentniho proudéni.

Pro homogenni turbulentni proudéni dostdvame zjednoduSenou rovnici energie bez trans-
portniho ¢lenu

8(q'2/2) Y auk -
—=-U U —-c. (5.42)
ot X

Produkéni ¢len zpisobuje vznik nebo piipadné zanik turbulentni energie v zavislosti na jeho
znaménku. Bez gradientt stfedniho rychlostniho pole by nebylo produkce a turbulentni ener-
gie by stéle klesala. Disipa¢ni ¢len € je vzdy kladny, vzdy zpusobuje odvadéni energie zna-
mym mechanismem pfes turbulentni pohyby malych méftitek, které generuji nejvétsi hodnoty

prostorovych gradientl a tedy i1 nejintensivngjsi disipaci.
Pro izotropni turbulenci plati, ze zadny ze smérd neni jakkoli upfednostnén a zvlastni.

Proto tenzor Reynoldsovych napéti ui’u} musi mit stejné slozky, at’ provadime libovolnou

rotaci soufadného systému. Z teorie tenzorového poctu vyplyva, ze dotyény tenzor potom
musi mit tvar, ktery lze vyjadfit jako soucin skalarni konstanty a Kroneckerova tenzoru, ska-
larni konstantou je v nasem piipadé kvadrat smérodatné odchylky modulu vektoru rychlosti

o’ =Uu/u! /3. Pro izotropni turbulenci tedy plati uu| =oid;,
je diagonalni se vSemi diagonalnimi prvky shodnymi. Tato vlastnost mize byt pouZzita pfi
oveétovani hypotézy o isotropii konkrétniho turbulentniho proudéni.

tenzor Reynoldsovych napéti

5.2.4.Rychlost disipace energie

Ptedpokladejme turbulentni proudéni pii dostatecné vysokém Reynoldsové cisle, tedy
mimo vazkou podvrstvu. Jak jiz bylo fe¢eno vyse, rychlost disipace A (viz rovnice (5.23)) je
funkei prostorovych derivaci rychlosti, pro jeji velikost jsou tedy urcujici nejmensi turbulentni
struktury, vliv gradientd stfedniho proudéni zde mizeme zanedbat a uvaZzovat pouze turbu-
lentni slozku rychlosti disipace & . Rovnici (5.35) mizeme upravit pomoci rovnice kontinuity
pro fluktuace rychlosti, z niz vyplyva identita

ou, ou, o°u,u,

= : (5.43)
0X, OX,  OX.0X,

do nésledujiciho tvaru

_ou ou,  ofuu
E=V +v .

0X, OX, OX, 0%,
Jednoduchymi aritmetickymi operacemi lze rovnéz dospét ke vztahu pro stfedni turbulentni
rychlost disipace vyjadifenou pomoci fluktuaci vifivosti
o’uLuy
OX, 0%,
Pro homogenni turbulenci odpadne druhy ¢len na pravé strané rovnice (5.44) i (5.45) a pro
rychlost disipace dostavame zjednoduSeny vztah

(5.44)

E=va,o,+2v (5.45)
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ou, ouy,
v__
ox, OX,
Ukazuje se, Ze zjednoduSeny vztah pro rychlost disipace (5.46), ktery je exaktné platny pouze
pro homogenni turbulenci, plati s dostatecnou piesnosti ve vétsiné turbulentnich proudu za

predpokladu dostatecné vysoké hodnoty Reynoldsova cisla. Je to dano tim, ze prostorové de-
rivace okamzite rychlosti obsazené v prvnim ¢lenu maji podstatné vétsi velikost nez derivace

=Vo,0, . (5.46)

veli¢in stfedovanych, coz je pfipad Reynoldsova napéti ui’u; ve Clenu druhém. Druhy ¢len

proto mizeme zanedbat.
Pro izotropni turbulenci plati pro vypocet stfedni turbulentni rychlost disipace zjednodu-
Seny vzorec

, 2
g =15v£%j , (5.47)
OX
kde smér 1 je libovolny smér (u izotropniho proudového pole jsou vsechny sméry ekvivalent-
ni) a tento index neni s¢itaci.
Pozn.: V dalSich kapitolach, zejména v kapitole 7., budeme turbulentni slozku rychlosti
disipace & jiz znacit bez znaménka stfedovani, rozumét ale budeme vzdy stfedni hodnotu
v Case, nikoli jeji okamzitou hodnotu.

5.2.5.Stredni virivost

Vektor vitivosti @ byl jiz diive definovan jako rotace vektoru rychlosti u. Pro pole vifi-
vosti potom plati, Ze jeho divergence je identicky nulova (viz (12.10)):

V-wo=0. (5.48)
Reynoldstiv rozklad pro rychlosti (5.1) mizeme pouzit také na vifivost
w=0+0. (5.49)

Jelikoz rovnice (5.48) je linearni, analogicky vztah musi platit také pro obé slozky zvlast,
tedy divergence pole stfedni vifivosti i jejich fluktuaci je nulova, jinymi slovy vSechna tato
vektorova pole jsou solenoidalni.

Helmholtzovu rovnici pro okamzitou vitivost jsme jiz odvodili diive, nyni ji pfepiSeme
do slozkového tvaru

oo Ow, ou, oo,

+U, =, +v : (5.50)
ot X, OX,  OX,OX,
Fyzikalni interpretace jednotlivych ¢lent je z leva doprava: nestacionarni ¢len, konvektivni
¢len, ¢len charakterizujici protahovani viri a vazka difuze.

Proved’'me nyni Reynoldsiiv rozklad vifivosti a aplikujme na Helmholtzovu rovnici ope-
raci sttedovéani. Dostavame tak rovnici pro stfedni vifivost

dw, —0w, —ou, 0| ——| o
—tUl — =0, ———| ou, o, |[+v ' (5.51)
ot OX X, OX |—=— —— OX, OX,

v \ y

1 1 \|

| ziejme charakterizuje nestacionarity,
I je advekce stfednim proudem,
Il protahovani souvisejici se sttednim proudem,
\% turbulentni advekce,
\Y turbulentni protahovani a
VI vazka difuze.
Cleny IV a V predstavuji vliv turbulence na pole stiedni vifivosti, ostatni ¢leny turbulenci
ovlivnény nejsou.

Fluktuac¢ni slozka vifivosti je potom popsana nasledujici rovnici
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0w —ow!

+U, —=
ot OX,
_ , (5.52)
—6U 8u Ga)i 0 i v T o 660{
=0, —+o,——U ———[a)iuk — o U] + ou! —C()iuk]-l-l/ .
X, ox, X,  OX, OX, OX,

Lepsi fyzikalni pfedstavu o intenzité vifivosti ziskdme zavedenim nové fyzikalni veliCiny,
kterd byva nazyvana ,.enstrofie” (angl.: enstrophy). Enstrofie je dilezita veli¢ina charakteri-
zujici miru nestacionarniho zavifeni proudéni. Na rozdil od vifivosti se jedna o skalar. Enstro-
fie ¢ je definovana jako variance vifivosti

2_1——
g:sz =0, (5.53)

Vztah enstrofie ¢ k vifivosti @ je ekvivalentni vztahu kinetické energie k a vektoru rych-

losti u — srovnej s rovnici (5.11). Celkové enstrofie je potom analogicky vyjadiena pomoci
celkové vifivosti.
Daéle plati identita
€ au! aul
—=g+——+ (5.54)
v oX, OX,
ktera naznaCuje vztah mezi rychlosti disipace a enstrofii. V- homogenni turbulenci totiZ plati,
ze druhy ¢len na pravé strané vyrazu (5.54) je roven 0. Ukazuje se, Ze i ve smykovych oblas-
tech, které zfejmé homogenni nejsou, lze s velmi dobrou pfesnosti uvazovat vztah ¢ = 8/ V.
Tento fakt nabizi moznost pouziti v modelech turbulence mistni hodnoty enstrofie misto rych-
losti disipace.
Celkovou enstrofii maZzeme rozlozit na 2 slozky pomoci Reynoldsova rozkladu vifivosti
1 1——
Ea)ka)k :Ewk o, +Ea)ka)k : (5.55)
Odvodime nyni rovnici pro enstrofii, kterou dostaneme vynasobenim rovnice pro vifi-
vost, vynasobenim vektorem vifivosti. Pro pifipad stfedni enstrofie vyjdeme z rovnice (5.51)

o120 0, 020,

- ! . (5.56)
_——ouy, — 0 [ ‘(V2) o, o, _Vaa)k 00,

-0, —| o —u o |+v ( ,
X | e OX,0X, 0X, OX
1 Vi Vil

v \
| op¢t charakterizuje nestacionarity,
] je advekce sttednim proudem,
I je protahovani souvisejici se sttednim proudem,
v je turbulentni advekce a
\ turbulentni protahovani vird,
VI je ¢len vazkého transportu a

VIl je potom vazka disipace.
Pfi odvozeni rovnice pro fluktua¢ni slozky enstrofie vyjdeme z rovnice (5.52)

0(1/2) way i 0(1/2) w0y
ot "X,

%,_J
%ﬁf_—/
' |

- u  — - _— (557)
2 U a 2 4 ! ! 2

= a)l:a)|'%+ oXol , OU, a)l’ui: awk + w0 au" (]7/ ) D Ly (]7/ )a)ka)k _Vaa)k ow, .
OX, OX, OX, OX, OX, X, 0% o, OX,

1 v \ '
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Cleny piedstavuji:

I charakterizuje nestacionarity,

I je advekce stfednim proudem,

I potom predstavuje vazbu mezi sttednim proudem a turbulenci,

v turbulentni protahovani souvisejici s fluktuacemi rychlosti,

\Y je transport souvisejici s nehomogenitami a

VI je vazka disipace.

Jednotlivé ¢Eleny v této rovnici maji velmi proménnou velikost v zavislosti na Reynoldsové
Cisle. Predpokladame-li velmi vysoké hodnoty Reynoldsova cisla, potom se ukazuje, Ze na
pravé strané rovnice (5.57) jsou ¢leny IV a VI fadové vétsi nez ostatni. Pro fluktuaéni slozku
enstrofie potom dostdvdme zjednoduSenou rovnici, kterd odpovidé piipadu bez ptitomnosti

gradientli ve stfednim proudu
(V2)wyw, , ,0u, O 00

! !
o(¥2) o0 +U, 4 = W, o -V : (5.58)
ot X X oX, OX,

Tato rovnice popisuje dynamiku malych méfitek, nefika vSak nic o chovani v oblasti velkych
meéfitek. Pro homogenni turbulenci je druhy ¢len na levé strané rovnice (5.58) rovnéz nulovy.
Muizeme jit jest¢ dale, je-li turbulentni proudéni zcela vyvinuté pii velmi vysoké hodnoté
Reynoldsova ¢isla, potom lze dokonce zanedbat celou levou stranu rovnice (5.58), dostavame
tedy rovnovahu mezi turbulentnim protahovanim vira a jejich rozpadem vlivem vazkosti. Pro
dosazeni rovnovahy potom musi byt ¢len reprezentujici protahovani kladny, tedy musi docha-
zet skutecné k protahovani vird, nikoli k jejich smr§tovani.

5.3. Hlavni problém turbulence

Z Reynoldsovych rovnic (5.8) je ziejmé, Ze v turbulentnim proudu zavisi zména stiedni
hybnosti nejen na silach molekulové vazkosti jako u laminarniho proudéni, ale také na pteno-
su hybnosti fluktuaénimi pohyby. Vznika zdanlivé Reynoldsovo napéti, které ma pro chovani
tekutiny v turbulentnim stavu rozhodujici vyznam. Jeho vznik souvisi s ptenosem hybnosti
pomoci turbulentnich virti obsazenych v proudici tekuting. Kazda z ¢astic, ze kterych tyto viry
sestavaji, obsahuje obrovsky pocet molekul a pohybuje se do vzdalenosti zna¢né prevysuji-
cich volnou drahu molekul. Proto je pienos skalarnich i vektorovych vlastnosti tekutiny vyu-
zivajici turbulentnich mechanismti mnohem efektivnéjs$i nez pomoci ndhodnych pohybti mo-
lekul, které urcuji vazké sily. Turbulentni smykova napéti jsou tedy v turbulentnim proudu
radove veEtsi nez napéti vazka. Toto plati ve smykovych oblastech vSude kromé velmi tenké
vrstvy v blizkosti povrchu — vazké podvrstvy.

Bohuzel, systém Reynoldsovych rovnic je neuzavieny — pocet rovnic je niz§i nez pocet
proménnych v nich obsaZzenych. Mame k dispozici 3 Reynoldsovy rovnice plus rovnici konti-
nuity. Z neznamych mame 3 slozky stiedni rychlosti, stiedni tlak a 6 slozek Reynoldsovych
napéti. Tedy 4 rovnice pro 10 neznamych. Soustavu je tfeba uzaviit pomoci dalSich rovnic.
NapiSeme-1i vSak rovnice pro Reynoldsova napéti (5.16), situace je jesté horsi, protoze tim
ziskame novou sadu nezndmych momentt 2. a 3. fadu. Mame potom sice jiZ 10 rovnic, ale 75
neznamych.

Problém neuzavienosti soustavy Reynoldsovych rovnic byva nazyvan ,hlavnim problé-
mem turbulence®. Tento problém je feSen pomoci ruznych zjednoduseni a predpokladi o
vlastnostech Reynoldsovych napéti. Jedné se vesmes o tzv. fenomenologické modely piijima-
né ad hoc bez hlubsiho pochopeni fyzikalni podstaty jevi, které toto chovani zptsobuji. Tyto
modely jsou vytvaieny pomoci sady experimentalnich dat, model neni 0 mnoho vice nez pou-
hou regresi téchto dat. Pfijetim takového modelu jsou ¢asto obétovany fundamentalni infor-
mace obsazené v N-S rovnicich. Tyto modely jsou oznacovany za artefakty na riznych urov-
nich matematického aparatu. Dusledkem je, ze maji velmi omezenou platnost, jsou pouZzitelné
pouze na piipady, ze kterych byly odvozeny, pfipadné na velmi podobné ptipady S pouze ma-
lymi modifikacemi. Obecné, kazda tfida pripadu turbulentniho proudéni tekutiny vyZaduje
svij vlastni takovy model nebo jeho variantu.
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5.4. Bernoulliho rovnice

Pouziti Bernoulliho rovnice je velmi ¢asté v technickych aplikacich. Nyni odvodime tuto
rovnici z obecnych N-S rovnic za pfijeti uréitych predpokladu, tak objasnime podminky plat-
nosti Bernoulliho rovnice a jeji pouzitelnost v turbulenci.

Piedpokladejme nevazkou, nestladitelnou tekutinu pii stacionarnim proudéni. Chovani
takové tekutiny Ize popsat Eulerovou rovnici pro stacionarni proudéni

(u-v)u=-P.g, (5.59)
Yo,

kde g je vektor vnéjsich zrychleni. Gravitacni zrychleni g pusobi proti sméru osy X,, mi-
zeme tedy tento ¢len vyjadfit nasledujicim zptisobem

g =—ges, (5.60)
kde e, je jednotkovy vektor ve sméru osy ¥. Dale pro libovolny vektor u plati nasledujici
vektorov4 identita (viz také (12.11))

(U-V)U=%V(U'U)—UX(VXU). (5.61)
Rovnici (5.59) potom mtizeme piepsat nasledujicim zptisobem
%V(u-u)—Ux(qu):—@—ges. (5.62)
Yo
Po dalSich upravach dostavame
Vp 1 2
—+=V(U°)+0ge,=ux(Vxu), 5.63
v (U7 ge = ux(Vu) (563)

kde u je modul vektoru rychlosti |u].
Sledujme nyni vyvoj této rovnice pii pohybu podél proudnice. Vynasobime proto rovnici
skalarné elementarnim vektorem ds , ktery lezi na proudnici
Vp 1 2
—-ds+=V(u“)-ds+ge,-ds=| ux(Vxu)|-ds, 5.64
P 2 ( ) 9€; [ ( )] ( )
ds ma smér proudnice, to znamena, Ze je také rovnobézné s mistnim vektorem rychlosti u.

Vektor u><(V>< u) je pak k tomuto sméru kolmy, proto vymizi prava strana rovnice (5.64).
Déle pro tlak plati vztah
vp-ds =P +-Pax, +Pax —dp. (5.65)
8Xl 6 2 a 3

Stejny vztah plati pro kvadrat rychlosti. MiZzeme tedy rovnici (5.64) dale ptepsat

2
d—p+d(u )+g dx, =0. (5.66)
Yo, 2
Tuto rovnici miiZeme nyni integrovat podél proudnice a pro nestlacitelnou tekutinu dostavame
znamy vztah nazyvany téz Bernoulliho rovnice nebo Bernoulliho teorém
2
P, g X, = H =konst, (5.67)
p 2
kde H je Bernoulliho konstanta.
Bernoulliho teorém plati podél proudnic (ty jsou pro stacionarni proudéni totozne
s trajektoriemi) a podél virovych ¢ar (vektorové cary pole w). Bernoulliho konstanta H
muze byt pro kazdou proudnici jina. Substituci dostavame vztah
VH =uxw, (5.68)
ktery nam fika, ze veli¢ina H je konstantni v celé oblasti tehdy, kdyZ vektorové pole u a w
jsou paralelni, tedy jinymi slovy proudnice a virové Cary splyvaji. DalSi moznosti je pfipad,
kdy je proudéni nevitivé, tedy vifivost je vSude a v kaZzdém okamZiku rovna nule.
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Z vySe uvedeného vyplyva, ze pouziti Bernoulliho rovnice se obecné omezuje na lami-
narni proudéni a pro turbulentni proudéni neplati. Pro homogenni turbulentni proud vsak 1ze
tento pristup pouzit pro stfedni hodnoty tlaku a rychlosti s tim, Ze je tfeba provést korekci
s ohledem na fluktuace. Do Bernoulliho rovnice pouzijeme stiedni rychlost U a modifikova-
ny tlak P podle (5.21).

5.5. Transport pasivniho skalaru

Pasivni skalar je takova veli¢ina, ktera je spojena pfimo s tekutinou a ktera neovliviiuje
jeji vlastnosti dalezité z hlediska dynamiky tekutin — tedy hustotu a viskozitu. Pasivnim skala-
rem muze byt napiiklad teplota nebo koncentrace urcité piimési za piedpokladu, ze zanedbé-
me vliv zmén této hodnoty na vySe uvedené materidlové veliciny.

Pro molekulovou difuzi pasivniho skalaru @ plati rovnice

D9 _ v, (5.69)
Dt

Vv piipad¢ difiize tepla, kdy @ je teplota tekutiny, mame na levé strané substancialni derivaci
@ podle Casu, x je potom obecné molekularni difuzivita, v tomto pfipad€ se jedna o tepelnou
difuzivitu (tj. molekularni tepelnou vodivost tekutiny). Tato rovnice neuvazuje dynamiku
proudéni, pouze molekularni efekty — napf. transport skaldru napfi¢ proudovym polem
Vv ptipad¢ laminarniho proudéni.

Proved'me kvalitativni analyzu této rovnice. Necht' L je typicky rozmér oblasti, A6 je
rozdil teplot a T je ¢asové métitko molekularniho prenosu skalaru. Potom plati fadova relace:

A6O AG L2
—~k— = T,~—. (5.70)
T, L K
Proces °molekularni difize je charakterizovan Schmidtovym c¢islem
sh=Y, (5.71)
K

pro piipad teploty jakozto pasivniho skaldru piechazi Schmidtovo ¢islo v Prandtlovo dislo.
Typicka velikost Prandtlova ¢isla béznych tekutin je v fadu jednotek (vzduch 0,7, voda 7).

Uvazujme nyni druhy piipad pfenosu skalaru pomoci turbulentniho proudéni tekutiny,
které miize byt generovano napt. vztlakovou silou pfi jejim lokalnim ohfevu. Nejvétsi struktu-
ry vznikajici v oblasti budou mit fadové rozmér této oblasti L a typicka rychlost proudéni
charakterizujici pohyby v tekutiné na téchto méfitkach je u. Casové méfitko charakterizujici
ptenos skalaru turbulentnimi pohyby nejvétsich méfitek bude fadove:

L
T, ~ " (5.72)

Vyjadfeme nyni fddovou velikost poméru casovych méfitek pfi molekularnim a turbu-

lentnim pienosu skalaru:

S . (5.73)

Pokud pfijmeme ptredpoklad, ze Prandtlovo ¢islo ma fad jednotek, mizeme tvrdit, ze po-
mér ¢asovych méfitek pii molekularnim a turbulentnim ptfenosu skalaru se fadoveé rovna veli-
kosti Reynoldsova ¢isla, které charakterizuje turbulentni pohyb tekutiny Re=Lu/v. Turbu-
lentni proudéni je charakterizovano vysokymi hodnotami Reynoldsova &isla (fadové 10° a
vice), jeho hodnota fadove urcuje urychleni procesu diflize vlivem turbulentnich pohybii.
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6. Vznik turbulence

Vznik turbulentniho proudéni v ur¢ité oblasti je podminén vznikem jisté situace ve
zkoumané oblasti.

Proces vzniku turbulence zplsobuje poruseni symetrii N-S rovnic. Vznikaji totiz riizné
vice ¢i mén¢ pravidelné periodické struktury, které zptsobuji, Ze symetrie posunuti v ¢ase ¢i
v prostoru plati pouze pro jisté diskrétni hodnoty tohoto posunuti, rovnajici se nasobkim pe-
riody struktur. Pti dostatecné velkém Reynoldsové ¢isle vzniké chaotické proudéni a symetrie
znovu nabyvaji na své platnosti, i kdyZ pouze ve statistickém smyslu.

Piechod laminarniho proudéni do turbulence miiZzeme pozorovat ve smykovych oblastech
ruznych typl pii zvySovani rychlosti proudéni. Cely proces je nastartovan vznikem nestability
systému vzhledem k ur¢itému druhu poruch. Velmi malé poruchy vsech typt jsou v proudici
tekuting vzdy pfitomny, je to dano povahou tekutiny, kterd se skldda z velmi velkého poctu
¢astic — molekul. Pohyb, ktery souvisi s molekularni strukturou tekutin (Browndv pohyb)
V sobé obsahuje vSechny mody a frekvence, které struktura umoznuje. Ma charakter bilého
sumu.

Ztréta stability laminarniho proudéni ma za nasledek vznik ur¢itych pravidelnych viro-
vych tutvart a jejich riist. Ten nejprve probihd podle linearniho scénéie, posléze se stale vice
uplatiiuje vliv nelinearit. Dochazi ke vzdjemnym interakcim jednotlivych struktur a jejich
Casti. V ur€ité fazi dochazi ke vzniku chovani, které je typické pro nelinearni systémy — ke
vzniku deterministického chaosu. Po homogenizaci v prostoru je proces piechodu do turbu-
lence ukoncen.

Budeme nyni podrobnéji zkoumat jednotlivé faze tohoto procesu. Nejprve vSak uvedeme
nekolik historickych informaci.

6.1. Reynoldsuv experiment

Osborn Reynolds popisuje ve svém véhlasném clanku zroku 1883 svilij experiment
zkoumani stability proudéni v potrubi kruhového prufezu pii vytoku ze zasobniku. Schéma
tohoto experimentu je na obr. 6.1. Reynolds dochazi k nasledujicim zavéram:

Obr. 6.1 — Reynoldstv experiment (originalni obrazek)

e Pokud je rychlost proudéni dostatecné nizka, prouzek barviva vytvari témét dokonalou
pfimou ¢aru uvnitt potrubi (viz obr. 6.1(a)).

e Pokud neni voda v z&sobniku dokonale klidna, prouzek se pifi stale nizké rychlosti
proudéni muze pohybovat v potrubi, nevytvareji se vsak pravidelné poruchy.
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e Kdyz je postupné v malych krocich rychlost proudéni zvySovéana, potom v ur¢itém misté
potrubi, avSak vzdy v dostate¢né vzdalenosti od vtoku, dochazi k nahlému promichani
barviva a k rovhomérnému obarveni tekutiny v celém prifezu potrubi (viz obr. 6.1(b)).
Dalsi zvysSovani rychlosti vede Kk piiblizovani bodu zhrouceni proudéni blize ke vtoku,
nikdy jej vSak nedosahne. Pii pouZiti jiskrového vyboje pro osvétleni oblasti zhrouceného
proudéni je zietelna soustava vice ¢i méné zietelnych virt rtznych velikosti (viz
obr. 6.1(c)).

Reynolds spravné rozpoznal kli¢ovou tlohu bezrozmérného rychlostniho parametru, kte-
ry nyni nazyvame Reynoldsovym ¢islem:

Re:%, (6.1)
|4

kde U oznacuje hodnotu rychlosti proudéni v trubce, d je prumér trubky a v je kinematicka
viskosita. Reynolds hledal ,kritickou” hodnotu tohoto parametru, kterd oddéluje rezimy
s vyskytem a bez vyskytu zhrouceni proudéni. Pfi tomto hledani zjistil, Ze celé zalezitost je
znacn¢ komplikovanéjsi. Podle jeho slov: ,,... kriticka rychlost je velmi citliva na pritomnost
poruch na vstupu do trubice ... nabizi se tedy hypotéza, Ze cely problém je problémem nesta-
bility poruch urcité velikosti a stability poruch menSich...“. Reynoldsovi se nakonec pe¢livym
provedenim experimentu podatilo ziskat stabilni proudéni pro Reynoldsova ¢isla kolem
13000. Pozdéji byly publikovany experimenty, kdy bylo pozorovéano stabilni proudéni trubici
pti Reynoldsovych ¢islech vétsich nez 90000. Pro srovnani: za ,,béznych* laboratornich pod-
minek bez specidlnich opatfeni se tato hodnota pohybuje okolo 2000. Dale Reynolds zjistil, ze
hodnota Reynoldsova ¢isla 2000 je hranici kdy se piivodné turbulentni proudéni vrati zpét do
laminarniho stavu. Vyse popsané vysledky experimenti 1 teoretické rozbory problému ukazu-
ji, Ze vyvinuté proudéni trubkou je stabilni vzhledem k infinitesiméalné¢ malym porucham pro
libovolnou hodnotu Reynoldsova ¢isla. Analogii k proudéni v trubici Ize schematicky znézor-
nit na obr. 6.2, (a) pfedstavuje stabilni stav, (b) indiferentni stav na mezi stability, (c) je nesta-
bilni stav, kdy sebemensi vychylka vede k nestabilité a kone¢né (d) je stav, ktery je stabilni
vzhledem k malym porucham a nestabilni vzhledem k velkym.

(a) (b) (© (d)

T

' Al

Obr. 6.2 — Schematické znazornéni stability

6.2. Teorie stability

Piejdéme nyni ke zkoumani otazek stability matematickymi prostifedky. Pfedpokladejme,
ze poruchy proudéni jsou infinitesimalné malé, takové, ze jakékoli souciny velicin o velikosti
fadu poruchy muzeme v matematickém modelu zanedbat. Jednd se tedy o linearizovany mo-
del, ktery v nékterych ptipadech dobie vystihuje chovani nékterych skuteénych nelinearnich
tekutinovych systému blizko meze stability. Stabilitu pfipadu, ktery je popisovan vyse, totiz
Poiseuilleovo proudéni potrubim, timto zptisobem vysetfovat nelze. Lze ale dobie modelovat
nékteré jiné ptipady, jako je Kelvinova-Helmholtzova nestabilita, Taylorova nestabilita, Bé-
nardova nestabilita a nékteré dalsi ptipady. Je vSak tfeba zdiiraznit, Ze linearizovany model 1ze
uspésné pouzit pouze za splnéni vychoziho predpokladu, Ze totiz poruchy proudu jsou infini-
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tesimalné, resp. velmi malé. Prakticky to znamend, ze pomoci linearizovaného modelu mu-
zeme uspésné predpoveédet hranici stability systému, jeho chovani za touto hranici jiz pfedpo-
veédét nelze, k tomu by bylo tfeba analyzovat Gplny, nelinedrni model.

Zakladnim pfistupem pii zkoumani hydrodynamické stability je pouziti linearniho mate-
matického modelu. Pfedpoklada se, Ze laminarni proudéni tekutiny je podrobeno vlivu urci-
tych poruch, které mohou byt bud’to pfinaSeny proudem (fluktuace rychlosti) nebo pfichazeji
ze stény (drsnost). Linearni teorie potom zkouma rychlost zmén téchto poruch v laminarnim
proudu. Zakladni otdzkou je, zda poruchy s ¢asem zanikaji ¢i zda v ¢ase rostou. Pokud maji
tendenci zanikat, je proudéni ,,stabilni*, pokud naopak rostou, potom je proudéni ,,nestabilni*
a je vytvoten zakladni ptedpoklad pro jeho piechod do turbulentniho stavu. Vlastnost stability
proudéni vzhledem K porucham je dana podminkami proudéni, zejména ma vliv Reynoldsovo
¢islo. Ukazuje se, Ze zpravidla se vzriistajicim Reynoldsovym ¢islem mé proudéni vétsi sklon
K nestabilité.

Rust poruch v ¢ase a v prostoru je podminéno vznikem oblasti s ,,absolutni nestabilitou®
(angl.: absolute instability). Oblast, ktera je absolutné nestabilni, se vyznacuje vlastnosti, ze
lokalné vlozena porucha je zvétSovana jak v Case, tak v prostoru. Vysledkem je, Ze v urcitém
casovém horizontu se porucha rozsiii na celou absolutné nestabilni oblast. Pfikladem absolut-
n¢ nestabilnich oblasti je uplav za Spatné obtékanym télesem.

Déle rozeznavame ,,konvektivni nestabilitu“ (angl.: convective instability), ktera je cha-
rakterizovana odplyvanim (konvekci) poruchy s proudem tak, ze po ur¢itém Case jiz porucha
nemuze ovlivnit proudéni v misté jejiho ptivodniho umisténi. Typickym piikladem je mezni
vrstva vznikajici pfi paralelnim obtékani tuhého povrchu.

Rist poruch pii absolutni a konvektivni nestabilité¢ systému je schematicky zobrazen na
obr. 6.3. Na svislé ose je ¢as, na vodorovné potom poloha poruchy v proudovém poli. Situace
(a) odpovida stabilnimu stavu — porucha se v ¢ase zmensuje. Obr. 6.3(b) piedstavuje konvek-
tivni nestabilitu, (c) je nestabilita na pomezi mezi konvektivnim a absolutnim typem, (d) je
potom zcela absolutni nestabilita.

¥ (a) ! () i (c) o (d)

Obr. 6.3 — Konvektivni a absolutni nestabilita

Dynamické systémy v souvislosti se stabilitou podléhaji hystereznimu chovani. Znamena
to, ze vlastnosti systému jsou dany nejen jeho stavem, ale také zptuisobem jak se do daného
stavu dostal. Prakticky to znamena, Ze pokud zkoumame stabilitu daného systému v zavislosti
na jednom vybraném parametru, typicky se jedna o Reynoldsovo ¢islo, potom pro danou hod-
notu tohoto parametru stabilita systému zavisi na tom, zda jsme dospéli k aktualni hodnoté
zvySovanim ¢i sniZzovanim parametru, ptipadné i jakym zpiisobem (jak rychle, ...).

6.2.1.Stabilita nevazkého proudeéni

Uvazujme rovinné proudéni nevazké tekutiny mezi dvéma rovnobéznymi deskami podle
obr. 6.4. Na obrazku je naznacen rychlostni profil, v piipadé nevazkého proudéni neplati
podminka nulové rychlosti na stén¢.
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‘ X,

U(x,)

Obr. 6.4 — Smykové proudéni nevazké tekutiny

Proudéni tekutiny je v tomto piipadé popsano Eulerovymi rovnicemi, v tomto piipadé
budou
ou
E+(u-v)u:—Vp, V-u=0. (6.2)
Jejich stacionarnim feSenim je zfejmé u, = [U (xz),0,0J rovnobézné smykové proudéni ve
sméru osy X S libovolnym prib&hem U (Xz) pii konstantnim tlaku p, v celé oblasti. Uvazuj-
me nyni rovinné poruchy rychlostniho pole u’=[u;,u;,0] a podobn¢ také p’ poruchy pole
tlakového. Dosadime nyni vztahy pro okamzité hodnoty rychlosti a tlaku do (6.2) a rovnice
kontinuity, po linearizaci a Upravach dostavame rovnice pro fluktuace
%+U %_Fu;d_uz_la_p,
ot 0x, dx, £ OX
Ny Ny 1P (6.3)
ot oX, P OX,
o ou, _
0%, OX,
Rovnice (6.3) mtizeme pouzit pro vypocet velikosti poruch v ¢ase pii zadani jistych po-
catenich podminek. Takovyto vypocet by byl pomérné naro¢ny a vysledky malo prehledné
s omezenou vypovidaci schopnosti o obecnych vlastnostech systému. Analyzu stability proto
provedeme pomoci modalni analyzy systému rovnic (6.3).

Protoze koeficienty rovnic (6.3) zaviseji pouze na X,, mizeme predpokladat jejich fese-

0.

ni, které je exponencialni funkci soufadnice X, a ¢asu t . Obecné bychom méli uvazovat po-
ruchy ve vdech 3 dimenzich, podrobnym rozborem problému vsak lze ukazat, ze nejméné
stabilni je rovinna porucha, jejiz tvar nezavisi na soufadnici X, . Toto je obsahem tzv. Squire-
ova teorému. Poruchy tedy uvaZzujeme ve tvaru

U1’(X11X2’t)=01(X2)eXp[i(KX1_a)t)]’
Up (X, Xy, 1) =0, (X, ) expi(xx, —at)], (6.4)
P (%, %,.t) = P(x,)exp[i (xx, —at) |

Stiiskou jsou oznadeny amplitudy, i je zde imaginarni jednotka a ¥ a @ jsou frekvence
V prostorové a casové oblasti. Fyzikéalni vyznam ma pochopitelné pouze redlnd ¢ast vyrazi
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(6.4). Z podminky, ze feSeni musi byt kone¢né pro x, — oo vyplyva, Ze konstanta « je redlné
¢islo. Frekvence fluktuaci v ¢ase @ je ovSem obecné komplexni ¢islo @ =, +iw,. Vyraz
(6.4) tedy ptedstavuje viny, které se pohybuji prostorem ve sméru osy X, fazovou rychlosti
rovnou o, a které v dase rostou &i se zmensuji jako vyraz exp(at). O stabilite téchto vin mii-
zeme rozhodnout podle kritéria, které sleduje hodnotu imaginarni ¢asti frekvence @ . Pokud je
@,<0, potom jsou vIny v ¢ase stabilni a postupné zanikaji, pro @ >0 vIny rostou a jsou nesta-
bilni, ®=0 charakterizuje neutralné stabilni ptipad na mezi stability.

Nyni dosadime vyrazy (6.4) do rovnic (6.3) a dostaneme soustavu tii oby¢ejnych dife-
rencialnich rovnic

“i(0-Ux)d, +U T, =~ Zixp,
Yo,
. .1,
-i(0-Uxk)l,=—=17', (6.5)
Yo,

ixl, + U, =0.
Zde . znaci derivaci podle X,.
Z rovnic (6.5) Ize vylou¢it p a U, potom dostavame

ag{ U —KZ}azzo, (6.6)

 —

S okrajovymi podminkami U, =0 na sténg, tedy pro X, =*L.
Touto rovnici, kterd byva nazyvana Rayleighovou rovnici, je definovan standardni
Sturm-Liouvilletv problém vlastnich hodnot @. Problém vlastnich hodnot miizeme fesit pro

jakykoli dany profil stiedni rychlosti U (Xz) a rozhodnout tak o jeho stabilité. Lord Rayleigh

jiz roku 1880 navrhl kvalitativni analyzu rovnice (6.6), ktera definuje postacujici podminku
pro stabilitu profilt stfedni rychlosti.

Vynasobme rovnici (6.6) veli¢inou (i, kterd je komplexné sdruzend k amplitudé U, a pro-
ved’'me integraci napti¢ kanalem, potom dostavame

QG xU ~ 12
j 7 dx, +J [ Y —K2i||LI2| dx, =0. (6.7)
Integrujeme po Castech

[oca, T, - [ Jo o, +f | 2

Prvni ¢len na levé strané musi byt roven 0, protoze U, i 0, jsou na sténach nulové. V rovnici

— —Kﬂmzr dx, =0. (6.8)

mame tedy jedinou komplexni veli¢inu, kterou je frekvence @ = o, +iw, . Dosad’me tedy tuto

hodnotu do rovnice (6.8)
H KU n R
! ) K2}|u2|2 dx, =0 (6.9)

a zkoumejme nyni oddélené imaginarni a realnou ¢ast rovnice, které musi byt ob¢ splnény.
Imaginarni ¢ast rovnice (6.7) ndm dava

KJ.L|

Predpokladejme nyni, Ze existuje aspon jeden mod, ktery je charakterizovan @ >0, kdy do-

~dx, =0. (6.10)

chazi k exponencialnimu rtstu vin v ¢ase. Podle vztahu (6.10) je to mozné pouze za piedpo-
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kladu, Ze je nulovy integral. To vSak muZe nastat pouze za predpokladu, Ze veli¢ina U "(Xz)

méni znaménko nékde v intervalu —L <x, <L.

Tato skute¢nost je obsahem Rayleighova teorému o inflexnim bodu:
Nutnou podminkou pro linearni nestabilitu smykového proudeéni nevazké tekutiny

s profilem stFedni rychlosti U (X,) je zména znaménka U"(X,) nékde v proudu.

Zduraznéme, ze ptitomnost inflexniho bodu na profilu stfedni rychlosti je nutnou pod-
minkou pro nevazkou nestabilitu proudéni vzhledem k infinitesimalné malym porucham, neni
vSak podminkou postacujici!

Podobnym zptisobem lze analyzovat také realnou ¢ast rovnice (6.7), vysledem je Fjartof-
tiv teorém:

Nutnou podminkou pro nestabilitu je, aby platila nerovnice U"(U -U, )< 0 nékde uvniti

proudového pole, kdy x,, je bod, kde U”=0 a U, =U(x,,).
Tato podminka je silngjsi nez Rayleighova. Nékteré ptipady profili stiedni rychlosti
proudéni nevazké tekutiny, které jsou nestabilni podle Rayleighova kriteria mohou byt stabil-

ni podle kriteria Fjortoftova. Pfiklad profild rychlosti pti nevazkém proudéni kandlem je na
obr. 6.5.

Obr. 6.5 — Profily rychlosti pii nevazkém proudéni kanalem
(a)-(c) stabilni, (d) mozZna nestabilita

Profily na obr. 6.5(a) a (b) jsou stabilni, protoze U"” >0 resp. U" <0 v celé oblasti a
neméni tedy znaménko. Profil na obr. 6.5(c) je také stabilni, protoze ackoli U/=0 a je tak

splnéna Rayleighova podminka, dle Fjgrtofta je profil stabilni nebot plati U"(U-U,)> 0

v celé oblasti. Pouze profil (d) je nestabilni podle obou kriterii.

Typickymi praktickymi ptipady proudéni vykazujici profily s nevazkou nestabilitou je
vytok paprsku do klidného prostiedi nebo tplav za t€lesem. Naopak stabilni podle téchto kri-
terii je proudéni v kanéle nebo mezni vrstva bez pfitomnosti gradientu tlaku, protoZe odpovi-
dajici rychlostni profil nema inflexni bod.
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6.2.2.Stabilita vazkého proudéni

Teorie stability nevazkého proudéni je relativné dobie propracovana. Otazkou vsak je, do
jaké miry lze vysledky této analyzy aplikovat na ptipad proudéni realné tekutiny, kterd je
vzdy vazka. Kvalitativni vliv vazkosti na vysledky ziskané pomoci teorie nevazké stability
formuloval jiz Osborn Reynolds:

e Proudéni nevazké tekutiny mize byt nestabilni, zatimco proudéni vazké tekutiny za stej-
nych podminek je stabilni. Vazkost tedy stabilizuje proudéni.

e Proudéni nevazké tekutiny muze byt stabilni, zatimco proudéni vazkeé tekutiny za stejnych
podminek je nestabilni. Zde je vazkost pfi¢inou nestabilniho chovani.

Z téchto dvou do zna¢né miry protichiidnych tvrzeni je ziejmé, Ze vysledky stabilitni ana-
lyzy provadéné pro nevazkou tekutinu je nutno brat s rezervou. V dalSim se pokusime ukazat
vliv vazkosti na stabilitu proudéni.

Vysetfovani stability proudéni vazké tekutiny budeme provadét podobnym zpusobem ja-
ko pro nevazkou tekutinu. Misto Eulerovych rovnic vSak pro nas nyni budou vychozim bo-
dem rovnice N-S. Pfedpokladejme opét rovinné proudéni. Zaved'me pro poruchové rychlosti
proudovou funkci w pomoci definice:

U =0y/0X,, Uy=—0y/0X, . (6.11)
Ptedpokladejme poruchovou proudovou funkei ve tvaru
v =y (%,)exp[i(xx —at)]. (6.12)

Okrajové podminky nyni obsahuji také podminku nulové normalové i te¢né poruchové rych-
losti na sténg, je tedy ve tvaru y =y'=0 pro x, =£L . Vysledna rovnice ma potom tvar

iv (57" = 252" + 54 )+ (kU — @) (5" %7 ) —xU " = 0. (6.13)

Jedna se o Orrovu-Sommerfeldovu rovnici, ktera byla odvozena jiz v roce 1907 a je ekviva-
lentem Rayleighovy rovnice pro vazké proudéni. Je to obyéejna linedrni diferenciélni rovnice
4. fadu, pro kterou fesime problém vlastnich hodnot @ .

Uvazujme Poiseuillovo proudéni v rovinném kanalu. Proudéni vznika pisobenim tlako-
vého gradientu podél kanalu. Vyvinuté Poiseuillovo proudéni ma parabolicky profil stiedni
rychlosti

U (%,)=U . [1—)%. (6.14)

PovS§imnéme si, ze profil stiedni rychlosti nema inflexni bod a je tedy podle nevazké teorie
stability stabilni. ReSeni problému stability pfi uvazovani vazkosti je na obr. 6.6.
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Rekb Reka Re

Obr. 6.6 — Stabilitni diagram pro (a) Poiseuillav profil a (b) profil s inflexnim bodem

Diagram na obr. 6.6 ukazuje oblasti kladné imaginarni ¢asti @, komplexni frekvence o,
ktera odpovida nestabilnimu vyvoji poruch, v roviné parametr vinového ¢isla x a Reynold-
L/v . Ptipad (a) na obr. 6.6 odpovida parabolickému rychlostnimu profilu
rovinného Poiseuillova proudéni, ptipad (b) potom ukazuje proudéni charakterizované profi-
lem stfedni rychlosti s inflexnim bodem (napft. paprsek vytékajici do klidné tekutiny). Pti pie-
kro¢eni kritického Reynoldsova ¢isla Re, muze dojit k ristu poruch s odpovidajicim vino-

sova Cisla Re=U

vym ¢islem. U Poiseuillova proudéni v rovinném kanalu je hodnota Re,, =5772. Obecné

plati, Ze u profilu rychlosti, ktery je podle nevazké teorie stabilni (a) je oblast vazké nestabili-
ty podstatné mensi a nastava pii vysSich hodnotach Reynoldsova Cisla nez v ptipad¢ profilu
nestabilniho podle nevazké teorie (b).

Na ptikladu Poiseuillova proudéni lze ukazat dvoji vliv vazkosti na jeho stabilitu. Jednak
ma vazkost stabilizujici vliv, protoZe ze stabilitni analyzy s uvazovanim vazkosti bylo ur¢eno
kritické Reynoldsovo ¢islo, zvySime-li hodnotu kinematické vazkosti v, mé to za nasledek
zvyseni kritické rychlosti. Na druhou stranu ma vazkost destabilizujici ucinek, protoze
z nevazké analyzy vyplyvda, Ze Poiseuillovo proudéni je vzdy stabilni, kdeZto uvaZzovanim
vazkosti dojdeme ke konecné hodnoté kritického Reynoldsova Cisla.

6.2.3.Druhy hydrodynamické nestability
V této kapitole ukazeme nékteré druhy nestabilit proudéni za jistych specifickych podmi-
nek. Predstavena proudova pole jsou prvni fazi pfechodu do turbulentniho stavu.

6.2.3.1. Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Jedna se o nejjednodussi, ilustrativni pfipad smykového proudu, u n¢hoz mize dojit ke
ztraté stability. Pfesto vSak se tento typ nestability velmi Casto vyskytuje v praxi, napt. pii
obtékani kiidel, pfi odtrzeni mezni vrstvy nebo ve zvrstvené atmosféte. Casto se vyskytuje na
hranici dvou tekutin riznych fyzikdlnich vlastnosti. Situaci schematicky naznacuje obr. 6.7.
V proudu v blizkosti hranice vznikaji poruchy tlaku, pfetlak (+) a podtlak (-), tim vznika de-
formace hranice ve tvaru periodickych virovych struktur.
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Obr. 6.7 — Schéma vzniku Kelvinovy-Helmholtzovy nestability

Matematicky lze stabilitu této volné smykové vrstvy fesit podobné jako piipad mezni
vrstvy (viz vyse). Miizeme uvazovat po¢atedni rychlostni profil Uy (X,)=tanh(x,). Lze po-
tom aplikovat Orrovu-Sommerfeldovu rovnici, kterd vede na stabilitni diagram, ktery je
schematicky uveden na obr. 6.8. Podle tohoto diagramu je volna smykova vrstva nestabilni
pro libovolnou hodnotu Reynoldsova ¢isla Re, =U_-d /v (d je pfiény rozmér smykové ob-
lasti). Pro rostouci Re, se zvétSuje interval nestabilnich vlnovych ¢isel x, az pro dostatecné
vysokd Reynoldsova Cisla dosahne své maximalni asymptotické hodnoty. Rychlost riistu po-
ruch @, vtomto ptipadé obecné klesa s klesajicim Re,. Na rozdil od ptipadu mezni vrstvy

V tomto pfipad¢ horni vétev neutralni kiivky stale stoupa. Treni ve volné smykové vrstvé pu-
sobi proti ztraté stability, vzhledem k porucham s velkymi vlnovymi ¢isly (malé rozruchy) je
proudéni stabilni.

Re,

Obr. 6.8 — Stabilitni diagram pro volnou smykovou vrstvu

Skuteény, experimentalné ziskany vzhled volné smykoveé vrstvy za podminek Kelvinovy-
Helmholtzovy nestability je na obr. 6.9.
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Obr. 6.9 — Kelvinova-Helmholzova nestabilita

6.2.3.2. Rayleighova-Bénardova nestabilita
Pfi tomto typu proudéni je ptivodné klidna tekutina uzaviena v nadobé, jejiz spodni sténa
je ohfivana. Vlivem zmén hustoty tekutiny pfi jejim ohiivani dochdzi v gravitanim poli
k pohybu tekutiny uvnitt nadoby. Parametrem, ktery uréuje obraz proudéni v nadob¢ je Ray-
leighovo ¢islo
ATL®
Ra=%92°C (6.15)
Sv
kde « je soudinitel tepelné roztaznosti tekutiny, 9 je soucinitel tepelné diftize, g je gravitac-

ni zrychleni, AT je rozdil teploty dna a vika nadoby a L je svisly rozmér nadoby. Ray-
leighovo ¢islo vyjadiuje pomér gravitacnich a vazkych sil.

Pii vzniku nestability mlizeme pozorovat typické houbovité struktury — viz obr. 6.10.
Dalsi fazi Rayleighovy-Bénardovy nestability je vznik oblasti rotujici tekutiny mezi zahiiva-
nou a chladnou sténou, tak jak bylo ukézano na obr. 3.6 v kapitole o deterministickém chaosu

a Lorenzové systému.
\¥ F k qrr
% e g

Obr. 6.10 — Taylorova-Couettova nestabilita

Na obr. 6.11 je stabilitni diagram uréujici oblast nestability v rovin¢ Rayleighovych ¢isel
Ra a vlnovych ¢isel x. Minimalni hodnota Rayleighova ¢isla pro nestabilitu Ra, je 1707 a

odpovidajici vinové ¢islo, které je urcujici pro rozmér vznikajicich bunék je x, =3,12.
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Obr. 6.11 — Stabilitni diagram Rayleighovy-Bénardovy nestability

Pii pohledu na proudéni mezi sténami svrchu mizeme pozorovat pravidelnou ,,bunéc-
nou* strukturu ve tvaru pravidelnych Sestitthelnikt. Tekutina stoupa stfedem, na okrajich po-
tom kleséa dolli. Fotografie vizualizace ze skute¢ného experimentu je na obr. 6.12.

Obr. 6.12 — Stabilitni diagram Rayleighovy-Bénardovy nestability

6.2.3.3. Taylorova-Couettova nestabilita

Tento typ nestability vznika pfi vzajemné rotaci dvou souosych valcli, mezera mezi nimi
je naplnéna vazkou tekutinou. Proudéni je charakterizovano Taylorovym ¢islem, které vyja-
dfuje pomér odstiedivych a vazkych sil. Jeho definice je
_O°RP

v: o
kde Q je uhlova rychlost otaceni vnitiniho valce, R je polomér vnitiniho valce, | je Sitka
mezery mezi vélci a v je kinematicka vazkost tekutiny. Schéma proudéni v mezete mezi val-
ci po ztraté stability je naznaCeno na obr. 6.13.

Kriticka hodnota Taylorova ¢isla Ta, je kolem 1708, pro vy3si hodnoty vznikaji prsten-

Ta

(6.16)

cové virové struktury v mezetfe mezi valci, odpovidajici vlnové ¢islo je x, =3,12. Hodnota

vlnového ¢isla stoupa se stoupajicim Taylorovym ¢islem. VInova délka 4 na obr. 6.13 je sva-
zdna s vinovym &islem x vztahem: x =27z/A.
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Obr. 6.13 — Taylorova-Couettova nestabilita

6.2.3.4. Gortlerova nestabilita

Tento typ nestability je velmi podobny pfedchozimu ptipadu. Nestabilita vznika pii prou-
déni podél konkavné zaktivené stény, v problému opét vystupuji odstiedivé a vazké sily, je-
jich pomér vyjadiuje Gortlerovo cCislo

V2

U

Go= Y0 (ﬁj , (617)
v \R

kde U_ je rychlost proudéni mimo mezni vrstvu, @ je poSinovaci tloustka mezni vrstvy, R je

polomér zakiiveni stény a v je kinematickd vazkost tekutiny. Situace je zndzornéna na
obr. 6.14. Pti této definici Gortlerova Cisla je jeho kritickd hodnota potfebna pro vznik viro-
vych struktur asi 0,3.

Obr. 6.14 — Gortlerova nestabilita

Stabilitni diagram v roviné Gortlerovych ¢isel Go a vinovych ¢Cisel x periodickych po-
ruch orientovanych v piicném sméru je na obr. 6.15. Vztah vinového ¢isla a vinové délky

zobr. 6.14 je k =27/ 7.
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Obr. 6.15 — Stabilitni diagram Gortlerovy nestability

6.2.3.5. Tollmienova-Schlichtingova nestabilita

Tollmienova-Schlichtingova nestabilita nastdvd v mezni vrstvé pii dosazeni kritické hod-
noty Reynoldsova ¢isla

Re, = 22X (6.18)

kde U_ je rychlost proudéni mimo mezni vrstvu, X, je vzdalenost od nab&né hrany a v je
kinematicka vazkost tekutiny.

Reynoldsovo ¢islo mtize byt definovano dvojim zptisobem, bud’to se za délkovy parametr
bere vzdalenost od nab&ézné hrany X, nebo tloustka mezni vrstvy 6. Definice jsou ekviva-
lentni, pouze ¢iselné hodnoty takto definovanych Reynoldsovych ¢isel jsou rozdilné. Mezi
délkovymi parametry totiz pro laminarni mezni vrstvu plati vztah 6 ~ xl\/RTJX :

Tollmienovy-Schlichingovy viny jsou piedstavovany viry V mezni vrstvé orientovanymi
ve sméru kolmém ke sméru proudéni, tj. x,. Kritickd hodnota Reynoldsova ¢isla je pro ptipad

laminarni mezni vrstvy na desce bez piitomnosti tlakového gradientu asi Re, =10° (tato hod-

nota odpovida Reynoldsové ¢islu definovanému pomoci tloustky mezni vrstvy asi 500).
Timto typem nestability se budeme podrobné zabyvat v nasledujicim odstavci 6.3., ktery
pojednava o ptechodu do turbulence.

6.2.3.6. Uplavy za télesy

Za ,Spatn¢ obtékanymi télesy* (angl.: bluff body) vznikaji oblasti zabrzdéné tekutiny, kde
muze dochazet 1 ke zpétnému proudéni. Na hranicich mezi zabrzdénou a proudici tekutinou
vznikaji smykové oblasti, ve kterych mize vzniknout nestabilita Kelvinova-Helmholtzova

vvvvvv

uplavu prostiednictvim tlakovych signala, vysledkem jsou kvazi-periodické struktury — ,,von
Karméanova-Bénardova virova stezka“ (angl.: von Karman-Bénard vortex street) — viz
obr. 3.12.

Stabilitni diagram pro tento piipad je naznacen na obr. 6.16 a pfedstavuje situaci v roviné

vlnovych ¢isel x a Reynoldsovych ¢isel Re, o, je imaginarni slozka frekvence. Reynoldso-
vo ¢islo je definovano obvyklym zplisobem na zaklad¢ pticného rozméru télesa. Nestabilita se
projevi pro Reynoldsova ¢isla vétsi nez je kritickd hodnota Re_, odpovidajici vlnové ¢islo je
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k. . Napfiklad pro pfi¢né obtékany kruhovy valec je Re =44, kdy se do té doby stabilni viry
stivaji nestabilnimi a vznika von Kérménova-Bénardova virova fada (viz Obr. 3.13).

K
@,=0
o, <0 0 >0
o 7 |
Rie Re

Obr. 6.16 — Stabilitni diagram Uplavu

Dal$im piipadem jsou paprsky vyfukované do klidného prostiedi, situace je ovsem obré-
cena nez v piipad¢ uplavu — Vv oblasti paprsku je vysoka rychlost, mimo je rychlost proudéni
velmi mald (blizi se k0). Stabilitni diagram vychazi kvalitativné velmi podobny jako
Vv ptipad¢ tUplavu na obr. 6.16., kritické Reynoldsovo ¢islo definované pomoci priiméru usti

trysky je nyni asi 500.

6.2.3.7. DalSi nestability

Existuje cela fada dalSich nestabilit riznych typd. Jako ptiklad uved'me Rayleighovu-
Taylorovu nestabilitu, ktera vznika za pfitomnost dvou tekutin riznych hustot za pusobeni
gravitace nebo Saffmanovu-Taylorovu nestabilitu, ktera vznika pfi miseni dvou chemicky
nereagujicich tekutin, které se lisi viskozitou.

Obecné plati, ze proudéni ve smykové oblasti libovolného typu ztrati svou stabilitu za
podminky, Ze objemové sily (setrvacné, odstiedivé, vztlakové,...) pusobici na tekutinu nabu-
dou pievahu nad silami vazkymi.

6.3. Prechod do turbulence

Ztratu stability proudéni daného typu mizeme povazovat za prvni fazi piechodu proudéni
do turbulence, nasleduje scénat vlastniho prechodu smykové oblasti do turbulence. Ukazuje
se, ze tento scénaf ma urcité rysy, které jsou spole¢né pro vSechny piipady probirané vyse.
Jevy spojené s prechodem smykovych vrstev do turbulence budeme demonstrovat na ,,kano-
nickém® piipadu mezni vrstvy na rovinné desce bez piitomnosti tlakového gradientu.

Ve smykové oblasti vystavené ptisobeni poruch mohou nastat dva rizné scénate precho-
du do turbulence.

Pokud je amplituda poruch vznikajicich vn&j$im buzenim ,,mald“, potom mizeme pozo-
rovat viceméné pravidelné oscilace souvisejici s prostorovymi strukturami vinového charakte-
ru, které vznikaji pon€kud po proudu od jistého kritického bodu. Tyto viny maji podobu urce-
nou vlastnimi tvary dané laminarni smykové vrstvy. Prvni faze jejich vyvoje mize byt dosta-
te¢né piesné popsana pomoci linearizovaného modelu. Pravidelné utvary se zvétsuji, oscilace
se zesiluji, stale vice se uplatiiuje nelinedrni charakter, proces kon¢i rozpadem pravidelnych

8 kanonické“ piipady jsou takové, které jsou obvykle definovany pomoci velmi jednoduchych okrajovych &i
pocatecnich podminek, v literatufe existuje velké mnozstvi srovnavaciho materialu popisujiciho tyto pfipady.
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struktur a vznikem turbulence. Tento scénaf byva nazyvan ,,piirozeny prechod do turbulence
(angl.: natural transition).

Pokud je amplituda vnéjSiho buzeni ,,dostatecné velka“, potom jsou nastartovany piimo
nelinedrni procesy a velmi zahy je proces pfechodu do turbulence ukonéen. Odtud nazev to-
hoto procesu — ,,zkraceny prechod®, anglicky vyraz pro tento jev — bypass transition — potom
vyjadiuje skute¢nost, Ze linearni faze prechodu viibec nenastava, je preskocena (bypassed).

Skute¢nost, Ze chovani smykové vrstvy je zavislé na amplitudé poruch, kterym je vysta-
vena, souvisi s nelinedrnim charakterem problému. Lépe neZ lineéarni stabilita charakterizuje
vlastnosti smykové vrstvy jeji ,,receptivita®“ (angl.: receptivity). Tato vlastnost smykové oblas-
ti ukazuje jeji vyvoj za pasobeni skutecnych poruch, které jsou charakterizovany frekvenci a
amplitudou konec¢né velikosti.

6.3.1. Pfirozeny prechod do turbulence

Zakladni scénaf prechodu laminarniho proudéni do turbulence je schematicky ukazan na
obr. 6.17 pro piipad mezni vrstvy na desce v pohledu kolmo k desce. Tekutina proudi podél
desky laminarné (pozice @) rychlosti U_, dokud se jeji pohyb v jistém misté, ozna¢eném jako
Re_;. , nhestane nestabilnim. Déle po proudu jsou v mezni vrstvé generovany rovinné poruchy
(pozice @) zndmé jako Tollmienovy-Schlichtingovy viny, které se vlivem sekundérnich ne-
stabilit rychle vyvijeji v prostorove poruchy trojuhelnikového tvaru (pozice ®). Z nich potom
vznikaji prostorové ,,vlase¢nicové viry* (angl.: hairpin vortex) (pozice @), které maji tenden-
ci se rozpadat. Dale rostou a interaguji spolu, tim vznikaji v prostoru nahodné distribuované
»skvrny turbulence* (angl.: turbulence spots) (pozice ®), nakonec vznika zcela vyvinuta
mezni vrstva (pozice ®). Tim je piechod do turbulence ukoncen.
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Obr. 6.17 — Schéma piirozeného piechodu mezni vrstvy na rovinné desce z laminérniho stavu
do turbulence

Chovani poruch v oblasti raného stadia piechodu (pozice @ az ®) lze popsat linearizo-
vanym modelem, rist poruch je tedy v ¢ase exponencialni. Trojuhelnikové sekundarni nesta-
bility z obr. 6.17 odpovidaji klasické topologii poruch, jsou fazeny za sebou, jedna se o K-typ
(Klebanoff). Dalsi moznosti je vyraznéjsi uplatnéni subharmonickych procest, potom dosta-
vame prostiidanou Sachovnicovou topologii struktur, scénaf potom nazyvame H-typ (Her-
bert). Vizualizaci téchto struktur uvadime na obr. 6.18. Zobrazena je oblast ztraty stability,
tekutina proudi zleva doprava. Existuji i dalSi typy struktury proudéni v této oblasti, jejich
konkrétni tvar Gzce souvisi s charakterem poruch, které jej vyvolaly. V kazdém ptipadé do-
chazi v této fazi k vyznamnému protahovani virovych struktur a tim ke generovani vifivosti.
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Obr. 6.18 — Schéma sekundarnich nestabilit typu K (vlevo) a H (vpravo)

Déle po proudu (pozice @) je dosazeno mezni amplitudy téchto pravidelnych poruch,
Vv této fazi lze zjistit stale rostouci odchylky od chovéni predpovézeného na zékladé linearni
teorie. Tvar vlase¢nicovych vird je stale pravidelny, ma periodicky charakter po rozpéti a je
schematicky ukazan na obr. 6.19. Na obr. 6.19a je pocate¢ni porucha, tera se dale vyviji
V typicky vlase¢nicovy vir s ¢elem a rameny (obr. 6.19b) a dale na obr.6.19¢ vlivem sekun-
darni nestability vznikaji vedlejSi struktury. Ramena vlase¢nicovych vird se ptiblizuji, az spo-
lu vzajemné interaguji a dochazi k rozpadu celé struktury, vznikaji skvrny turbulence.

Celo
Vedlejsi vir

~
\ Rameno /{
x
%
e
(a) (b) (c)

Obr. 6.19 — Vyvoj Tollmienovy-Schlichtingovy nestability, vlase¢nicovy vir

Vznik skvrn turbulence je proces nadhodny jak v prostoru, tak v ¢ase, tyto utvary vsak
maji zcela pfesné definovany tvar a vyvoj. Frekvence vzniku skvrn turbulence po proudu
stoupa, aZ je jimi zaplnén cely prostor — vznikd vyvinutd turbulentni mezni vrstva. Na
obr. 6.20 je vlevo fotografie povrchu vodniho pfechodového proudu, v pravé ¢asti obrazku je
schéma turbulentni skvrny. Pozice 1 oznacuje piedni pfevislou ¢ast, 2 je turbulentni jadro, 3 je
bocni okraj, 4 je oblast zklidnéni za skvrnou turbulence, 5 je polovi¢ni thel rozSifovani skvr-
ny a 6 je pficny pievis.

Obr. 6.20 — Skvrna turbulence

Misto, kde se vyskytuji prvni skvrny turbulence, byva ozna¢ovano za ,,poc¢atek prechodu*
(angl.: onset of transition). Toto misto lze identifikovat jednak ze zdznamu signalu pomoci
sondy se zhavenym dratkem, ale také pomoci méficich metod umoziujicich vyhodnoceni
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pouze Casové stfednich veli¢in jako jsou pneumatické metody méteni tlaku. V bod¢ pocatku
prechodu totiz mizeme pozorovat pocatek poklesu tvarového parametru, zatimco stfedni hod-
nota povrchového tfeni se zde zacCina odchylovat od hodnot typickych pro laminarni mezni
vrstvu. V piechodové oblasti frekvence vyskytu skvrn turbulence stale roste, az tyto skvrny
rovnomérné vyplni celou oblast. Tim je proces piechodu do turbulence ukoncen. Oblast vyvo-
je skvrn turbulence je charakteristickd vyskytem intermitentniho signdlu pfi bodovém méfteni
rychlosti. V ¢asovém zaznamu signalu se vyskytuji tseky laminarniho i turbulentniho charak-
teru podle toho, jak skvrny turbulence prochazeji mistem méfeni. Ptiklad takového signalu je
na obr. 6.21. Misto o usecich ,,Jaminarniho* a ,,turbulentniho* signalu je zde spiSe namisté
hovofit o usecich s ,,nizkou turbulenci* a ,,zvySenou turbulenci.

u,

Obr. 6.21 — Intermitentni signal

U intermitentniho signélu se vyhodnocuje ,,sou¢initel intermitence” (angl.: intermittency
coefficient) y, ktery je definovany jako pomér souétu ¢asovych usekd, v nichz se vyskytuje

turbulentni signal T, k celkové dobé pozorovani T

y=TT. (6.19)
Hodnota y =0 znamena, Ze signdl ma zcela laminarni charakter, =1 odpovida zcela turbu-
lentnimu signalu, intermitentni signal je charakterizovan hodnotou 0 <  <1.

Pro ptipad ptechodu do turbulence mezni vrstvy na rovinné desce piedstavuje velikost li-
nearni oblasti asi 75 az 85 procent vzdalenosti mezi ndbéznou hranou a zacatkem prechodu do
turbulence, oblast nelinearnich efektl je tedy velmi kratka.

V ptipadg, ze Casové stiedni proudové pole ma prostorovy charakter (naptiklad u Sipovi-
tého ktidla), linearni faze procesu prechodu se prakticky nelisi. Rozdilné vSak je chovani ne-
stabilnich vin, které se nyni §ifi riznymi sméry. Podle linearni teorie je smér nejméné stabil-
niho $ifeni vln urcovan zrychlenim ¢i zpomalenim proudéni v daném sméru. Zvlastnosti ne-
stability prostorového proudéni je, Ze poruchy s nulovou frekvenci (tedy s konstantni ampli-
tudou) se stavaji velice nestabilnimi, jakmile pti¢na rychlost piekro¢i urCitou mez.
V experimentech tyto stacionarni poruchy mizeme zviditelnit, jedna se o viceméné pravidel-
n¢ rozmisténé pruhy ve sméru proudéni.

O nelinearnim mechanismu vyvoje nestabilit pro prostorové piipady, ktery vede
k pfechodu do turbulence je toho v soucasné dobé znamo pouze velmi malo. Jasné je pouze
to, Ze oblast, ve které nelinearni efekty hraji dominantni roli, je v pfipadé prostorového prou-
déni podstatné vEétsi nez v piipad¢ proudéni rovinného.

6.3.2. Zkraceny prechod do turbulence

Pfed rokem 1940 nebyli experimentatofi schopni identifikovat Tollmien-Schlichtingovy
viny jakoz i nasledné sekundarni nestability v mezni vrstvé. Mé&lo se za to, Ze prechod je zpi-
soben jinym typem poruch a jinymi mechanismy jejich ristu. Morkovin (1969) prohlasil, ze
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,mizeme mechanismus Tollmienovy-Schlichtingovy vin zcela pieskocit (angl.: bypass)”,
tento typ piechodu do turbulence se od té doby nazyva ,,bypass transition*, ¢esky ,,zkraceny
piechod”. Pti zkraceném piechodu se uplatiiuje pfimo nelinearni mechanismus rtstu poruch,
ktery v klasickém scénaii nastupuje az v pozdéjsich fazich prechodu ® a ® (viz obr. 6.17).
Pozdéji se ukazalo, ze tento mechanismus skutecné miize byt nastartovan velkymi poruchami,
napt. vysokou Urovni okolni turbulence. Nemodalni rist poruch mtze vést k turbulenci pfi
mnohem nizsich Reynoldsovych Cislech, zdanlivé se pfitom zcela preskoc¢i exponencidlni rist
modalnich vin.

Dnes je jiz jasné, Ze vSechny vySe uvedené scénaie zahrnuji v té ¢i oné mife stejné prvky
a mechanismy, které souviseji se vznikem a vyvojem koherentnich struktur ve smykové vrst-
v&. Vlasecnicové viry hraji rozhodujici roli i v pfipadé zkraceného piechodu do turbulence a
také v procesu samoudrzovani turbulentniho proudéni, jak bude ukazano dale. Rozdil je vSak
v tom, Ze se tyto struktury vyskytuji v téchto ptipadech zcela nepravidelné v prostoru i v ¢ase.

Zkraceny piechod proudéni ve smykové vrstvé do turbulence nastava v ptipadé velkych
poruch pusobicich na proudéni a souvisi s nelinearnim charakterem celého procesu. V ptipadé
mezni vrstvy se mize jednat o poruchy v nabihajicim proudu, ktery je jiZ turbulizovan nebo o
poruchy pronikajici do mezni vrstvy ze stény. V tom piipad€ mize jit o drsnost povrchu nebo
o jeho vibrace. Neni exaktné definovana hranice mezi ,,malymi“ poruchami, vedoucimi ke
scénafi prirozeného pirechodu a ,,velkymi®, které zpisobi zkraceny pfechod do turbulence.
Pokud se jedna o poruchy v nabihajicim proudu, pak tato hranice je orienta¢n¢ asi 1 % pro
intenzitu turbulence. V kazdém ptipadé dojde k podstatnému zkraceni oblasti pfechodu mezni
vrstvy do turbulence, délka piechodové oblasti muze byt v piipadé zkraceného piechodu pod-
statné kratsi, oblast vyvinutého turbulentniho proudéni se mize velmi ptiblizit k bodu ztraty
linearni stability. Na obr. 6.22 je piiklad experimentalné ziskané zavislosti Reynoldsova ¢isla

pocatku ptechodu do turbulence v mezni vrstvé na rovinné desce Re, definovaného pomoci
posinovaci tloustky mezni vrstvy na intenzité fluktuaci rychlosti v nabihajicim proudu Tu.
Reynoldsovo &islo ztraty linearni stability je pro tento ptipad Re,. =163. Pov§imnéme si, Ze

pii vysokych intenzitdch turbulence nabihajiciho proudu muize proces prechodu zacit jesté
pfed mistem ztraty stability podle linearni teorie. Je to dano tim, Ze také proces ztraty stability
je ve skutec¢nosti nelinedrni, se vzristajici amplitudou poruch klesa skutecna mez stability.

Tu[%]

Obr. 6.22 — Zavislost Reynoldsova ¢isla po¢atku pfechodu na intenzité turbulence nabihajici-
ho proudu

V procesu zkraceného prechodu do turbulence hraje roli nejen intenzita poruch, ale i je-
jich charakter a struktura. Vyznamna jsou zejména charakteristickd méfitka poruch v nabiha-

jicim proudu, ktera jsou urcujici pro jejich utlum.
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Obecné plati, ze pokud jsme schopni zajistit, aby amplitudy poruch ve smykovém prou-
déni byly extrémné nizké, 1ze ptechod do turbulence znaéné oddalit.

Pro modelovani zkraceného ptechodu proudéni do turbulence je linearni teorie stability
nepouZitelna. Doposud neexistuje Zadna obecna teorie pro modelovani tohoto typu piechodu

do turbulence, byly vytvoieny pouze fenomenologické modely zaloZenée na experimentalnich
datech.
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7. Vyvinuta turbulence

V nevazké tekutiné plati Kelviniv teorém, ktery tika, Ze cirkulace uzaviené materidlni
kiivky je konstantni. Z toho vyplyva, Ze pokud dojde k natazeni kiivky vlivem poméra pfi
proudéni, potom pro zachovani hodnoty cirkulace musi dojit k nariistu rychlosti cirkulacniho
proudéni v okoli kiivky. Jedna se o zndmou analogii krasobruslafe provadéjiciho piruetu. Po-
kud ma ruce daleko od téla, jeho moment setrvacnosti je velky a rychlost otaceni mald. Pokud
ruce piiblizi co nejvice k ose otaceni (pfipazi ¢i vzpazi), potom se snizi jeho moment setrvac-
nosti a pfi zachovani rotacni energie dojde ke zvySeni rychlosti otaceni. Tento mechanismus
zmenSovani velikosti virovych struktur a zvySovani vifivosti je uplatiiovan pii kaskadovém
ptenosu energie. Viry jsou protahovany, tim se zmenSuje jejich pficny rozmér a zvétsuji se
hodnoty gradientii rychlosti. Mechanismus generovani vifivosti protahovanim viri bude po-
drobngéji ukazan v oddile 10.2.4.

Ptedstavme si vyvoj virovych struktur v néjaké oblasti proudici tekutiny, kde v urcitém
case byly vlivem vnéjsich sil vygenerovany virové struktury velkych méfitek. Virova vlakna
¢i trubice se poznenahlu protahuji, zaroven se deformuji a rizné pichybaji. Vznika tak nahod-
né uspotradand soustava stale menSich virovych struktur. Pokud je rozmér téchto virovych
struktur dostate¢né veliky, nema vazkost tekutiny podstatny vliv na tento proces. Dochazi
K mistnimu zesilovani vifivosti. Budeme-li pfi tomto procesu sledovat jistou dostate¢né veli-
kou omezenou oblast, potom vlivem zachovani kinetické energie (disipaci mizeme pominout)
je intenzita fluktuaci rychlostniho pole pfi procesu zmensovani méfitek stale stejného tadu.
Z toho je zfejmé, ze vifivost obsazena v jednotce objemu tekutiny nemuze ptili§ vzrust.

Jakmile se vSak zmensi rozmér virt pod jistou mez, viskozita ponenahlu nabude na vy-
znamu. Clen obsahujici vazkost a druhé prostorové derivace v N-S rovnicich roste rychleji
nez Clen obsahujici derivace pouze prvniho fadu. Dochazi tak k podstatnému zmenSovani
Reynoldsova ¢isla vztazeného k rozméru struktur, jeho hodnota je jiz ptilis nizka. Vliv vaz-
kosti tak zastavuje proces lokalniho ristu vifivosti a zmensovani virovych struktur. Dochézi
k difazi vifivosti vlivem nartstu difizniho ¢lenu v rovnici pro vifivost. Tento proces probiha
Vv oblasti méfitek, ktera se blizi tzv. Kolmogorovovu méfitku, jsou to nejmensi pozorovatelné
virové struktury a dale disipuji. Jakmile dojde ke vzniku té€chto struktur v turbulentnim prou-
déni, proces jeho vyvoje je ukoncen a turbulenci povazujeme za ,,vyvinutou®. Pole rychlosti
méa nahodny charakter a obsahuje celou Skalu métitek. Vznika spojity tok energie od nejvét-
Sich méfitek ke stale mensim, nejmensi potom disipuji. V tomto procesu hraje vyznamnou roli
protahovani virt.

Existuji vSak jisté tiidy procesu, ve kterych nedochazi k protahovani vird. Jedna se napii-
klad 0 rovinné, dvourozmérné proudéni. V takovém proudéni musi byt ziejmé virové Cary
kolmé Kk roving proudéni a nemuze dochazet k jejich protahovani. Neni proto ani mozny vyse
popisovany mechanismus vzniku mensich virovych struktur a v kone¢ném dasledku nemuize
ani vzniknout vyvinuté turbulentni proudéni. Vifivost je pouze unaSena nezméneéna proudem.
U osové soumérného proudéni mohou mit virové ¢ary tvar kruznice, jeji polomér potom urcu-
je intenzitu vifivosti. Miize zde tedy dochazet k protahovani virovych vlaken, jedna se ovsem
o velmi specialni piipad. Pokud v takovémto nominalné dvourozmérném proudéni je umoz-
nén prostorovy pohyb tekutiny, miize i za téchto podminek vzniknout klasické turbulentni
proudéni. Existuji vSak pfipady, kdy toto neni mozné, jednd se napiiklad o proudéni
v extrémne¢ tenkych vrstvach.

Doposud jsme o turbulentnim proudéni uvazovali bez pfitomnosti omezujici tuhé hranice.
Tuhé hranice jsou ¢asto dulezitym zdrojem turbulence a konec konct veskera vifivost vznika
pravé na hranicich, uvnitt tekutiny je pak jiz pomoci mechanismu protahovani pouze zesilo-
vana. Chovani virt a turbulence uvniti smykovych oblasti je zna¢né¢ odlisné od chovani ve
velké vzdalenosti od povrchu. Hodnota efektivniho Reynoldsova ¢isla je zde relativné nizka a
take jak produkce, tak disipace turbulentni energie je velmi intenzivni. Je to zpisobeno mimo
jiné intenzivnim smykovym charakterem oblasti. Proces zvySovani vifivosti zde vSak probiha
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pomoci stejnych mechanismii, hlavni ulohu hraje protahovani virt. Vlivem nizkého Reynold-
sova Cisla je skala velikosti virovych struktur znacné omezena. Dale od stény roste Reynold-
sovo Cislo a struktura proudéni se blizi volné turbulenci, ackoli vliv omezujici stény miize byt
patrny do znacné vzdalenosti. Pokud je vzdalenost stény vEtsi nez hodnota korelacni délky,
potom vliv stény mize byt zanedban.

7.1. Statisticky popis turbulence

Dlouholeta praxe ukazala, Ze aplikace Navierovych-Stokesovych rovnic na piipady lami-
narniho proudéni dava spolehlivé vysledky, které se dobie shoduji s vysledky ziskanymi
z experimentl. Ke zkoumani turbulentniho proudéni v§ak musime pfistupovat odlisn¢, proto-
ze veli¢iny charakterizujici proudéni jsou ve své podstaté ndhodné. To znamenad, Ze jakékoli
konkrétni hodnoty piedpovézené teorii jsou pii srovnani s konkrétnim experimentem ne-
sprdvné. Z teorie lze pomoci matematického modelovani piedpovédét pouze pravdépodob-
nost, ze urcita udalost nastane. K veli¢indm jako je rychlost proudéni v daném bodg, je tedy
nutno piistupovat jako k nahodnym veli¢inam a je tfeba také pouZivat adekvatni matematické
nastroje.

Statistické néstroje davaji exaktné definované vysledky pouze pro ndhodné procesy, které
jsou v prostoru homogenni. V praxi tento pozadavek zpravidla splnén neni, nahrazujeme jej
mirnéj$im pozadavkem stacionarity procesu ve smyslu statistickych veli¢in.

7.1.1. Spektralni charakteristiky

Spektra jsou zdkladni statistické charakteristiky signali ndhodného charakteru, které
V sob¢ obsahuji informaci o velikosti struktur. Defini¢ni vztahy a metody vypoctu jsou uve-
deny v dodatcich.

Pro sledovani prostorovych spekter je zavadén pojem ,,vinového ¢isla“ (angl.: wave num-
ber), které je definovano vztahem

k=2rlt¢, (7.1)

kde € je vektor vinové délky. Vinové Cislo a vinova délka jsou obdobou frekvence a periody
v ¢asové oblasti s tim rozdilem, Ze se jedna o vektorové velic¢iny orientované v prostoru.

7.1.1.1. Spektrum rychlosti

Spektrum rychlosti ®; (k) je tenzor 2. fadu, ktery byva nazgvan ,tenzor rychlostniho
spektra“ (angl.: velocity-spectrum tensor). Je definovan jako Fourierova transformace prosto-
rové ,,dvoubodové korelace* (angl.: two-point correlation) rychlosti R; (r) ta je zavedena

podobnym zptsobem jako autokorelace v ¢asové oblasti. Dvoubodova korelace je tenzor dru-
hého fadu R;

R; (r)=u/(x+r,t)u;(x,t), (7.2)
kde x je vektor polohy daného bodu, r je vektor posunuti a u;, u; jsou slozky vektoru rych-

losti do ptislusnych smérd. V homogenni turbulenci Ize vzajemny vztah spektra rychlosti a
korelace vyjadtit rovnicemi

®, (i) = (271[ ; [ j [Ry (r)e™"dr, (7.3)
Ry(r)=] T [@ (x)e~"du, (7.4)

kde x =(k,k,,k; )T je vektor vinovych ¢&isel (spojitych), r=(r, 1,1, )T je vektor prostorového
posunuti.
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Z fyzikalniho hlediska tenzor rychlostniho spektra piedstavuje hustotu Reynoldsovych
napéti v prostoru vinovych cisel. Napiiklad pro r =0 z rovnice (7.4) ihned plyne nasledujici
vztah:

=uu’ _”jobu (7.5)

Tenzor rychlostniho spektra je komplexni Vehcmou, je pozitivné semidefinitni. Informaci
Vv ném obsazenou lze rozdélit do nékolika ¢asti. Prvni informaci nesou indexy (i a j), které
oznacuji smér rychlosti ve fyzikalnim prostoru. Dalsi informace jsou obsaZeny ve vektoru

vlnovych ¢isel & . Jeho smér x/ |l€| oznacuje smér Fourierova modu ve fyzikalnim prostoru a
konec¢n¢ jeho velikost urCuje ptislusné prostorové métitko €= 27r/|1c| :
V tenzoru je také obsaZena informace o derivacich rychlosti

ou o’
8X 6_X_J.‘[J.KkKI ij (76)
muzeme proto jeho pomoci také vyjadrit rychlost disipace
= j j j 2vic’ —CD” K)dk . (7.7)

Korela¢ni funkce, stejné jako spektrum, je obecné funkei Casu, ve vyse uvedenych vyra-
zech neni tato zavislost vyznacena z diivodu vétsi piehlednosti.

7.1.1.2. Jednorozmérné spektrum

Témet vSechna experimentdlni data zvyzkumu turbulentniho proudéni pochdzeji
Z méfeni pomoci sond se zhavenym dratkem, které jsou umistény v pevném bod¢ prostoru.
Pro urceni prostorovych korelaci se potom pouziva Taylorova hypotéza (viz 7.1.3), vyhodno-

cuji se bezrozmérné podélné a piicné korelacni koeficienty f(r) a g(r,), které jsou defino-
vany pro posuv ve smeru osy X :

f(r)=Ry(en)/u? =u/(x+er,thu(xt)/u?,

9(r) =Ry (&) /uy? =uy(x+ern,t)uy (x,t)/uy,
kde €, je jednotkovy vektor ve sméru X . Izotropni homogenni turbulence je plné charakteri-
zovana t€mito dvéma bezrozmémymi korelacnimi koeficienty, pro ostatni slozky tenzoru R;

(7.8)

totiz plati: R, =R, adale R; =0 pii i= j.
Jednorozmérné spektrum je potom definovano Fourierovou transformaci korela¢ni funk-
ce

1 ® ixh
E“.(Kl):;_[_oo R; (e, )€™ dr,, (7.9)

kde «, je vinové ¢islo ve sméru osy X, j se rovna 1 nebo 2.
Jednorozmérné spektrum souvisi s tenzorem rychlostniho spektra

Ey(r)=2] j @,, (k) dr,dx, . (7.10)

Uvédomme si, Ze vysledné jednorozmémé spektrum E;; obsahuje piispévky ze vsech vl-
novych Cisel x v roving€ €, -k =k, (pramét do této roviny). Vysledna amplituda |l€| vSak muze
byt podstatné vétsi nez ;.

Prakticky vypocet jednorozmérného spektra E; miZeme zjednodusit na zaklad€ znalosti,

ze R; je vzdy sudou funkci ;. Potom zfejmé plati
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2 oo
E; (Kl):;JO R; (eut;)cos(xyr;)dr, (7.11)
a také inverzni transformace

R; (en) =j0 E; (x.r)cos(xr ) dx, . (7.12)
Pro ptipad izotropni turbulence je jednorozmérné spektrum svazané s energetickym spek-
trem E(x), které bude definovano v nasledujici kapitole.

7.1.1.3. Energetické a disipaéni spektrum

Tenzor rychlostniho spektra obsahuje znacné mnozstvi informaci, jeho praktické pouziti
by bylo ponékud téZkopadné. Pro vétsi piehlednost se proto zavadi pojem ,,energetické spek-
trum* (angl.: energy spectrum), ktery reprezentuje pon¢kud redukovanou veli¢inu.

Energetické spektrum vznikne z tenzoru rychlostniho spektra potlacenim informace o
smérech rychlosti ve fyzikalnim prostoru a informace o smérech vlnovych ¢isel ve Fourierové
prostoru. Matematicky to znamena vypocet stopy tenzoru 2. fadu a dale integraci po povrchu

koule ve Fourierové prostoru s polomérem & =|k| se sttedem v pocatku:

1
E(x)=qp—D. (x)dS(x), 7.13
() = §p > @, (35 (x) (1.13)
Energetické spektrum E je tedy skalarni funkci skalarni proménné « . Z definice ener-
getického spektra vyplyva, Ze integrace E(K') pres vSechna x je ekvivalentni integraci
1

ECD“ () pres vSechna & . Pro kinetickou energii tedy plati vztah

k:j:E(K)dK, (7.14)

Energetické spektrum E (K) tedy predstavuje rozdé€leni kinetické energie na jednotliva

vlnova Cisla x.

Podobné milzeme uvazovat o rychlosti disipace turbulence & (méme samoziejmé na
mysli stifedni hodnotu této veli¢iny, z praktickych divodi pruh vypoustime). Plati pro ni
vztah

N W
g—J‘O 2vi’E () dx . (7.15)
Vyraz uvnitf integralu je ,,disipa¢ni spektrum* (angl.: dissipative spectrum) D(K‘)
D(x)=2vk’E(x). (7.16)
Pomoci disipa¢niho spektra mizeme napi. vyjadfit disipaci v intervalu vinovych cisel

(0,x,) jako g(zcl):j:l D(x)dx.

7.1.2. Taylorova hypotéza
Prostorovy tenzor rychlostniho spektra @, (;c) je definovéan jako Fourierova transformace
dvoubodove korelace rychlosti R; (r). UpIné prom&feni kompletniho tenzoru korelace je vel-

mi naro¢né, prakticky se neprovadi.

S anemometrem s jednim senzorem je mozno proméfit dvoubodovou korelaci podél
usecky ve sméru stéedni rychlosti proudéni. Technika se nazyva ,,pohybujici se Zhaveny dra-
tek”, sonda se pfi ni pohybuje vici turbulentnimu proudovému poli (tj. vaéi proudéni po ode-
¢teni stfedni rychlosti) konstantni rychlosti V ve sméru x (jednotkovy vektor e,). Pro oka-

mzitou polohu sondy ¢(t) plati vztah
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E(t)=x, +eVt, (7.17)
kde X, je pocatecni poloha sondy. Rychlost indikovana sondou bude ‘u:

u(t)=u(&(t).t)-eV. (7.18)

Autokorelace uréena z adajii indikovanych sondou potom bude
Ry (7) :[Sui (t)_m}[suj (t+7)_mJ
=u; (&(t),t)u;(&(t+7) t+7) (7.19)
=u; (&(t),t)u; (E(t+en) t+n/V),

kde =V je vzdalenost o kterou se sonda piemisti za ¢as z . Pro homogenni turbulentni

rychlostni pole dostavame v limité, kdy rychlost pohybu sondy jde nade vSechny meze
'R; (7)=u; (X, +eVt,0)u; (X, +eVt+er,0)
:ui(XO’O)uj(X0+e1rl’0) (7.20)
=R (e, %,,0).

Vidime, ze zméfena autokorelac¢ni funkce v ¢asové oblasti prechazi v prostorovou autokore-

la¢ni funkei v bodg (X,,0).

V praktickém ptipad¢, kdy rychlost pohybu sondy je konecn4, je zjisténa Casova autoko-

relacni funkce aproximaci prostorové autokorelacni funkce, kterd je tim lepsi, ¢im vyssi je
rychlost pohybu sondy V .

Vv

Jednodussi variantou této metody je pouZziti pevné sondy v prostoru. Potom ziejm¢ plati,
Ze eV =-u=-eU, atake r,=-u, 7. Metoda dava dobré vysledky pro nizké intenzity turbulen-

ce, kdy u'<u,.

Nahrazeni prostorové korelace korelaci ¢asovou je v literatufe uvadéno jako ,,Taylorova
hypotéza“, ¢i ,,metoda aproximace zmrazenou turbulenci®.

Uspé&snost této aproximace zalezi jak na vlastnostech proudéni, tak na statistickych veli-
¢inach, které¢ maji byt vyhodnoceny. Bylo naptiklad ovéteno, ze v ptipadé miizové turbulence
pro nizkou intenzitu turbulence je tato metoda vyhovujici i pro charakteristiky vyssich radua.
Naopak pro volné smykové proudy tuto metodu obecné nelze pouZit.

7.1.3. Strukturni funkce

Pro detailni analyzu turbulentnich signald se Casto pouzivaji tzv. ,,strukturni funkce* (an-
gl.: structure function). Strukturni funkce jsou statistické charakteristiky ptirtstkt dané funk-
ce, které maji vypovidaci schopnosti pii studiu korelaci. Lze pomoci nich usuzovat na stacio-
narnost procesu a jeho intermitentni charakter. Lze je pouZit pro studium nestacionarnich pro-
cesu se stacionarnimi pfirastky a to jak fraktalniho tak multifraktalniho charakteru.

Strukturni funkce n-tého fadu nahodného skaldrniho pole q je definovana nasledujicim

vztahem
Sn(r)=j[q(x+r)—q(x)]n dx . (7.21)
Strukturni funkce mtize byt pocitdna pomoci hustoty pravdépodobnosti ptirtstkll veli¢iny
g, které jsou definovany vztahem A(r)=q(x+r)-q(x). Je potom dana momentem n -tého
fadu hustoty pravdépodobnosti
Sn(r):jA“(r)f(A(r))d(A(r)) (7.22)

Obecnym znakem strukturnich funkci je fakt, ze pocet bodi signalu pro jejich urceni
s danou piesnosti roste s fadem n. Strukturni funkce vysSich fadt je velmi obtizné urcit
s dostatecnou piesnosti.
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Ucelem strukturnich funkei je méfit intenzitu fluktuaci v zavislosti na métitku piimo v
prostoru soufadnic.

7.2. Méritka turbulence

Turbulentni proudéni sestava z virovych struktur riznych velikosti, ty lze charakterizovat
méfitky turbulence.

7.2.1. Kaskada méritek

Uvazujme vyvinuté turbulentni proudéni s charakteristickou rychlosti U a délkovym meg-
fitkem £. Necht’ Reynoldsovo ¢islo Re = UL /v nabyva velkych hodnot.

Myslenka energetické kaskady byla poprvé formulovana L.F. Richardsonem v roce 1922.
Zakladem této mySlenky je pfedstava, ze se vyvinuté turbulentni proudéni sklada z velkého

poctu vir riznych méfitek. Viru velikosti € piislusi charakteristicka rychlost U (8) a Casové
méfitko 7(€)=€/u(€). Exaktni definice viru je ponékud problematicka, pro nase ucely virem
rozumime oblast o rozméru €, ktera vykazuje jistou miru koherence. Oblast nalezejici viru
urcité velikosti miize soucasné obsahovat jiné, mensi viry. Pro reprezentaci posloupnosti me-
fitek vird Richardson navrhuje FourierGv prostor, kde velikost viru € je charakterizovana
vlnovym ¢islem x =1/¢.

Viry nejvétsich rozméra vznikaji pomoci mechanismu nestability smykovych oblasti, kte-
ré byly popsany v kapitole 6. Jsou charakterizovany délkovym métitkem €, které je fadu £ a
piislusna charakteristicka rychlost U (E) je fadu smérodatné odchylky rychlosti u'=4/2/3k a je
srovnatelna s U. Jejich rozmér je dan rozméry oblasti proudéni, tyto viry jsou ziveny energii
hlavniho proudu. Reynoldsovo &islo téchto vird Re; =uy§ /v je tedy velké, srovnatelné s Re a

tedy vliv viskosity je zanedbatelné maly.

Richardson ptedpoklada, ze nejveétsi viry jsou nestabilni, rozpadaji se a predavaji energii
virim pon¢kud menSim. Tyto mensi viry prochazeji podobnym procesem rozpadu a pfenaseji
svou energii na stale mensi viry. V mechanismu rozpadu hraje vazkost zanedbatelnou roli.
Tato ,.energetickd kaskada*“ (angl.: energy cascade) pokracuje az Reynoldsovo ¢islo viru je
dostate¢né malé, takové, Ze se virovy pohyb stava stabilnim vlivem vazkych sil a dochazi
k pfimé disipaci kinetické energie viru. Richardson charakterizoval tento proces ve formé
sonetu, kterym parafrazoval sonet J. Twista o samopodobnosti v biologii, konkrétné o ble-
chéch, které maji sve blechy atd.:

,Big whorls® have little whorls

That feed on their velocity,

And little whorls have lesser whorls

And so on to viscosity — in the molecular sense.*

V tomto modelu figuruje viskozita az na samém konci kaskady procest. Rychlost disipa-
ce ¢ je vsak urCena prvnim z posloupnosti procest, kterym je transformace energie nejvét-

Sich vird. Energie t&chto vird je fadu u? a Casové méfitko 7, = /U, , rychlost pfenosu energie
je potom charakterizovana métitkem u? / T, =US /l’o . Tato velikost méfitka rychlosti disipace
byla experimentalné potvrzena pro velka Reynoldsova Cisla a nezavisi na viskozit¢.

v wr

7.2.2. Definice méritek turbulence

Slozitou strukturu turbulentniho proudéni lze kvantifikovat pomoci charakteristickych
méfitek turbulence, které nyni zavedeme.

% whorls jsou ,,spiraly“, zde ve smyslu ,,viry“
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V kapitole 7.1.1.2 o jednorozmérném spektru rychlosti byly definovany bezrozmérné po-
déIné a piicné korelacni koeficienty f(r,) a g(r,) vztahem (7.8), nyni definujeme pro tyto
koeficienty charakteristicka méfitka.

»Integralni métitko™ (angl.: integral scale) charakterizuje stfedni rozmér energetickych
virG. Lze definovat dv¢ integralni méfitka a to ,,podélné integralni méfitko™ L, a ,,pfi¢né inte-

gralni méfitko* L,,:
L, = I: f (rl)drl’

L, = _[0 g(r)dr.
V izotropni turbulenci ma pfi¢né integralni métitko polovicni velikost nez podélné.

Dalsim métitkem, které byva definovano, je ,,Taylorovo mikroméfitko” (angl.: Taylor
microscale). Taylorovo mikroméfitko nema jasny fyzikalni vyznam. Uvadi se, Ze charakteri-
zuje stiedni prostorové gradienty rychlosti ale take viry, které jesté malo ptispivaji k procesu
disipace, obsahuji vsak jiz velmi malo turbulentni energie. V kazdém pfipad¢ se jedna o mé-
fitko mezi Kolmogorovovym métitkem a velikosti energetickych virt, které je jednoznacné
definovano. Matematicky je Taylorovo mikromé&fitko definovano pomoci druhé derivace bez-
rozmérného korela¢niho koeficientu pro r, =0:

(7.23)

A =[—1/2(azf/arf)ﬁ=0} 2,
Ay = [—1/2(829 for?), F .

Prakticky lze velikost Taylorova mikroméfitka zjistit pomoci oskula¢ni paraboly prokla-
dané vrcholem korelaéni funkce — viz obr. 7.1.

(7.24)

wnmnn
— —sfupuns®

A
<> / I
- 1

Obr. 7.1 — Meéritka turbulence
V izotropni turbulenci plati mezi pfiénym a podélnym méfitkem vztah
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A=A IN2. (7.25)
Déle Ize odvodit vztah mezi rychlosti disipace & a Taylorovym mikroméfitkem
g=15vu" //15, (7.26)

kde U’ je slozka fluktuaéni rychlosti v libovolném sméru.
Reynoldsovo ¢islo zalozené na Taylorové mikromé&fitku se Casto pouziva jako charakte-
ristika izotropni turbulence
UIZ lg
Re, = . (7.27)
1%

Pro toto Reynoldsovo ¢islo plati vztah
Re, =/(20/3)Re, . (7.28)

»Kolmogorovovo méfitko* (angl.: Kolmogorov scale) bude ptesnéji definovano

Vv kapitole o Kolmogorovové teorii, pro tuto chvili stac¢i konstatovani, Ze se jedna o charakte-

ristickou velikost nejmensich vird, u nichz jsou disipa¢ni procesy dominantni. Na obr. 7.1 je

vyznacena jeho velikost 77, hodnota koeficientu korelace se v jeho ramci vyznamné neodchy-

luje od 1, to znamena, Ze se utvary téchto velikosti pohybuji vice-méné jako kompaktni télesa.
Definujme dale L jako métitko charakterizujici nejvétsi viry vztahem

L=k¥?/¢, (7.29)

kde & je rychlost disipace a k=(1/2){u-u) je m&m4 kineticka energie. Dédle definujme Rey-

noldsovo ¢islo turbulence

12 2
Re =< L_K (7.30)

v gV

Poméry mezi métitky 1ze potom vyjadtit nasledujicimi vztahy
A

2 - ViORe ", (7.31)
% = Re; ¥, (7.32)

_ 2/311/3
2y =10 LY, (7.33)

Obecné jsou korelac¢ni koeficienty i méfitka funkci Casu, uvazujeme-li vSak stacionarni
ptipad, potom tuto zavislost uvazovat nemusime.

7.2.3. Fraktalni struktura méritek

Fraktalni struktury se vyskytuji v mnoha fyzikalnich jevech, jako napf. v turbulenci nebo
chaotickych dynamickych systémech. Ustfedni roli pii charakteristice fraktalti hraje jejich
dimenze, jak bylo jiz fe¢eno v oddile 3.2.1.

Geometrické objekty v prostoru dimenze d maji svou topologickou dimenzi d, . Fraktél-

ni dimenze daného geometrického objektu d. muize byt definovana pomoci metody pokryva-
ni objektu nejmensim moznym poctem hyperkrychli N (6‘) s hranou delky ¢

N(&)~&™* pro e >0. (7.34)
Hyperkrychli rozumime symetricky, pravidelny objekt charakterizovany délkou hrany pro
danou dimenzi — &tverec pro d; =2, krychle pro d. =3. Tato definice charakterizuje tzv.
Hausdorffovu metodu urceni fraktalni dimenze. Pro hladké objekty se spojitymi derivacemi
obvykle plati, ze d. =d,, pro objekty fraktalni povahy vSak je d. >d, . Pfikladem je ndhodna
trajektorie v roving, kterama d, =l a d. =2.
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Zakony méftitek v ptirodé nemohou byt charakterizovany jedinym geometrickym parame-
trem. Miizeme uvazovat vlastnost méfitek urcité hustoty x(x) na objektu (nejCastéji hustota

pravdépodobnosti). Miizeme pak definovat metriku
p.(x) =], #(¥)dy, (7.35)

kde B ( X, 8) je hyperkrychle o hrané & se sttedem v bod¢ objektu x .

Obecné metrika P, (X) roste s exponentem « , ktery je funkci daného mista x

p.(x)~&", (7.36)
PficemZ obecné plati, Ze a #d.. Tento objekt tedy mize byt chapan jako superpozice ruz-
nych fraktali
F(a):{x:pe(x)~g“,g—>0}, (7.37)
kazdy z nich je charakterizovan rozdilnym exponentem ¢ .

Tento objekt je potom nazyvan ,,multyfraktal” (angl.: multifractal). Fluktuace exponentu
a mohou byt charakterizovany rozdélenim pravdépodobnosti. Takovéto struktury jsou typic-
ké pro turbulentni proudéni tekutiny. Muzeme je chépat jako objekty, u kterych se fraktalni
dimenze turbulence méni misto od mista a také v Case.

Fraktalni struktura turbulence se projevuje jednak piimo v turbulentnim proudovém poli
vyskytem ruznych struktur v prostoru a v ¢ase a dale na hranici oblasti turbulentné proudici
tekutiny. Tato hranice ma potom také fraktalni charakter.

Existuje pfima souvislost fraktalniho charakteru distribuce parametrii v prostoru a Case
s energetickou kaskadou. Neékteré fenomenologické teoretické modely jsou spojovény se
spektrem kaskady kinetické energie ve tvaru x©. Potom lze odvodit, Ze fraktalni dimenze
prostoru, v némz vznikaji koherentni viry je rovna C +1. V piipadé vyvinuté turbulence cha-
rakterizované Kolmogorovovym energetickym spektrem, které bude odvozeno déle, mtze byt
struktura proudového pole popsana fraktalni dimenzi 5/3+1=8/3=2,67. Tento vysledek byl
ovéten mnohymi experimenty at’ jiz fyzikalnimi ¢i numerickymi.

7.3. Kolmogorovova teorie

Kolmogorov publikoval v roce 1941 fundamentalni ¢lanek, ktery dodava matematicky
aparat Richardsonové predstavé energetické kaskady. Kolmogorovova teorie je zalozena na
tiech hypotézach: je to hypotéza lokalni isotropie a dale prvni a druha podobnostni hypotéza.
V literatufe byva tato teorie oznacovana K41.

Hypotéza lokalni isotropie se tyka vira malych méfitek. Nejvétsi viry maji zhruba rozmér
smykové oblasti £, topologie téchto vird je anizotropni, je dana konkrétnimi okrajovymi
podminkami (Casto byvaji dosti pravidelné). Stfedni velikost energetickych viri je o néco
mens$i, oznaéme ji §. Vlivem vice-mén& chaotického procesu pifenosu energie smérem
K malym méfitkim dochazi k postupnému riistu isotropie mensich méftitek. Na téchto tivahach
je zaloZena Kolmogorovova hypotéza lokalni izotropie: Pri dostatecné vysokych Reynoldso-
wch Cislech jsou pohyby malych méritek €< €, statisticky izotropni.

Necht’ méfitko &, je hranici mezi malymi izotropnimi viry a velkymi neizotropnimi viry.
Pro lepsi predstavu uvazujme €, ~1/6¢,. V oblasti vyskytu malych izotropnich virt €<
dominuji dva mechanismy pfenosu energie: pfenos od velkych métitek k mensim a déle vazka
disipace. Parametry, které tidi tyto procesy jsou rychlost pienosu energie od velkych méfitek
kmalym J., a kinematicka viskozita v. V ustaleném stavu je rychlost disipace & 10

v rovnovaze s rychlosti produkce: ¢~ 4, . Z toho vyplyva, Ze statisticky univerzalni stav ma-

10 . N
Rozumé;j Casovée stfedni hodnota.
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lych méfitek je ur€ovan vazkosti v a rychlosti pfenosu energie z oblasti velkych méfitek I, .

Tento disledek formuluje Kolmogorovova prvni podobnostni hypotéza, ktera fika, ze
V turbulentnim proudu pri dostatecne vysokych Reynoldsovych cislech maji statistiky pohybii

malych méritek (€< E,) univerzalni tvar a zaviseji pouze na méritku € , vazkosti v a rychlosti
disipace ¢.
Z toho vyplyva, Ze také energetické spektrum E(/c) ma univerzalni tvar a zavisi pouze

na v a &. Pouzijeme-li tyto veli¢iny pro vyjadieni energetického spektra, potom z prosté
rozmérove analyzy vyplyva, ze tato zavislost musi mit tvar

E(K)z(gvs)wgo(my), (7.38)
kde ¢(xn) je tzv. ,,Kolmogorovovo spektrum* (angl. Kolmogorov spectrum function). Pro
ucely rozmérové analyzy vSak mizeme pouzit také ¢ a x, potom dostavame

E(x)=e""k ¥ (xn), (7.39)
kde ‘P(my) je tzv. ,,kompenzované Kolmogorovovo spektrum® (angl. compensated Kolmo-
gorov spectrum function).

Oblast méfitek € <€, byva oznafovana za ,,oblast univerzalni rovnovahy* (angl.: uni-
versal equilibrium range). V této oblasti jsou ¢asova méfitka €/u(€) mala ve srovnani s
& /u,, malé viry se mohou rychle pfizpisobovat tak, aby byla zachovana dynamicka rovnova-
ha s rychlosti ptenosu energie I, , ktera je uréovana velkymi viry (U (8) je typicka hodnota

fluktuaci rychlosti pro rozruchy méfitka € a u, potom pro ¢).

Z rozmérové analyzy lze potom jednoznaéné urcit (aZ na bezrozmérnou konstantu) hod-
noty vyslednych tzv. ,,Kolmogorovovych métitek” (angl. Kolmogorov scales). Relevantnimi

veli¢inami jsou pouze rychlost disipace & [mz/s3] a kinematicka viskosita v [mZ/S], dél-
kové, rychlostni a casové Kolmogorovovo métitko 7 [m], u, [m/ S] ar, [s] potom miiZeme
definovat nasledujicimi vztahy:

3\V4
UE(V_j | (7.40)
&
u, = (SV)W, (7.41)
Y2
: E(Kj . (7.42)
&

Z téchto definic vyplyvaji dv¢ identity. Za prvé Reynoldsovo ¢islo zalozené na Kolmogo-
rovovych parametrech je jednotkove: nu, /v =1. Tento fakt je v souladu s tvrzenim, Ze kas-

kadovy ptenos pokracuje smérem ke stale mensim méfitkiim az je Reynoldsovo cislo tak ma-
1€, ze umozni disipativni procesy. Dale, ze vztaht (7.40) a (7.42) mizeme vyjadrit rychlost
disipace
3 4
4
77 v TI]
z ¢ehoz vyplyva korektni charakteristika pro rychlostni gradient disipujicich vira:

(u,/n)=1/r,. (7.44)

Muzeme dale zavést bezrozmérné soutradnice a bezrozmérné rychlosti s pouzitim piislus-
nych Kolmogorovovych méfitek, kdy plati pro bezrozmérné soutadnice y a rychlosti w:

y=x/ln, w=ulu,. (7.45)

=, (7.43)
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V oblasti malych méfitek jsou podle vyse uvedené hypotézy vSechna turbulentni proudo-
va pole statisticky podobnd, po provedeni transformace pomoci Kolmogorovovych métitek
jsou potom ve statistickém smyslu identicka.

Uvazime-li, Ze ¢ ~u’ /¢ potom mizeme vyjadtit pomér velikosti nejmensich a nejvétsich
méfitek v daném turbulentnim proudéni
1 _ge Y_pevt In_Ret? (7.46)
Uo %o
Kolmogorovova druha podobnostni hypotéza tika, ze v kazdém turbulentnim proudeéni
pri velmi vysokém Reynoldsoveé cisle blizicim se k nekonecnu maji pohyby turbulentnich méri-
tek € takovych, ze plati ¢ > €>n, univerzalni tvar a je zavisla pouze na rychlosti disipace &
a nikoli na vazkosti.
Zaved'me dale métitko €, (jeho velikost je asi 60r) takove, Zze druha Kolmogorovova
hypotéza plati v rozsahu &, >€>¢, . Takto definované métitko rozdéluje oblast univerzalni
rovnovahy na dvé podoblasti: ,inercialni podoblast* (angl.: inertial subrange) kde &, >€> ¢,

a ,,oblast disipace” (angl.: dissipation range) kde ¢, >¢. Oblast disipace je jedinou oblasti,

kde je vyznamny vliv vazkosti a plati tam pouze prvni Kolmogorovova podobnostni hypoté-
za.

Zbyva posledni oblast £>¢>¢,, coz je oblast nejvétsich vira, ktera byva nazyvana
»energetickou oblasti“ (angl.: energy-containing range). Rozd¢leni do jednotlivych oblasti je
schematicky naznaéeno na obr. 7.2, kde osa méfitek ma logaritmickou stupnici.

Oblast univerzalni rovnovahy
Energeticka

I
|
1
|

; ; oblast

Oblast I Inercialni .
disipace I podoblast I
| |

| | I | I

n by 6, 6 L

Obr. 7.2 — Oblasti méfitek turbulence dle Kolmogorova

V inercialni podoblasti je vliv vazkosti zanedbatelny a tedy hodnota soucinu x7 <1 je
zanedbatelné mala. Proto v inercialni oblasti je kompenzované Kolmogorovovo spektrum
definované (7.39) piiblizné konstantni ‘I’(K?]) =C a tedy energetické spektrum lIze vyjadrit
vztahem

E(x)=Ce™k ™, (7.47)
kde x je vlnové ¢islo a C je univerzélni konstanta (~1.5).

7.3.1. Spektraizotropni turbulence

Topologie izotropniho turbulentniho proudéni muze byt ve statistickém smyslu popsana
pomoci energetického spektra E(x), coZ je v podstaté vykonova spektralni hustota fluktuaci

rychlosti. Toto spektrum nadm ukazuje rozloZeni kinetické energie na jednotlivych vinovych
Cislech. Na obr. 7.3 je tzv. modelové energetické spektrum, které ukazuje typicky tvar energe-
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tickeho spektra ziskaného z experimentu. V grafu jsou pouzity bezrozmérné proménné defi-
nované pomoci Kolmogorovovych métitek. Energetické spektrum v log-log soufadnicich je
charakterizovano sklonem 2 v energeticke oblasti a sklonem —5/3 v inercialni podoblasti.
V oblasti disipace dochazi k rychlejSimu Gtlumu spektra. Sklon spektra v energetické oblasti
neni zcela jednoznacny, jeho skutec¢na hodnota zavisi na konkrétnich okrajovych podminkach.
Uvedena hodnota piedpoklada isotropii.

E(x)

i,

log

sklon 2

*

log kn

Obr. 7.3 — Modelové spektrum

Tvar energetického spektra na obr. 7.3 je do zna¢né miry univerzalni, pouze velikost
inercialni podoblasti je funkci Reynoldsova ¢isla. Tuto zavislost ukaZeme na dvou piikladech,
kdy bylo zvoleno ponékud odlisné Skalovani proménnych. Na obr. 7.4 (a) je pouzito pro bez-
rozmérné vyjadieni integralni méfitko charakterizujici nejvétsi viry, na obr. 7.4 (b) je potom
pouzito Kolmogorovovo métitko podobné jako na obr. 7.3. Proménnou je Reynoldsovo ¢islo
vztazene v Taylorovu mikrométitku.

Z obr. 7.4 je vidét, ze definice proménnych pomoci rozméru velkych virt zplsobi univer-
zalni reprezentaci energetické oblasti, zatimco pouziti Kolmogorovovych métitek zplisobi
univerzalni zobrazeni oblasti disipace.

E -
log ﬂ

Y

Re, = 30\ 100 \ 300\1 00¢

logxL,, log k1

(@) (b)
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Obr. 7.4 — Modelova spektra pro riizna Reynoldsova ¢isla
normalizace pomoci integralniho (a) a Kolmogorovova (b) métitka

Na obr. 7.5 jsou uvedena jednorozmérna energeticka spektra ziskana pfi experimentech
Vv rtiznych laboratofich, proudéni bylo riznych typti (mezni vrstva, kanal trubka, miiz) a jsou

charakterizovany riznymi hodnotami Re; (posledni hodnota v legend€). Experimentalni data
jsou znazornéna bodovymi znac¢kami, souvislé ¢ary znazoriiuji modelova spektra pro hodnoty
Re, =30, 70, 130, 300, 600 a 1500. Pro zobrazeni byly pouzity Kolmogorovovy bezrozmér-

o 1 . y4 L
né soufadnice. Spektrum bylo normalizovano ve tvaru E; (Kl)/(gvs) a vlnové ¢islo x77.
Vidime, ze tyto soufadnice umoznuji splynuti spekter pro x, >k, , tedy v inercialni podoblas-
ti a v oblasti disipace. Jednotlivé ptipady se lisi rozsahem inercialni podoblasti, obecné se jeji
rozsah zvétiuje s rostoucim Reynoldsovym &islem Re,. Disipaéni oblast &7 >0,1 potom
splyvé pro vSechny zkoumané ptipady.
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Obr. 7.5 — Energeticka jednorozmérna spektra pro rizné typy proudéni

Dalsi dulezitou statistickou charakteristikou je disipacni spektrum, které znazornuje disi-
paci energie na jednotlivych vinovych ¢islech. Schematicky je znazornéno disipacni spektrum
na obr. 7.6 spolu s energetickym spektrem pro konkrétni hodnotu Reynoldsova ¢isla, svisla
osa je zde linearni.
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Obr. 7.6 — Energetické a disipa¢ni spektrum

7.3.2. Energeticka kaskada a inversni energeticka kaskada

Podivejme se nyni bliZze na tok energie ve vyvinutém izotropnim proudéni. Proudici teku-
tina pfedstavuje z energetického hlediska otevieny systém. Energie je do systému pifivadéna
z hlavniho proudu, mechanismem ztraty stability vznikaji velké virové struktury. Jejich kon-
krétni podoba je dana okrajovymi podminkami daného pfipadu. Tyto viry charakterizované
méfitkem § a odpovidajicim vinovym &islem «, stoji na vrcholu energetické kaskady a pied-
stavuji energetickou oblast vinovych &isel.

Nasleduje pienos energie od velkych méfitek smérem k menSim rychlosti & uvnitf iner-
cialni podoblasti. Jedna se o energetickou kaskadu, pfi niz dochazi k rychlému nardastu isotro-
pie topologie virovych struktur. Mechanismem pienosu energie je protahovani vird, jak bylo
feceno jiz dfive. Proces kon¢i v oblasti disipace na Kolmogorové méfitku 7. Schéma celého

procesu je na obr. 7.7. Podle ptivodni Kolmogorovovy teorie viry na vSech stupnich kaskady
rovnomeérné vyplnuji cely prostor.
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Obr. 7.7 — Energeticka kaskada
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Mohou vsak nastat ptipady, kdy je pohyb tekutiny v jednom sméru znemoznén okrajo-
vymi podminkami a pohyb pak musi byt na danych métitkach dvourozmérny. Jedna se napf. 0
pohyb v tenkych vrstvach tekutiny, tomuto ptipadu se blizi i ptipad zemské atmosféry. Prou-
déni za téchto podminek muze byt prostorové jen pro urcitd méftitka, ktera jsou mensi nez
tloustka vrstvy. Struktury vétsich méfitek mohou vzniknout pouze ve smérech bez omezuji-
cich vliva, jejich vifivost je potom orientovana ve sméru nejmensiho rozméru — tloust’ky vrst-
vy. Nemize dochazet k protahovani téchto virti a generovani vifivosti, hodnota vitivosti je na
téchto métitkach zachovavana.

Pro dvourozmérnou turbulenci existuje teorie navrzena v roce 1967 Kraichnanem, tato
teorie je ekvivalentem Kolmogorovovy teorie pro prostorovou turbulenci. Energie je ptivade-

na na vlnovych ¢islech &, s rychlosti ¢, soucasné je ptivadéna enstrofie rychlosti g, ktera je

fadu x7e . Tato enstrofie piechazi kaskadovité smérem k malym méfitkim rychlosti 4 a na-

konec pfi dosazeni Kolmogorovova méfitka disipuje. Kinetickd energie nemize prechdzet ve
stejném smyslu jako enstrofie, kterd na ni pusobi jako zébrana. Proto vznika obracend kaskada

energie od vlnovych ¢isel x; smérem k niz§im hodnotdm. Tento proces je charakterizovan

rychlosti & a uplatiiuje se pii ném mechanismus parovani vird. Tato teorie uvazuje nejen za-
chovani energie v inercialni oblasti, ale také zachovani enstrofie, kterd plati pouze v oblasti
dvourozmérné turbulence. Stejnym zptusobem, kterym Kolmogorov dosel k energeticke kas-
kade, byla predpovézena Kraichnanem piima kaskada enstrofie od velkych métitek po mala
méfitka charakterizovana x> energetickym spektrem a inversni energetickou kaskadou od
malych mé&fitek po velka, kterd dava x> energetické spektrum. Potvrzeni této teorie expe-
rimentalnimi daty a vysledky pfimé numerické simulace neni vSak jednoznacné, Casto vychazi
sklon energetického spektra ponékud strmé&jsi nez z teorie (x72).

Spektra odpovidajici ptimé i obracené kaskad¢ jsou schematicky naznacena na obr. 7.8,
jsou zde naznaceny toky energie v obou ptipadech.
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Obr. 7.8 — Energetické spektrum pro ptimou (a) a obracenou (b) energetickou kaskadu

7.3.3. Vnitfni intermitence

Kolmogorovova teorie K41 popsana vyse vychazi z velmi pfisnych, a jak ukazuji mnohé
experimenty také nefyzikalnich predpokladu, které byly posléze Casto kritizovany. Napt. Lan-
dau kritizoval Kolmogorovoviv predpoklad konstantni hodnoty rychlosti pfenosu mezi me-
fitky ¢ nezévislou na velikosti méfitka s tim, ze také pole disipace by mélo byt povazovano
za nahodné. Dale na zakladé vysledku experimentti popsal Towsend v roce 1951 intermitenci
malych méfitek. Na zakladé téchto argumentt provedl Kolmogorov revizi své teorie a v roce
1962 formuloval teorii oznacovanou jako K62. Tento model pracuje s energetickym spektrem
ve tvaru

B
E(x)=Ce”*k**In (ﬁj , (7.48)
K

kde x, je vlnové ¢islo na kterém je pfivadéna energie z proudu (pfevracena hodnota integral-

niho métitka). Kolmogorov navrhl model pro pfenos energie jako multiplikativni nahodny
dgj, pti kterém je pienasena pouze Cast energie charakterizovana zlomkem A z jednoho me-
fitka na dal$i. Dale pfedpokladal, Ze hustota pravdépodobnosti disipa¢niho pole se méni né-
hodné v prostoru i v ¢ase podle log-normalniho rozdéleni pravdépodobnosti.

Ze ziskanych experimentalnich vysledki je zfejmé, ze Kolmogorovoviiv predpoklad is-
otropie malych méfitek ve skutecnosti neni spravny. Dikazem tohoto zavéru je existence in-
termitence v oblasti malych méfitek, ktera je spiSe pravidlem nez vyjimkou. Vysledkem jsou
potom jisté nesrovnalosti pfi vyhodnocovani statistickych moment a strukturnich funkei
vysSich tadi.
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Teorie K41 pifinasi pres svoji jednoduchost piekvapivé dobry souhlas s experimentem.
Od zacatku 60. let se v8ak zacalo ukazovat, Ze jeji platnost je pouze piiblizna a Ze zjemnova-
ni experimentt k lepSimu souhlasu s teorii nevede. Vznikla tudiz snaha pfinést k teorii dalsi
opravy. Jednim z nejznaméjsich problému je to, ze Skalovaci exponenty strukturnich funkci
soustavné rostou pomaleji, nez udavad Kolmogorovoviav zakon (viz 7.3.4.). Opravena Kol-
vSak neni u nove teorie lepsi.

Teorie K62 je zaloZena na pfedpokladu, ze mira disipace neni konstantni, ale Ze zavisi
na méfitku, pfi¢emz jeji logaritmus In(g(r)) je nahodna veli¢ina charakterizovana Gausso-
vym rozdélenim. Vznikly zakon vysledného rozdéleni pravdépodobnosti se nazyva lognor-
malni.

Postupné vznikly dalsi modely (napt. beta model, model log-Poisson) a vznikaji dosud,
aniz by se podafilo tento problém, zvany vnitini intermitence, definitivné vyftesit tak, aby
predikce teorie byly experimentalné potvrzeny.

7.3.4. Formulace pro strukturni funkce

Utelem strukturnich funkci definovanych v kapitole 7.1.3 je méfit intenzitu fluktuaci
v zavislosti na mé&fitku pfimo v prostoru soufadnic.

Kolmogorovova teorie piedpoklada existenci inercidlni oblasti, ktera je charakterizo-
vana znamym zakonem -5/3 pro spektralni hustotu kineticke energie. Ukazuje se, Ze
podobny zakon plati také pro strukturni funkce.

Defini¢ni vztah strukturni funkce (7.21) testuje mocniny primérnych ptirastkt rychlosti
mezi body prostorové vzdalenymi o r (modul vektoru r). V inercialni oblasti tyto struk-
turni funkce musi zaviset pouze na & a na méfitku r. Odtud plyne Skélovani

S, (r)~e"r™, (7.49)
coz se za Kolmogorovova piedpokladu, ze & nezavisi na r vyjadiuje struéné jako

S,(r)~r".

Asi jedna dekada spektra se chova skute¢né podle skalovaci relace E (Ki ) ~i

~ k",

Tato oblast vinovych Cisel se poklada za inercidlni oblast. Prakticky dosazitelné jsou
pouze hodnoty r =iUAt, kde At je pfevracena hodnota vzorkovaci frekvence zaznamu.

Neni-li tato frekvence dostate¢né vysoka, nedosahne se malych métitek. Ukazuje se, ze
Ize obvykle nahradit rozdil absolutni hodnotou rozdilu a Skalovani se nezméni. Na
obr. 7.9 je znazornéno n€kolik strukturnich funkei stale téhoz signalu v zavislosti na
indexu i, ktery je umérny r.
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Obr. 7.9 — Strukturni funkce fadu 2, 3,4 a6

Jak je vidét na obr. 7.9, na rozdil od energetického spektra, neni ani na strukturnich
oblast je na strukturnich funkcich mnohem méné zjevna, nez na spektru. Z tohoto da-
vodu se pouziva hypotéza ,,rozsifené samopodobnosti“ (angl.: extended self-similarity)

vychézejici z toho, Ze strukturni funkce S,(r) se 3kaluje teoreticky jako r a tudiz se k
ziskani skalovacich exponentli pouziva vztah

S,(r)~Ss", (7.50)
ktery se ukazuje témét vzdy splnén. Podle K41 zavisi exponent ¢, linearn€ na n podle

vztahu ¢, =n/3, ve skute¢nosti je nelinedrni funkci n. Pro nizké fady strukturnich funk-

v

ci je v8ak tato odchylka velmi mala, vyznamnéjsi je az pro fad 3 a vice. Tyto odchylky
souvisi s intermitenci malych méfitek.

7.3.5. Turbulentni difuze

Difaze ¢astic tekutiny charakterizuje zptsob vzajemného vzdalovani dvou c¢astic tekuti-
ny, jedna se tedy o typicky Lagrangeovskou Ulohu. Klasicka teorie difuze nabizi dva mecha-
nismy — koherentni a nekoherentni.

Nekoherentni difuze je vlastné molekularni difize, ktera souvisi s tepelnym pohybem
molekul. Pro nekoherentni difazi existuje jednoduchy jednorozmérny model — model ,,vravo-
rajiciho opilce* (angl.: drunken walk). Piedstavme si, ze opily ¢lovék se na pocatku pokusu
nachazi v pocatku soutadného systému a je schopen udélat neomezené mnozstvi stejné dlou-
hych krokt, pfi¢emz pravdépodobnost, Ze nasledujici krok bude smérem doptedu ¢i dozadu je
stejna (0,5). Po velkém mnozstvi krokt je nejpravdépodobnéjsi poloha opilce stejna jako na
zacatku pokusu. Pravdépodobnost jinych poloh podléha normélnimu, Gaussovu rozdéleni
pravdépodobnosti s maximem v pocatku. Takovymto zptisobem se chova kazda ¢astice plynu
v 3 dimensionalnim prostoru, vysledné rozlozeni ¢astic je tedy v souladu s Gaussovym 3D

vvvvvv

hodnota <r2> , ta je potom pro tento prostorovy nekoherentni piipad uméma Gasovému inter-

valu t.
Naopak koherentni diflze je charakteristickd rovnomérnym vzdalovanim dvou ¢&astic

konstantni rychlosti d<r> / dt ~ konst, jejich vzdalenost je potom linearni funkci ¢asu <r> ~t,
tomu odpovida zavislost <r2> ~t2.
Ukazuje se, Ze pro turbulenci v inercialnim rezimu, kterad je charakterizovana spektrem
E(x)~ %**, je priimérna rychlost vzdalovani dvou &astic d(r)/dt~r" a pro ¢asovou zmé-
nu smérodatné odchylky potom plati znamy zakon 4/3:
2
) oy
Ve vztahu k Casu tedy dostavdme vztah <r2> ~t%. Turbulentni difuze je tak nejefektivng;jsi

ze vsech uvedenych piipadi.

Tyto vztahy publikoval poprvé Richardson 1926 na zakladé pozorovani chovani meteoro-
logickych balonti v atmosféfe. Richardsonova diflze byva nazyvana ,,abnormalni* (angl.:
anomalous), odliSuje se od obou vy3e popsanych klasickych zptsobut difuze, tedy koherentni
a nekoherentni.
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Richardsontv vysledek potvrdil Kolmogorov ve své teorii K41. V soucasné dob¢ se pou-
zivaji modernéjsi postupy modelovani turbulentni diftize zaloZzené na teorii Markovovych
procesu, zakladni myslenka je vSak stejna.

7.4. Dynamické systémy

Proudéni tekutiny je popsano systémem parcidlnich diferencialnich rovnic (N-S rovnice).
Je znamo, Ze parcialni diferenciélni rovnice mohou byt aproximovany soustavou obycejnych
diferencidlnich rovnic (napiiklad pomoci Galerkinovy metody). Pokud bychom chtéli systém
popsat dostatecné presn¢, museli bychom uvazovat velmi vysoky pocet téchto rovnic, tak jak
se to provadi pfi pfimé numerické simulaci. Naptiklad pro zcela vyvinutou turbulenci je po-
tfebny pocet rovnic umérny Reynoldsovu &islu v jisté mocniné (napt. Re”*). Avsak pokud je
pozornost zamétena pouze na pravidla Skalovani a zakladni mechanismy kaskédového ptreno-
su energie v oblasti malych méfitek, potom je mozné zachytit zakladni jevy pomoci omezené-
ho poctu obycejnych diferencialnich rovnic. Jedna se o tzv. ,,vrstvové modely* (angl.: shell
models), zakladni myslenka pochazi od Obuchova (1971). N-S rovnice jsou nahrazeny dyna-

mickym systtmem s N proménnymi U,,U,,...,U, Z nichz kazda ptedstavuje typickou amplitu-
du rychlostniho pole pfisluSejici ur¢itému délkovému métitku. Fourieriv prostor je potom
rozdélen do N vrstev. Kazda ,,vrstva“ (angl.: shell) k, sestava ze sady vlnovych vektoru »
takovych, Ze x,2" < x| < x,2"". Prom&nna U, je diference rychlosti na délce ~ x,*, takze pro

kazdou vrstvu mame jeden stupent volnosti. Existuji vSak modifikace s vice stupni volnosti na
kazdou vrstvu (Grossmann a Lose, 1992). Snahou bylo najit specialni schéma pro uzavieni
soustavy rovnic, které je schopno reprodukovat Kolmogorovovo spektrum ve smyslu ur¢itého
bodu vhodné diferencialni rovnice pro pole rychlosti primérované v ramci vrstev ve Fourie-

roveé prostoru. Proménna U, je uréend stfedni energii piislusejici n-tému vinovému ¢&islu

Kni Y2
un(t):( . 2E(q,t)dq) : (7.52)

muize byt povazovana za prirastek rychlosti |u (x)—u(x+ £)| pro viry velikosti €~ «.*. Po-
tom vrstva o rozméru
K,=r"k, pii r >1 (7.53)
obsahuje vlnova ¢isla s modulem x takovym, Ze k, <k <k,, a standardné se voli I = 2.
Potom jsou vinova ¢isla «, ekvidistantni na logaritmické stupnici.
Pti konstrukci pfislusné rovnice musi byt splnéna nésledujici podminky:
e linearni ¢len pro U, je —vk’U,;

e nelinearni ¢leny pro U, jsou dany kvadratickou formou typu U, U

n"~n" ;
- ;s . o i , .1 2
e Dbudici a tlumici ¢leny nejsou pfitomny, proto musi byt zachovéana energie EZ” |un| ;

e interakce mezi vrstvami jsou v x -prostoru lokalni, tj. n" a n” jsou blizké n.
Tyto podminky vyplyvaji pfimo z N-S rovnic, posledni je potom jednou z moznosti uzavieni
systému.

Desnyansky a Novikov (1974) zavedli model, ve kterém je zachovavana energie a inter-
akce probihaji pouze mezi sousednimi vrstvami. Tyto podminky vedou k néasledujici rovnici

pro realné proménné U, :

n-n+l n+1

(%+W(§)Un =K, [unz_l - 2u,u,,, - 2% (u, ,u, —2u )]+ f., (7.54)
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kde n=0,1,...,00, okrajovd podminka: U, =0 a vn&js$i buzeni na prvni vrstvé nezavisi na ¢a-
se: f,=16,,, dale parametr C neni konstantni a je dan typem asymptotického Skalovani

n
proménnych U, .
Nezavisle na hodnoté C dostavame pro limitni ptipad, kdy pocet vrstev jde nade vSechny
meze nasledujici spektrum

E(k,)~x,"°F (k, /1), (7.55)
kde x, = (g/ Ve )1/4 je prevracena hodnota Kolmogorovova meéftitka a disipace energie je
=y fu=fu,. (7.56)

Potom pro C <1 dostavame pro IirTg F(x)=F,#0 znamy Kolmogorovoviiv 5/3 zékon.

Zatimco pro C>1 neni funkce F(X) analytickd v x pro x—>0, potom dostavame
F(X)~ X", kde £=2log,C.V limit& pro v — 0 je piislusné spektrum

E(x)~x ) (7.57)
a rychlost disipace potom je

g ~ vl (7.58)

Vidime, Ze rychlost disipace se sniZuje k nule se sniZujici se viskozitou a energie neni di-
sipovana na malych méfitkach a naopak muize byt kaskadovité pfenaSena k meritkim veétSim.
Toto odporuje pozorovani, kdy se ukazuje, Ze pro Re — oo se rychlost disipace ustaluje na
nenulové hodnoté. Tento jednoduchy model také nezachycuje vliv intermitence.

Dal8im populdrnim modelem je ,,GOY model“ (podle autorti Gledzer, Ohkitani, Yama-
da), ktery je jiz schopen modelovat intermitenci. Tento model pracuje s komplexnimi pro-
ménnymi.

Prostorovost virovych struktur jsou schopny zachytit ,,hierarchické modely”, které zava-
déji vice proménnych na jednu vrstvu. Jsou to jiz vypocetné velmi slozité modely, které si
prili§ nezadaji s pfimou numerickou simulaci pomoci pseudospektralnich metod. Maji vSak
vyhodu, Ze 1ze pomoci nich modelovat proudéni do zna¢né vyssich hodnot Reynoldsovych
¢isel nez je realné uzitim piimé numerické simulace.

Vrstvové modely vlastné piedstavuji zkracené N-S rovnice, hlavnim rozdilem oproti pl-
nym rovnicim je fakt, Ze vlnové ¢islo x je zde skalarem, tim je ztracena informace o prosto-
rovosti virovych struktur. Zkoumame potom dynamicky systém s chaotickym chovéanim, kte-
ry je charakterizovan rozumnym poctem stupiiti volnosti (typicky niz§im nez 100). Vyhodou
je moznost studia pfislusného ,,podivného atraktoru“ ve fazovém prostoru pomoci standard-
nich analytickych nastroji pouzivanych pii analyza deterministického chaosu, jako jsou frak-
talni dimense, Lyapunovovo spektrum, dynamick intermitence, multyfraktalnost. Tim je déa-
no propojeni mezi ergodickymi vlastnostmi dynamiky podivnych atraktorti a skute¢nym tfi-
rozmérnym prostorem s nekone¢nym poctem méftitek.
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8. Priklady turbulentnich proudi

V této kapitole uvedeme typické ptipady turbulentnich proudii. Zaméfime se pfitom na
vlastnosti, které souviseji s jejich turbulentni strukturou.

8.1. MFizkova turbulence

Podivejme se nejprve na miizkovou turbulenci, ktera je pon¢kud netypickym piipadem
turbulentniho proudu, protoze se nejedna o smykovou oblast ve smyslu pole stfednich rych-
losti. Mfizkova turbulence vznika za rovinnou mftizi, ktera je vyrobena z ty¢i kruhového pri-
fezu, ktera tvoii ¢tvercova oka v roviné miize. Velikost oka mfiize je M, pramér ty¢i je d .
Proudi-1i tekutina oky mfize kolmo k jeji roving stiedni rychlosti U,, vznika zéhy (ve vzdale-
nosti X, asi 15-M ) homogenni izotropni turbulentni proudéni (viz obr. 3.10). Za jednotlivymi

¢astmi miize vznikaji uplavy, které jsou orientovany ve dvou navzajem kolmych smérech. Ty
pak spolu navzajem interaguji tak, Ze pomérné€ zahy vznika homogenni a izotropni turbulence.

Homogenita je zde splnéna ve smérech X, a X;, isotropie potom ve vSech 3 smérech se tyka
fluktuacnich slozek rychlosti, stfedni rychlost je nenulova pouze ve sméru X, .

V piipadg izotropniho pole fluktuaci rychlosti se v soutadnicich (U, U;,U;) pohybujeme
uvnitt koule, dvojrozmérna analogie je na obr. 8.1. Pak lze pfedpokladat, ze slozky fluktuacni

rychlosti jsou nekorelované, tedy u/u;=0 pro j=i a také plati, Ze u;* =u;’ =us’, potom

tenzor Reynoldsovych napéti je ve tvaru —p?. Toto je ptipad miizkové turbulence, kdy
nedochdzi k produkci Reynoldsovych napéti.

Obr. 8.1 — Izotropni fluktuace

Energeticka bilance méa zde zjednoduseny tvar, protoze v proudovém poli je v disledku
platnosti rovnice kontinuity stfedni rychlost v§ude konstantni a tedy produkce je nulova. Musi
tedy dochazet k atlumu kinetické energie turbulence ve sméru sttedniho proudu x . Experi-

menty ukazuji na mocninnou zavislost ve tvaru
-n
X _k (uj | ©.1)
U, M
kde k je kineticka energie turbulence, U, je stfedni rychlost proudéni, K je parametr, jehoZ
hodnota zavisi na geometrii mfize a na Reynoldsové ¢isle, X, je poloha mtize, M je oko mii-
Ze a n je exponent, jehoZ hodnota je z experimentd v rozmezi 1,15 <n <1, 45.

Na zaklad¢ zakona Gtlumu volné izotropni turbulence Ize definovat disipativni méfitko
Le turbulence
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(o)
—du;?

1 dx1
Toto méfitko je vyznamnou charakteristikou turbulentniho proudéni a hraje vyznamnou

roli v procesech, které ovlivituje volna turbulence, jako je napi. zkraceny pfechod mezni vrst-
vy do turbulence zpiisobeny turbulenci ve vnéj$im nabihajicim proudu.

Le=-

(8.2)

8.2. Smykové proudy

V kapitole 6 bylo ukdzano, Ze pro vznik nestabilniho stavu v tekutiné je nutnou podmin-
kou nehomogenni struktura proudici tekutiny, ktera je typicka pro smykové oblasti, kdy do-
chazi ke zménam rychlosti proudéni napfi¢ proudovym polem. Pokud by totiz K témto zme-
nam nedochazelo, potom z rovnice kontinuity pro nestla¢itelnou tekutinu vyplyva, ze rychlost
tekutiny musi byt v celé oblasti konstantni. Probereme nyni proto nékteré typické kanonické
pripady turbulentnich smykovych proudi.

Pfi proudéni v blizkosti tuhych povrchd vznika smykova oblast vlivem jevu ulpivani te-
kutiny na stén¢, kdy na sténé je vektor rychlosti proudéni tekutiny nulovy. Zakladnim typem
sténové smykové oblasti je mezni vrstva. ,,Mezni vrstva“ (angl.: boundary layer) vznika
v blizkosti stény obtékané proudem tekutiny.

Profil stiedni rychlosti ma v turbulentni mezni vrstvé typicky tvar, ktery je schematicky

ukazan na obr. 8.2, jsou zde zavedeny bezrozmérné soufadnice U, a Y, pomoci tzv. ,tieci

rychlosti“ (angl.: friction velocity). Definice tieci rychlosti U_ a bezrozmérnych soufadnic

mezni vrstvy je nasledujici
X, U
u, = /T—O, u,=—=, y, =—=-=, (8.3)
Yo u, 14

kde 7, je Casové stfedni hodnota smykového tieni na sténé, p je hustota a v je kinematicka
vazkost tekutiny. Vodorovna osa v grafu na obr. 8.2 je logaritmicka.

u,

Vazka
podvrstva

Logaritmicka oblast

logy,

Obr. 8.2 — Rychlostni profil turbulentni mezni vrstvy
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V blizkosti stény vznika ,,vazka podvrstva“ (angl.: viscous sublayer), kde je linearni za-
vislost mezi parametry mezni vrstvy. Dale od stény je ,Jlogaritmickd oblast“ (angl.: loga-
rithmic region), mezi témito dvéma oblastmi je vloZena tzv. ,buffer layer< (v angli¢ting, ¢es-
ky termin neni zaveden, jedna se o vrstvu ,,prechodu‘ ¢i ,,narazniku“ mezi vazkou podvrstvou
a logaritmickou oblasti). Oblast buffer je vymezena hodnotami bezrozmérné vzdalenosti od
stény 5<y, <30, pficemz celkova tloustka bezrozmérnd turbulentni mezni vrstvy miize byt
fadu 10°.

Piedpokladejme, Ze statistické veli¢iny maji v turbulentnim proudu rovinné rozlozeni ne-
zavisejici na hodnoté soufadnice X,, pfi¢emz pole jsou symetrickd podle této osy. Pro rozlo-

Zeni pravd&podobnosti rychlosti f (u,x,t) potom plati

of

—=0, 8.4

o, (8.4)
F (U Uy, Uy X0 X, Xgit) = F (U, Uy, Uy X, X, =Xy t). (8.5)

Tyto dvé rovnice davaji pro X, =0 rovnost stfedovanych rychlosti u_3 = —u_3, tato rovnost mu-
ze byt splnéna pouze pro u_3 =0. Podobn¢ lze odvodit vztahy pro slozky Reynoldsovych na-
péti wu; =0 a uu, =0. Z rovnice (8.4) vyplyv4, Ze tyto vztahy musi platit v celé oblasti.

Pro nominélné€ rovinné proudéni tedy dostavame nulovou stiedni rychlost ve sméru X, a
tenzor Reynoldsovych napéti bude ve tvaru

u? uu, 0

uu, u? o 0| (8.6)
0 0 up

Korelace slozky fluktuaéni rychlosti u; se zbylymi slozkami jsou nulové.

Podivejme se nyni bliZze na ptipad rovinné mezni vrstvy na desce. Hlavni proud je zde
smérovan podél desky ve sméru osy X . Pro stacionarni proudéni potom mizeme piedpokla-
dat, Ze plati

0 0

u_>>u_a—<<—. 8.7
S v 8.7)
Reynoldsovy rovnice se zredukuji na jedinou rovnici pro smér X
oy Uy +_8u1 e _£@+li %—p@ _ (8.8)
X, 0X, pPOX, pOX | OX

Gradient tlaku ve sméru hlavniho proudu je ¢asto nulovy. Vyraz ve hranaté zavorce na pravé
strané predstavuje celkové smykové napéti z., , které se sklada z vazké slozky r, a slozky

turbulentni 7,
ou,  ——
Tett =Ty + Thurb = :u_l_p uluz : (89)
0X,
V blizkosti stény, tedy ve vazké podvrstve, bufferu a logaritmické oblasti ma celkové smyko-

vé napéti priblizn€ konstantni hodnotu, kterd je rovna velikosti smykového tfeni na sténé 7,

dale od stény jeho hodnota téméf linearné klesa. Na sténé je turbulentni slozka smykového

tfeni 7,,, nulova (protoze fluktuace rychlosti jsou nulové), vazka slozka z, je zde tedy rovna

povrchovému teni. Postupujeme-li nyni od stény, vazké slozka klesa a turbulentni naopak
roste, aZz v logaritmické oblasti ma vazka slozka zanedbatelnou velikost oproti turbulentni.
Situace Vv turbulentni mezni vrstvé je schematicky naznacena na obr. 8.3, 0sa X, lezi na sténé,
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vazka slozka smykového napéti 7, je zndzornéna Sedou barvou. Z obrazku je zfejmé, ze vaz-
kost tekutiny ovliviiuje turbulentni mezni pouze v bezprostiedni blizkosti stény ve vazké pod-
vrstve, tento vliv dozniva v bufferu a v logaritmické oblasti témét vymizi.

X,

Obr. 8.3 — Smykové napéti v turbulentni mezni vrstvé

Obr. 8.4 — Pii¢ny pohyb ¢astic v mezni vrstvé

V mezni vrstvé ma turbulentni slozka smykového napéti —p@ a gradient stfedni
rychlosti 6u_1/ OX, V pficném sméru témef vzdy opacné znaménko. Situace je znazornéna na
obr. 8.4. Castice tekutiny A se pohybuje smérem dolt1 z pozice x,, do pozice X, , vznika tak
fluktuace slozky rychlosti u;<0. Tim vznikne v mist¢ B fluktuace slozky rychlosti u,>0,

protoze plati E>@ Proto korelace u; a u, musi byt zdporna a hodnota odpovidajici slozky
Reynoldsova napéti je kladna. Pro ¢astici tekutiny v misté B, ktera se pohybuje naopak do A
je situace presné opacna: fluktuace slozky rychlosti u;>0 a fluktuace slozky u;<0. Vysledek
je tedy stejny — korelace u; a u, musi byt zaporna a hodnota odpovidajici slozky Reynoldso-

va napéti je tedy kladna. Dochazi tedy ke generovani Reynoldsova napéti, situace je schema-
ticky znazornéna na obr. 8.5. Podobna situace je i ve volné smykové vrstve.
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Obr. 8.5 — Fluktuace ve smykové vrstvé

Obdobna situace je také v pripadé rovinného proudéni v kanale, v trubce nebo ve volném
paprsku ¢i uplavu, tam ovSem nevznika vazka podvrstva.

Nyni se zaméfime na energetickou bilanci pii Reynoldsové popisu, ktera byla podrobné
formulovéna v oddile 5.2.3. Obecné rovnice bilance turbulentni energie vyjadiuje ve stacio-
narnim piipadé rovnovahu 4 Clena

A+P+T+D=0, (8.10)

kde A je advekce (angl.: advection), unaseni stfednim proudem, tento ¢len ma obecné tvar

12

u; 0 qu , P je produkce (angl.: production) turbulentni energie v souvislosti se stfednim
1

o ——0U, - ) S
proudem, byva ve tvaru —uju 8—' T je turbulentni transport (angl.: transport), ktery souvisi
X

]

s fluktuacemi tlaku a%{u; (J/Zq’2 +%H a D je disipace (angl.: dissipation) turbulentni
J

energie v souvislosti s vazkymi efekty a je charakterizovana rychlosti disipace & . Podrobnos-

ti souvisejici s bilanci energie byly ukazany v kapitole 5.

U turbulentni mezni vrstvy je tato bilance kvalitativné znazornéna na obr. 8.6. Produkce
je nejvetsi v bufferu, stejné jako disipace, oboji se snizuje smérem k hranici mezni vrstvy.
Transport pusobi v mezni vrstvé ztraty, advekce potom uvnitf mezni vrstvy zpusobuje ztraty,
u jejiho okraje vsak zisk.

gain

loss D

Obr. 8.6 — Bilance energie v turbulentni mezni vrstvé

93



Volné smykove oblasti vznikaji pii interakci dvou nebo vice proudt ve volném prostoru,
pfimo neinteraguji s omezujicimi sténami. Zakladnimi typy volnych smykovych oblasti jsou
paprsky, sméSovaci vrstvy a uplavy. Paprsek je v podstaté kombinace sméSovacich vrstev
kolem jadra paprsku.

Paprsek (angl.: jet) vznika pii interakci proudici tekutiny, ktera vytéka z né¢jakého otvoru
(trysky), s okolni tekutinou, ktera muze byt v klidovém stavu. Na hranicich paprsku vznikaji
volné smykové vrstvy, které jsou zpravidla nestabilni, rychle se rozsituji v pficném sméru, az
se spoji. Potom vznika typicky rychlostni profil stfedni rychlosti zvonovitého tvaru. Ukazuje
se, Zze dale po proudu ma tento profil, jakoZ i profily turbulentnich charakteristik vlastnost
samopodobnosti. To znamena, Ze tvar profili téchto veli¢in nezavisi na soufadnici x, je vSak

tteba provést transformaci téchto profilti. Ve vhodnych bezrozmérnych soufadnicich dosta-
neme univerzalni tvar téchto profilt.

Podivejme se zde opét na energetickou bilanci napii¢ proudem. Na obr. 8.7 je schematic-
ky naznacen vyvoj jednotlivych ¢lenli energetické rovnice pro rovinny turbulentni paprsek
Vv pficném sméru X,, pfipad je symetricky pro zdporné hodnoty soufadnice.

gain

loss

Obr. 8.7 — Bilance energie v turbulentnim paprsku

Uplav (angl.: wake) &i oblast recirkulaéniho proudéni vznika v souvislosti s odtrzenim
mezni vrstvy od stény. Tvar energetické bilance je v ptipad¢ uplavu velmi podobny piipadu
paprsku, je zobrazen na obr. 8.8.

- -

~
. S
gain s
P
T
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A
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\\ D
- - —\—_’/
loss

Obr. 8.8 — Bilance energie v turbulentnim tplavu
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Produkéni €len ma v ptipadé paprsku i uplavu maximum pro jistou hodnotu X,. Da se
ukazat, Ze poloha tohoto maxima je v blizkosti maximalniho smyku na profilu stéedni rychlos-
ti |au_1/ax2|. Toto samoziejmé neni nahoda, l1ze podat dvoji interpretaci tohoto jevu. Jednak

produkéni ¢len v sob& obsahuje tuto derivaci a lze ptfedpokladat, Ze jeho maximum je
v blizkosti maxima této derivace. Déle, v blizkosti maximalni derivace je poloha inflexniho
bodu na profilu rychlosti u,, podle nevazké teorie stability je potom proudéni nestabilni a
dochazi k produkci turbulentni energie timto mechanismem.

95



9. Modelovani turbulence

Metody matematického modelovani vétSinou vyuzivaji metody konecnych objemu a
vhodnych numerickych schémat, tato problematika neni obsahem tohoto pojednani, detaily
Ctenaf nalezne v piislusné literature.

Implementace vSech metod pouZivanych v turbulenci je zaloZena na pouZziti metod nume-
rické matematiky — provadi se diskretizace problému v prostoru i v ¢ase. Obecné kazda meto-
da matematického modelovani vyzaduje takovou prostorovou i ¢asovou diskretizaci, aby byla
schopna modelovat hodnoty gradienti v3ech veli¢in, které v daném ptipadé ptichazeji
Vv tivahu. Maximalni hodnoty téchto gradienti jsou dany minimalni velikosti struktur. Jejich
velikost zavisi na podminkach proudéni (geometrie oblasti, rychlost a vlastnosti tekutiny) a
dale na pozadavku na vysledky. Napft. ptfi pouziti metody DNS je tfeba volit diskretizaci tak,
aby byly zachyceny virové struktury vSech velikosti az po Kolmogorovovu délku, resp. Kol-
mogorovovo ¢asové méfitko. U metody LES diskretizace vlastné definuje filtr pro prostorové
struktury. Nejméné narocné na pocet diskretizovanych elementti jsou potom metody RANS,
protoze prostorové gradienty stfedovanych veli¢in maji v turbulentnim proudéni fadoveé mensi
hodnoty neZ gradienty okamzité.

Diskretizace problému v prostorové a Gasové oblasti je izce provazana. Casova diskreti-
zace musi byt takové, aby model byl schopen zachytit dynamické chovani struktur, které jsou
modelovany na prostorové siti. To znamend, ¢im mensi prvek diskretizacni sité, tim mensi
struktury simulujeme a tim kratsi ¢asovy krok musime pouzit. Ten ptimo souvisi s rychlosti
zmeén téchto nejmensich struktur.

K numerickému fesSeni diferen¢nich rovnic pouzivame bézné pocitace, které jsou vSak
von Neumannova typu, tedy pracuji na sekvenénim principu. Obecné 1ze tvrdit, Ze N-S rovni-
ce jsou eliptické, obsahuji jak prostorové tak i ¢asové vazby. Uloha jejich feSeni je vhodné pro
masivné paralelni algoritmy a velmi nevhodna pro sekvencni algoritmy. Pro jejich feSeni,
Které je v soucasnosti extrémné naro¢né na vykon a rychlost sekvencnich poéitac, je velkym
prislibem vyvoj paralelnich algoritmt a hlavné paralelnich pocitaci.

V soucasnosti mame k dispozici pro feSeni N-S rovnic tfi metody. Je to jednak piima
numericka simulace N-S rovnic (DNS), kdy feSime problém v prostoru i v ¢ase, Reynoldsova
formulace pro feseni stiednich poli v prostoru (RANS) a kombinace obou pfistupt, kdy simu-
lujeme velké viry a malé struktury modelujeme pomoci Reynoldsovych rovnic (LES). Vysle-
dek ziskany pomoci jednotlivych ptistupti v daném bodé prostoru je znazornén na obr. 9.1.
Metoda DNS poskytne piesny ¢asovy pribéh sledované veli¢iny, metoda RANS pouze stied-
ni hodnotu v ¢ase a vysledkem metody LES je vyhlazeny signal.

—DNS —RANS —LES

Obr. 9.1 — Vysledek feseni N-S rovnic
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V praxi neni hranice mezi vySe uvedenymi metodami ostrd, existuji rGzné varianty,
napi. oznaceni ,,Very Large Eddy Simulation“ (VLES) a ,,Unsteady RANS* (URANS) pied-
stavuji pfechodné stadium mezi metodou RANS a LES.

Vybér metody matematického feSeni pro konkrétni Glohu je obvykle pieduréen praktic-
kymi hledisky. DNS pfichazi v Gvahu pouze v ptipadé, Ze tloha je charakterizovana jednodu-
chou geometrii, Reynoldsovo ¢islo je velmi nizké a souasné mame k dispozici potiebné
hardwarové vybaveni. Pii feSeni naprosté vétSiny praktickych inzenyrskych tloh se musime
spokojit s pristupem RANS, pouze ve vyjimecnych piipadech lze aplikovat metodu LES, me-
toda DNS je rezervovana pro specialni ulohy vyzkumného charakteru.

Pies zcela principidlni teoretické problémy, které jsou spojeny s metodami typu RANS,
1ze pfi zachovani spravného postupu ziskat pomoci téchto metod velmi dobré vysledky pouzi-
telné v praxi. Tyto vypoCty by vsak mély byt vzdy doplnény ovéfovacimi experimenty prove-
denymi nejlépe pro stejnou ulohu, nebo alespon kvalitativni srovnani s publikovanymi vy-
sledky experimentti na podobnych Ulohach. Pro feseni tiloh se zcela neznamym feSenim nej-
sou obecné tyto metody vhodné. V této souvislosti je tieba zdlraznit, Ze metody typu RANS
principialné nelze pouzit pro modelovani nestabilit jakéhokoli druhu, dtivodem je neschop-
nost téchto metod modelovat vyvoj malych poruch v ¢ase a prostoru. Metodami RANS tedy
nelze spolehlivé predpoveédét ani prechod do turbulence, ani odtrZzeni mezni vrstvy. Tyto jevy
je nutno modelovat jinymi, specializovanymi modely, nebo dodat udaje o nich z experimentu.
Naopak, v oblastech, kde jsou splnény podminky pro spravné fungovani vybraného RANS
modelu, pracuji tyto metody velmi spolehlivé.

9.1. Pfima numericka simulace (DNS)

Pfima numericka simulace (angl.: Direct Numeric Simulation — DNS) piedstavuje mode-
lovani N-S rovnic pomoci postupti numerické matematiky. Prostorovou a ¢asovou diskretizaci
je nutno volit tak, aby bylo pokryto celé spektrum virovych struktur, které se vyskytuji
V realném proudéni. To znamena, Ze na diskretiza¢ni siti musime byt schopni zachytit viry o
rozméru Kolmogorovova meéftitka.

V této souvislosti byva definovan pojem poctu stupni volnosti n daného problému, ktery

souvisi s poétem prvka diskretizaéni sité. Ten je dan pomérem mezi velikosti nejvétsich € a

nejmensich 7 struktur v proudovém poli (viz 7.3). Z Kolmogorovovy teorie pro izotropni

3/4

turbulenci vyplyva zavislost tohoto poméru na Reynoldsové &isle ve tvaru § /n7 ~ Re” . Pocet

stupiiti volnosti problému n souvisi s poctem prvki v 3-rozmérném prostoru. Plati tedy na-
sledujici uméra
n~(6/n) ~Re’". 91)

Je zfejmé, Ze nema smysl provadét simulaci ve zmenSeném poctu rozméru (tedy
Vv roving), ale vZdy v 3-rozmérném prostoru, protoze turbulentni proudéni je vzdy prostorové-
ho charakteru.

Pfi implementaci vypocti pomoci DNS se pouzivaji spektralni nebo pseudospektralni
metody. Redeni se predpoklada ve tvaru Fourierovy fady v prostoru. Tento p¥istup rozpraco-
val jiZz v roce 1972 Orszag s Pattersonem, vlivem omezené kapacity vypocetni techniky je
metoda DNS pouzivana doposud pouze pro vypocty geometricky jednoduchych oblasti prou-
déni pfi extrémné malych Reynoldsovych ¢islech. Pii zvySovani Reynoldsova ¢isla prudce
roste pocet diskretizovanych prvkil v oblasti a soucasné klesa potifebny ¢asovy krok. Vypocty
proudéni pomoci DNS jsou obecné extrémné ndrocné na vykon vypocetni techniky a trvaji
velmi dlouho.

Lze dokazat, ze vypocetni naro¢nost S ohledem na diskretizaci v prostoru i v ¢ase roste se
Sestou mocninou Reynoldsova ¢isla. DneSni nejvykonnéjsi pocitace s vykonem fadu desitek
gigaflop jsou schopny fesit tlohy pomoci DNS charakterizované Reynoldsovym c¢islem fadu
maximalné 10°, aplika¢né zajimavé Glohy turbulentniho proudéni ve strojich jsou charakteri-
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zovany Reynoldsovymi ¢isly fadu 10° a vice, proudéni v atmosféfe a hydrosféfe potom jesté
o n¢kolik 1ada vétSimi. Pro dosazeni desetkrat vySsiho Reynoldsova c¢isla bude nutno milion-
krat zvysit vykon pocitaci.

Metoda DNS je v soucasnosti a ziejmé bude jesté¢ dlouhou dobu i v budoucnosti, vyuzi-
vana k feseni fundamentalnich uloh z oblasti teorie turbulence. Omezuje se na geometricky
jednoduché oblasti a velmi nizkd Reynoldsova ¢isla. Poskytuje ndm vSak dokonaly obraz fy-
ziky proudici tekutiny. Ze spravné provedené simulace DNS lze ziskat libovolné veliiny
Vv libovolném misté i ¢ase. Vysledky takovéto simulace jsou vSeobecné povazovany za ekvi-
valentni vysledkim experimentt, co se tyce vérohodnosti, komplexnosti informace vSak ex-
perimenty daleko piedci.

9.2. Metoda simulace velkych virta (LES)

Metoda simulace velkych virt (angl.: Large Eddy Simulation — LES) je zaloZena na mys-
lence filtrovani N-S rovnic. Problém je rozdélen na dvé ¢asti, struktury vétsi nez jista mezni
velikost jsou modelovany oddé€len¢ od struktur menSich. Oba problémy jsou vSak vzijemné
provazany, nelze je fesit oddélené.

Stru¢né mizeme fici, Zze velké struktury (viry) jsou simulovany piimo jako pii DNS, malé
struktury jsou modelovany podobné jako u metody RANS. Model malych turbulentnich struk-
tur je vSak ponékud modifikovan s ohledem na omezenou velikost modelovanych struktur,
jedné se o tzv. ,,subgrid model* — modelujici struktury mensi nez je rozmér bunky sité.

9.3. Metody modelovani Reynoldsovych rovnic (RANS)

Tyto metody vychézeji z Reynoldsovych stiedovanych Navier-Stokesovych rovnic (angl.:
Reynolds Average Navier-Stokes — RANS). Jak jiz bylo feceno pii odvozeni Reynoldsovych
rovnic, jejich problémem je neuzavienost systému rovnic, kdy pocet rovnic je mensi nez pocet
neznamych, ktery se oproti N-S rovnicim zvysil o Reynoldsova napéti. Proto se metody mo-
delovani soustfed’uji prave na uzavieni systému rovnic.

Metody modelovani turbulentniho proudéni pomoci RANS Ize rozdélit do dvou podsku-
pin. Jsou to jednak metody vyuZivajici myslenky turbulentni vazkosti a dale metody modelo-
vani Reynoldsovych napéti. Vypocty Ize Gspésné provadét i ve zmensené dimenzi — napt. pro
rovinné ¢i rotacné-symetrické proudéni.

9.3.1. Modely zalozené na turbulentni vazkosti

Tyto modely jsou velmi zjednoduSené. Zachycuji pouze vliv izotropni turbulentni vaz-
kosti. Obecné nepracuji dobie pro proudéni s neizotropni turbulentni strukturou. Kupodivu
mezni vrstvy, které jsou neizotropni, zvladaji pomérné dobie, selhavaji vSak pii modelovani
zrychlujiciho se nebo zpomalovaného proudéni nebo vlivu zaktiveni stény. Chyby se projevu-
ji hlavné v hodnotdch normalovych napéti (intenzita turbulence). Jsou numericky stabilni
(gradienty druhého tadu v rovnicich stfedniho proudu stabilizuji). Pracuji s rozumnou pies-
nosti pro inZzenyrske Glohy.

Reynoldsovy rovnice, které ziskame aplikaci operace sttedovani na N-S rovnice

e BV VAT b S 9.2)
Dt X, pOX
Du 1 6| — ou ou | —
— == | -pd, +u| —+=—£ |- pulu’ |. 9.3
Dt ank[ p ik lu[axk aIJ ,0 i k:| ( )

Jednou z klasickych metod modelovani Reynoldsovych napéti je ,,hypotéza turbulentni
vazkosti“ (angl.: turbulent-viscosity hypothesis), kterou roku 1877 zavedl Boussinesq. Tato
metoda vyuZiva analogii s Newtonovym zakonem pro vyjadieni napéti v tekuting.

Podle této hypotézy je napéti v tekuting, které pftislusi deviacni anizotropni ¢asti Rey-
noldsovych napéti, imérné stfedni rychlosti deformace Castice tekutiny analogickym zptiso-
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bem jako je tomu u vazkych sil. Konstantou umérnosti je ,,turbulentni vazkost* v; (angl.: tur-
bulent viscosity nebo eddy viscosity):

o0 ou; ou
—pui + pk5 pVT (674‘8—)(} (94)

Reynoldsovy rovnice potom piechéazeji do tvaru

Dy & au_i ou || 10 (= 2
k= p+=pk |, (9.5)
Dt 8xk 8Xk X, P OX; 3

1
kde v (X,t)=v+v;(X,t) je soucinitel efektivni vazkosti. Poviimnéme si, Ze tyto rovnice
maji formaln¢ stejny tvar jako N-S rovnice v nichz figuruji ¢asové stfedni rychlosti, soucinitel
molekularni vazkosti je nahrazen efektivnim soucinitelem a tlak potom modifikovanym stied-
nim tlakem p+2/3pk.

Problémem zistava urceni turbulentni vazkosti, ktera je obecné funkci polohy a ¢asu. Pii
praktické aplikaci se predpokladd, ze zmény turbulentni vazkosti v Case lze zanedbat, pro
hodnoty turbulentni vazkosti v prostoru existuji doporuceni platna pro uréitou t¥idu tloh. Mo-
lekulova vazkost je oproti turbulentni zanedbatelna.

Koncepce turbulentni vazkosti implicitné ptfedpoklada rovnost normalovych slozek Rey-
noldsovych napéti, tedy jejich isotropii. Tato podminka je dobie splnéna u vyvinutého turbu-
lentniho proudéni, které je dobfe isotropni nebo v pfipadech, kdy silné pfevazuji smykové
slozky Reynoldsovych napéti a normalové slozky jsou zanedbatelné. V pripadé rovinné struk-
tury fluktuujiciho proudového pole (hydrodynamicka nestabilita) tato podminka ziejmé spl-
néna neni.

9.3.1.1. Algebraické modely

Podle teorie sméSovaci délky, kterou poprvé formuloval Prandtl, je soucinitel turbulentni
viskosity dan souc¢inem charakteristické délky turbulence, kterd byva nazyvana ,,sméSovaci
délka“, a rychlosti charakterizujici turbulentni pohyby. Prandtl dale ptedpoklada, Zze sméSova-
ci délka je umérna tloust'ce turbulentni oblasti € a dale Ze rychlost turbulentnich sméSovacich
pohybli U je umérna typické hodnoté rozdilu stiednich rychlosti v oblasti:

—ue~e

6x2

SméSovaci délka je urCovana z jednoduchého algebraického vztahu, proto tyto modely jsou
nazyvany ,,algebraické nebo také ,,nularovnicové®.

Postupy zaloZzené na algebraickych modelech davaji dobré vysledky v jednoduchych
smykovych proudech, jako jsou mezni vrstvy nebo jednoduché Uplavy. Pro komplexni proudy
jsou tyto metody obecné nepouzitelné. Matematicky model sice popisuje exaktné¢ chovani
tekutiny, problémem vsak je uréeni soucinitele turbulentni vazkosti, kdy pro kazdy bod prou-
dového pole miize byt znaéné odlisna. Reseni tohoto problému je ekvivalentni vyfeseni turbu-
lentniho rychlostniho pole, pro néZ musime pouzit jinou metodu. Presto se pro jistou tfidu
problému tyto modely pouzivaji i dnes. Jedna se napi. o obtékani leteckych profild, kde se
pouzivaji napt. algebraické modely Baldwin-Lomaxe, Cebeci-Smithe nebo Wilcoxe.

(9.6)

9.3.1.2. Modely obsahujici transportni rovnice

Slozit€jsi modely pracuji s transportnimi rovnicemi pro razné turbulentni veli¢iny.
| v téchto modelech je vSak pouzivan koncept turbulentni vazkosti podle Bussinesqova pied-
pokladu.

Transportni rovnice pro turbulentni veli¢iny jsou odvozovany z N-S rovnic. Napf. pro ki-
netickou energii dostaneme transportni rovnici ve tvaru
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Clen 1 je konvekce. Clen Il piedstavuje produkci, viry velkych méfitek ziskavaji energii

Z hlavniho proudu. Tento ¢len byva modelovan pomoci rovnice (9.4). Prvni 2 s¢itance ve Cle-

nu Il predstavuji turbulentni difazi vlivem fluktuaci tlaku a rychlosti, posledni potom pied-

stavuje vazkou difuzi. Prvni tlakovy scitanec je zpravidla velmi maly, proto je zanedbavan.

Prostfedni séitanec s trojitou korelaci byva modelovan pomoci piedpokladu, ze dochazi

k difGzi kinetické energie k proti sméru gradientu, tedy z mist s vysokou kinetickou energii do
mist s energii niZsi. Dostavame tedy

(9.7)

ipui'ul'ul' — _i% ,
2 Pr, ox,

kde Pr, je turbulentni Prandtlovo ¢&islo pro k.

(9.8)

Clen IV piedstavuje disipaci kinetické energie, ktera se pfeménuje v teplo. Odhad disipaéniho
¢lenu byva vyjadien jako podil
3
= uT , (9.9
kde U je typicka rychlost turbulentnich pohybt a € je rozmér virG. Hodnotu rychlosti odhad-

neme z kineticke energie

U=k, (9.10)
disipacni ¢len IV z rovnice (9.7) potom bude
AT 23
UL O S 9.12)
OX, OX 4

Podobnym zptisobem byva modelovana transportni rovnice pro rychlost disipace nebo
pro enstrofii. Odvozeni a vysledny tvar lze nalézt v literatufe.

Nejjednodussimi modely vyuZivajicimi transportni rovnice jsou ,,jednorovnicové mode-
ly“. V téchto modelech je feSena transportni rovnice pro jistou turbulentni veli¢inu (obvykle
kinetickou energii), dal$i turbulentni veli¢ina (obvykle méfitko turbulence) je ziskdno
z algebraického vztahu.
pro dva skalary charakterizujici turbulentni proudéni. Témito skalary miiZze byt napf. kineticka
energie, enstrofie nebo rychlost disipace. Tenzor Reynoldsovych napéti je potom zpravidla
pocitan pii pouziti Boussinesquovy hypotézy z gradientii rychlosti a turbulentni viskosity. Ta
je vyhodnocena zhodnot dvou skalara ziskanych ztransportnich rovnic. Jednim
z nejznaméjsich a v inzenyrské praxi hojn¢ pouzivanym modelem je k —& model.

Proudéni v blizkosti stény miize byt modelovano na zjemnujici se siti takové, aby byly
spravné modelovany velké gradienty v této oblasti. Tento pfistup je dosti naro¢ny na vypocet-
ni kapacity. Jinou moznosti je pouziti tzv. ,,st€énovych funkci® (angl. wall functions). Potom
ptedpokladame, Ze proudéni v blizkosti stény mutize byt charakterizovano jako zcela vyvinuta
turbulentni mezni vrstva. Sténové funkce se pouzivaji ve spojeni s dvourovnicovymi modely.

9.3.2. Modelovani Reynoldsovych napéti

vvvvvv

dels — RSM). Z jejich slozZitosti také vyplyva nejvyssi vypoétova narocnost. V téchto mode-

lech je feSena transportni rovnice pro tensor Reynoldsovych napéti ui'u’j , dalsi transportni

rovnice byva pro métitko turbulence a pro rychlost disipace & . Tyto modely nejsou zalozeny
na Boussinesqove hypotéze, rovnice pro Reynoldsova napéti jsou odvozeny z N-S rovnic (viz
5.5.1)).
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10. Fenomenologie turbulence

V této kapitole se podivame bliZze na strukturu turbulentniho proudéni. Zakladnim prv-
kem turbulentniho proudového pole je vir.

10.1. Kinematika

Sledujme chovani dvou castic tekutiny, Které se nachazeji v proudovém poli blizko sebe.
Jejich  rychlosti  budou pro prvni bod u; (X,X,, X, t)=y, (xj,t) a pro druhy
u, (XI  Xoy Xy ,t) =u, (x}’,t). Pouzijme nyni Taylorilv rozvoj a zanedbejme ¢leny vyssich fada,

pak miizeme psat

u (xj.t) =y, (xj +(x}—xj),t)iui (xj,t)+2—:(x?—xj), (10.1)

proved'me nyni rozklad tenzoru druhého fadu ou;/0x; na ¢ast symetrickou a antisymetric-
kou, potom dostavame

* (au, ou) . .\ 1fou au), .
ui(xj’t):ui(Xj’t)+5(8_>l:j+a_x.]J(xj_Xj)+5(a_>ljj_6_x:](xj_xj)' (10.2)

Zaved'me nyni obvykla oznaceni pro tenzor rychlosti deformace S; a tenzor rychlosti ro-

tace Q;
. ou. - ou,
5, == a LM 0=t MMy (10.3)
2( Ox;  OX 2( 0x; O
Antisymetricky tenzor €);; Ize interpretovat jako pseudovektor @, Uhlove rotace
1 1 ou,
—0; = E‘giijjk = E‘gijk 8_)(J : (10.4)
k
Vektor thlové rotace o, souvisi jednoduchym zptisobem s jiz diive definovanou vifivosti o :
0=20,=Vxu (10.5)

Dosadime-li nyni definice (10.3) do rovnice (10.2), dostavame rovnici vyjadiujici obecny

pohyb elementérniho objemu tekutiny
u, (x?,t) =, (xj ,t)+gijka)rj (x: —xk)+Sij (xj —xj) : (10.6)

Prvni ¢len na pravé strané rovnice (10.6) piedstavuje rychlost translace elementarniho obje-
mu, druhy ¢len rychlost rotace, tieti potom rychlost deformace tekutiny. Prvni dva ¢leny
charakterizuji pohyb elementarniho objemu tekutiny, jakoby Slo o tuhé téleso.

Vyse naznaceny rozklad je matematickou formulaci prvni Helmholtzovy véty, ktera fi-
k&, Ze kazdy pohyb tekutiny v okoli urcitého bodu miizeme rozloZit na pohyb translacni (po-
suvny), pohyb rotacni (otacivy) kolem daného bodu a pohyb deformacni.

Podivejme se nyni podrobné&ji na vlastnosti pole vifivosti . Pfedné jiz z definice vifi-
Vosti je zfejmé, Ze pole vifivosti je v nevazké tekutin€ neziidlové, tedy ze
V.o=dive=0. (10.7)
Pole vifivosti mizeme charakterizovat soustavou kiivek analogickou k proudnicim
v piipadé pole rychlosti. Tyto kiivky se nazyvaji ,,virové ¢ary* (angl.: vortex line). Jsou defi-
novany jako kiivky v tekutiné vedené v urcitém okamziku, které maji tu vlastnost, Ze
v kazdém jejich bod¢ je vektor vifivosti jejich te¢nou. Matematicky je miizeme popsat para-
metrickymi rovnicemi (parametrem je ¢as):
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(10.8)

Predpokladejme nyni, Ze kazdym bodem proudového pole prochazi pouze jedina virova
¢ara. Mame-li potom uvniti proudici tekutiny definovanou uzavienou kiivku, prochazi kaz-
dym jejim bodem jedna virova ¢ara (pokud kiivka nesplyva s proudovou carou). Je-li kiivka
zvolena tak, Ze ji kazda z virovych ¢ar protina pouze jednou, potom virové ¢ary prochazejici
uzavienou kiivkou tvofi ,,virovou trubici® (angl.: vortex tube). Tekuty obsah virové trubice
nazyvame ,,virové vlakno“ (angl.: vortex filament).

Obr. 10.1 — Virova trubice

Déle, tok vektoru vifivosti @ prufezem virové trubice nazveme ,,intenzitou virové trubi-
ce* nebo takeé ,,intenzitou viru“. Uvazujme nyni vysek virové trubice omezeny dvéma fezy S

a S, —viz obr. 10.1. S ohledem na (10.7) lze podle Gauss-Ostrogradského véty psat:
j j w,dS = j j j divewdV =0, (10.9)
\Y

S1+S,+S;
kde @, je slozka vifivosti kolma k dané plose S. Integral pfes sténu trubice S, musi byt nulo-
vy, protoze hodnota slozky vifivosti je ve vSech bodech této plochy nulova. Z toho vyplyva,
ze tok vektoru vifivosti prifezy S, a S, je stejny.

Tento vysledek formuluje druha Helmholtzova véta, ktera iika, Ze pro libovolny rez da-
nou virovou trubici je v daném okamZiku jeji intenzita konstantni. Z této véty piimo plyne, Ze
virova trubice nemiize v tekutiné vzniknout ani vymizet. To znamend, ze bud’'to musi sahat az
k hranici oblasti proudéni (ke stén€) nebo musi byt uzaviena (prstenec). Plati exaktné pro ne-
vazkou tekutinu.

Intenzitu virové trubice nelze méfit piimo, je nutné ji vypocitat z pole rychlosti. Pro snaz-
§i vyjadieni zavadime pojem ,,cirkulace rychlosti (angl.: velocity circulation). Jedna se o
vypocet toku vektoru rychlosti podél uzaviené kiivky ohranicujici prifez virové trubice C

quscu-ds, (10.10)

kde s je element kiivky C.
Hodnota cirkulace je totoZzna s hodnotou intenzity virové trubice, pfesvéd¢ime se o tom
snadno aplikaci Greenovy (Stokesovy) véty

= Sﬁc uds = j L rotu-ndS (10.11)

kde n je jednotkovy normélovy vektor elementarni plochy dS .
Pro jednoduSe souvislé oblasti plynou z rovnice (10.11) nasledujici zavéry:

e Je-li proudéni tekutiny v celé uvazované oblasti nevitivé, je cirkulace rychlosti podél libo-
volné uzaviené kiivky, ktera lezi celd v tekuting, nulova.

e Cirkulace podél uzaviené kiivky je nenulova, pokud obepiné alespoii jedno virové vlakno.
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e V nevifivém proudéni nemohou tvofit proudnice uzaviené kiivky.

e Je-li proudéni v nékteré Casti oblasti vifivé, potom se cirkulace rychlosti podel libovolné
uvnitt tekutiny uzaviené myslené uzaviené kiivky rovna souctu intenzit virovych trubic,
které protinaji plochu ohranic¢enou ktivkou. Pfitom priniky virovych trubic s touto plo-
chou musi pokryvat celou plochu a nesmi se piekryvat. Virové trubice, které plochu pro-
tinaji dvakrat, predstavuji nulovy piispévek.

e Virove trubice (nebo vlakna) se pohybuji jako materialove plochy s tekutinou, tj. skladaji
se ze stale stejnych castic.

Nasledujici uvahy plati pfesn¢ pro tekutinu, jez je nestlacitelna, nevazka a barotropni (t;.
takova, Ze jeji hustota je funkci pouze tlaku). Uvazujme nyni casovou derivaci cirkulace podél
,tekuté kiivky“. Tekutou kiivkou je takova ktivka, ktera se pii pohybu tekutiny sklada ze sta-
le stejnych ¢astic. Tuto derivaci mizeme vyjadfit

dar d du, d
—=—qou.dx, =p—=dx, +Pu, —(dx, ). 10.12
dt dt k= @ dt k @ k dt( k) ( )
Druhy ¢len na pravé stran€ rovnice (10.12) miizeme ziejmé dale vyjadrit jako
d 1
$u,<(0%) = u,du, = f=d (uu,) =0, (10.13)

Plati tedy vysledny vztah
d—rzicﬁukdxk =Sf>didxk (10.14)
dt dt dt
Ktery je matematickou formulaci Kelvinovy (Thomsonovy) véty: Casovd derivace cirkulace
rychlosti podél uzaviené krivky se rovna cirkulaci zrychleni podél téze krivky. Kelvinova véta
plati i pro realnou vazkou tekutinu. Dusledkem Kelvinovy véty je platnost nésledujiciho tvr-
zeni pro proudéni nestlacitelné, nevazké tekutiny v poli konzervativnich sil: byl-li pohyb ne-
vazké tekutiny v urcitém okamzZiku nevirivy, ziistane jim naddle. To znamena, Ze vitivost je za
téchto podminek neznicitelna a nestvotitelna.

Veéty o virech nebo o chovani vifivosti v idedlni nevazké tekutiné byly odvozeny jiz dav-
no. I kdyz se jedna o idealizaci, ktera pfi aplikaci na chovani tekutiny v delsim ¢asovém tseku
dava nespravné vysledky, jejich vyznam je v pochopeni chovani virovych struktur vétSich
méfitek, kde vazkost neni dominantni veli¢inou a pfi zkoumdani tendenci a pohybu vira
Vv relativné kratkych ¢asovych usecich.

10.2.  Viry

Viry jsou zakladnim stavebnim prvkem turbulentniho proudového pole, proto se jimi bu-
deme nyni zabyvat podrobnéji.

10.2.1. Matematické modely virt
Budeme se nyni zabyvat matematickym popisem proudového pole pfi vitivém proudéni,
definujeme model vir.
Zaved'me pro ucely zkoumani rota¢niho proudéni valcovy soufadny systém, ktery lze

charakterizovat soufadnicemi (I‘,@,Z), kde r je polomér, @ je Ghel a z je soufadnice podél

osy viru. Pfislusné jednotkové vektory potom jsou €, €, a €, a vifivost je definovana vztahem

e, re, e,
a)=V><u:li o i (10.15)

rjor 00 oz

u, ruy, u,

Vitivost jakozto fyzikalni veli¢ina vSak nema ptimou souvislost s rotaci oblasti tekutiny
jakozto celku, muze byt vyvolana ¢istym smykem elementu tekutiny.
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Piedpokladejme rovinné proudéni nevazké tekutiny, kdy rozlozeni rychlosti je funkci
pouze soufadnic r a © a nezavisi na z. Potom muzeme definovat tzv. ,potencidlni* nebo
take ,.liniovy vir* vztahem
— 1—‘0

2rr
kde u je vektor rychlosti a I, je cirkulace viroveho vlakna. Tato zavislost vyplyva
z Biotova-Savartova zakona, viz nasledujici kapitola.
Po dosazeni tohoto vztahu do defini¢niho vztahu pro vifivost (10.15) vidime, Ze vifivost je
ptes fakt, ze dochazi ke globalni rotaci tekutiny, v celé oblasti nulova kromé bodu r =0, kde

ani vifivost ani rychlost neni definovana (U, zde roste nade vSechny meze). MlZeme tedy

u

e (10.16)

®

tvrdit, Ze ackoli tekutina rotuje, je proudéni neviiivé v celé oblasti kromé osy rotace. Elemen-
tarni Castice tekutiny se pohybuji po kruhovych drahach, nedochazi vSak k jejich nataceni
podle vlastni osy, ¢astice se pohybuji rovnomérnym kruhovym posuvnym pohybem.

Obr. 10.6 — Indukovana rychlost podle Biotova-Savartova zakona

Na obr. 10.2 (a) je nazna¢en piipad potencidlniho viru, kdy u, ~1/r. Na obr. 10.2 (b) je potom
ptipad rovnomémeé rotace tekutiny jako tuhého télesa, kdy ug ~r. Mame-li Ghlovou rychlost

otaeni tekutiny rovnu €, potom pro rychlost proudéni tekutiny v daném bod¢ plati
u=.Qre,. (10.17)

Provedeme-li vypocet vifivosti, potom dostavame slozku ve sméru osy z rovnu 2€2, ostatni
slozky jsou nulové.

Spojime-li dva pfipady rotace znazornéné na obr. 10.2 (a) a (b), potom dostaneme tzv.
»Rankinuv vir, ktery pfedstavuje nejjednodussi model skute¢ného viru. U tohoto viru je vifi-
vost koncentrovana v jeho jadie pomérné malych rozmérti, mimo toto jadro je prakticky nulo-
va. U Rankinova viru pfedpoklddame, ze jadro o poloméru a se otaci jako tuhé téleso, zbytek
proudového pole je modelovan potencidlnim virem. Pribeh rychlosti je tedy charakterizovan
predpisem

Qr, r<a,
u, = 2
R L (10.18)
r
u =u,=0.

Pribéh obvodové slozky rychlosti a vifivosti pro Rankintv vir je znazornén na obr. 10.3. Vi-
fivost m, je v jadfe viru nenulova a konstantni, mimo jadro je potom rovna nule.
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Obr.10.3 — Rankintv vir — prab¢h obvodové rychlosti a vifivosti

Toto vSe plati pouze pro proudéni nevazké tekutiny. Vénujme se nyni procesu difuze vira
a vifivosti v realné, vazké tekutiné. Uvazujme virové vlakno charakterizované cirkulaci I’

v ¢ase t; ve vazké tekutiné s kinematickou vazkosti v. Z N-S rovnice pro vifivost pro tento
typ proudéni vyplyva vztah pro cirkulaci I'(r,t)=2zru, (r,t) ve valcovych soufadnicich

or o°T 1or
—=y|—-=— (10.19)
ot ors ror
S pocatecni podminkou
I(r,0)=T,. (10.20)
Pozadujeme omezené hodnoty U, pro libovolny ¢as, tedy musi platit
r(t)=0, t>0. (10.21)
Reseni rovnice (10.19) Ize nalézt ve tvaru
r=r, (1- g/ ) (10.22)
a tedy také
Iy —r?/avt
Uy = 1-e "%, 10.23
© 27rr( ) ( )
Pro vifivost potom plati nasledujici vztah:
o, =0 gl (10.24)
4rvt

Rozborem téchto vysledki lze ukazat, Ze pro vzdalenosti od osy r vétsi nez /4yt nelze oce-
kavat vyznamné ovlivnéni hodnoty cirkulace, protoze do této oblasti jiz nedifundovala téméft
zadna vifivost. Naopak, pro hodnoty r zna¢né mensi nelze jiz proudéni povazovat za nevifivé,
nebot’ plati
Uy = L r pro r<+J/4vt, (10.25)
4vt
tento vztah odpovida rotaci tekutiny jako tuhého télesa uhlovou rychlosti I'j/8zvt. Intenzita

viru se tedy v ¢ase zmenSuje, zatimco se prumér jadra viru zvétSuje. Tim je definovan
,Lambuv-Oseentiv model” viru. Na obr. 10.4 jsou naznaceny prub&hy vifivosti a obvodové
rychlosti v zavislosti na poloméru r a Case t. Pro Casové udaje na grafech plati relace

t, <t, <t;, body na kiivkach vyznacuji hodnotu r =+4vt .
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Obr. 10.4 — Lambuv-Oseenuyv Vir — prubéh obvodové rychlosti a vitivosti

Pro studium procesu protahovani viri je nutno uvazovat prostorovost proudéni, nestaci
viry modelovat pomoci rovinného modelu.

_>/
Uy
—

r
Obr. 10.5 — Schéma Burgersova viru, pribéh obvodové rychlosti

UvaZzujme tedy prostorovy model viru, kdy je jeho jadro natahovano v podélném sméru,
jak je znazornéno na obr. 10.5. Jedna se o tzv. ,,Burgersuv vir*, ktery modeluje konvekci viru,
jeho difuzi i protahovani. Analytickym feSenim N-S rovnice dostdvame vztahy pro slozky
rychlosti ve valcovych soufadnicich

u =-1/2ar,

F - r2/4v
u, =—— (1-e"* , 10.26
© 27[!’( ) ( )
u, =az,

kde a >0 a T" jsou konstanty. Zavislost obvodové slozky rychlosti je kvalitativné naznacena
na obr. 10.5 (srovnej obr. 10.2 pro nevazky rovinny piipad).
Pro vifivost plati

al’ efar2/4v

W= . (10.27)

Arv
Je ziejmé, Ze vifivost je koncentrovana v jadie viru o priméru fadové \/a/v .
Burgerstuv model viru dobfe reprezentuje skuteény vir v neomezeném prostoru, kdy nee-
xistuje vazba mezi sekundarnim proudénim (natahovéanim viru) a jeho intenzitou.

10.2.2. Biotuv-Savartav zdkon

Uvazujme nyni piimkové virové vldkno v tekuting. Pfitomnost virového vlakna indukuje
v tekutiné rychlostni pole, podobné jako v pfipadé¢ potencidlniho viru (viz vyse).
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V prostorovém piipadé je podle Biotova-Savartova zakona'' vektor rychlosti u, indukované

v daném bod¢ prostoru kolmy k roviné definované elementem virového vlakna ds a poloho-
vym vektorem r uréujicim vzajemnou polohu elementu virového vlakna a bodu v prostoru.
Jeji velikost je dana intenzitou virového vlakna vyjadienou pomoci cirkulace T' a je nepiimo
umérna kvadratu® vzdalenosti bodu od piimky proloZené elementem vlakna.

re1
— | —dsxr. (10.28)

i =
4 r
Situace je schematicky znazornéna na obr. 10.6.

u

Obr. 10.6 — Indukovana rychlost podle Biotova-Savartova zakona

Povsimnéme si, ze se v rovnici (10.28) nevyskytuje vazkost. Mechanismus vzniku indu-
kované rychlosti v okoli virového vlakna tedy nesouvisi s vazkymi efekty, potencialni vir tak
teoreticky muze vzniknout i v hypotetické nevazké tekuting.

Jsou znamy jednoduché ptiklady interakce rovinnych vir, kdy napf. dva viry stejného
smyslu rotace rotuji podle t&zisté jejich spojnice a viry opacné orientace a shodné intenzity se
pohybuji rovnomérné ptimocaie ve sméru osy jejich spojnice. Takovéto trivialni ptipady se
bohuzel v naSem tfirozmérném svété prakticky nevyskytuji.

Piimkové vlakno v prostorové tekutin¢ indukuje v mistech po jeho délce nulovou rych-
lost. Je to dano tim, Ze vektory vSech elementti vlakna jsou rovnobézné se v§emi polohovymi
vektory bodii vldkna. V ptipadé zaktiven¢ho nebo jinak deformovaného virového vlakna v
prostoru anebo v piipad¢ piitomnosti vice virovych vlaken dochazi k indukovani rychlosti
pohybu jednotlivych elementt vlakna a tim k jeho pohybu a deformaci. Virové vlakno piim-
kového tvaru v prostorové oblasti je zfejmé nestabilni konfigurace. Sebemensi porucha jeho
tvaru zpusobi nenulovou hodnotu indukované rychlosti a tim dalSi deformaci.

Interakce prostorovych virovych vlaken je silné dynamicky a komplexni proces. Kazdy
element virového vldkna indukuje rychlost v misté vSech ostatnich elementt, které s nim nej-
sou kolinearni a tim méni tvar vlakna.

10.2.3. Interakce viru

S ohledem na Thomsonovy véty o virech neni pro pifipad nevazkého proudéni mozna
modifikace virovych vlaken pfi jejich vzajemne interakci, ve skute¢nosti v§ak vlivem vazkosti

1 Biotiv-Savartiv zakon je znam spie z elektrofyziky, kdy uréuje silu piisobici na vodi¢ v magnetickém poli,
jeho tvar je potom stejny jako zde, jen vyznam jednotlivych veli¢in je odli§ny.
12 Ve vztahu (10.28) se jedno r krati.
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k jejich modifikaci dochazi. Mohou nastat dva ptipady podle toho, zda jsou interagujici viry
souhlasné ¢i opacné orientace.

»Spojovani* (angl.: merging) nebo také ,,parovani“ (angl.: pairing) virt mtizeme pozoro-
vat v pfipad¢é rovinnych vira souhlasné orientace. V praxi miZe nastat jednak pti proudéni
v silné€ neizotropnich oblastech (napi. v tenkych vrstvach tekutiny) nebo v oblastech, kde byly
uméle generovany rovnobézné viry — napi. v rovinnych smykovych vrstvich. Oba viry musi
mit stejny smysl otaceni. Pro nastartovani celého procesu je tfeba, aby viry mély dostateCnou
intenzitu a jejich vzdalenost byla mensi nez kritickd. Potom dojde ke splynuti obou vir, prol-
nuti tekutiny obsazené v jednotlivych virech. Casovéa posloupnost tohoto procesu je pro ro-
vinny piipad naznacena na obr. 10.7.

Obr. 10.7 — Spojovani viru stejné orientace

Jedna-li se o interakci dvou rovnobéZznych vlaken, potom tento proces neprobiha stejné ve
vSech fezech kolmych na smér vird, zaznamenavame vyznamné prostorové efekty, které sou-
viseji s nestabilitou pfimého tvaru virového vlakna. Na obr. 10.8 je naznacena deformace vi-
rovych trubic béhem uvodni faze spojovani, jsou patrné pseudoperiodické prostorové poru-
chy, cely proces se dale komplikuje poruchami stale vyssich fadua.

Obr. 10.8 — Prostorové efekty pfi spojovani vira
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Tento jev je pozoruhodny zejména s piihlédnutim ke skutec¢nosti, Ze v tomto ptipadé je
tok energie zcela opa¢ny nez pii klasickém kaskadovém pienosu energie, kdy dochazi
K ptenosu energie od velkych viri smérem k malym virim. Mechanismus parovani je zaklad-
nim mechanismem obracené kaskady (viz 7.3.2), kdy je energie malych vira jejich spojova-
nim pfeddvéana virim vétSim.

Pii prostorové konfiguraci virovych vlaken muze vlivem vazkosti dojit k jejich interakci,
kdy dochazi k jejich rozpojeni a opétnému spojeni. Tento jev se nazyva ,,opétné spojeni* (an-
gl.: reconnection) nebo také ,,premosténi“ (angl.: bridging). Proces probiha v nékolika fazich
a je ze sve podstaty prostorovy. Nejprve dojde vlivem nestability k mistnimu ptibliZzeni ¢asti
vldken, az se vlakna v urcitém bod¢ dotknou. Nyni dojde vlivem vazkych efektt k pferuseni
vlaken v misté dotyku. V posledni fazi se vlakna opét propoji, ov§em v jiném potadi. Vznikaji
tak virové smycky. Jednotlivé faze jsou ukazany na obr. 10.9 v ¢asové posloupnosti.

o

SEE e s A

(a) t=0 (b) t=20
(c) t=32 (d) t=40

Obr. 10.9 — rozpojeni a opétné propojeni virt

Proces je v piipadé dostateéné dlouhych vira témét periodicky v prostoru podél nich. Pa-
ralelni ptimkové viry tak piechazeji v systém virovych krouzki, jak je naznafeno na
obr. 10.10, kde jsou jednotlivé faze znazornény chronologicky zleva doprava.

Obr. 10.10 — Prostorova interakce paralelnich proti sobé¢ rotujicich vira

10.2.4. Mechanismus generovani virivosti

V Kolmogorovové teorii vyvinuté izotropni turbulence je zakotven kaskddovy ptenos
energie smérem od velkych vira k menSim. Kolmogorov fyzikalni podstatu tohoto jevu nero-
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zebira. Pro vifivost mame k dispozici Helmholtzovu rovnici, kterd byla v kapitole 4 odvozena
z N-S rovnic:

% —v Vo +(0-V)u. (10.29)

Fyzikalni vyznam jednotlivych ¢lend této rovnice je jasny — ¢len na levé strané piedsta-
VUje ¢asovou zmeénu vifivosti, prvni ¢len na pravé strané je vazka difize a druhy potom pro-
dukce vifivosti.

e
e *

m

Obr. 10.11 — Virova &ara

Podivejme se nyni blize na ¢len ptedstavujici produkci vifivosti (w . V) u . Naobr. 10.11
je nakreslena virova ¢ara, tedy vektorova ¢ara pole vifivosti. Ve zkoumaném bod¢ virové ¢ary
jsme zavedli pravouhly soufadny systém s jednotkovymi vektory €, ve sméru virové ¢ary a
s vektory €, a e, kolmymi, vifivost do téchto smérit nema slozku. Produkéni ¢len z rovnice
(4.40) potom miizeme vyjadrit

(w-V)u:{w-[esg+emi+eniﬂu=a)a—u, (10.30)
0 om on 0s

kde @ je modul vektoru vitivosti. Zanedbame-li pro tuto chvili vliv vazkosti, potom dalSi
vyvoj viru charakterizovaného virovou ¢arou na obr. 10.11 se bude odehravat podle rovnice

D 0
L (10.31)
Dt 0s
. - . . y Do, ou, )
Tuto rovnici Ize rozdélit na 3 slozky. Slozka do sméru €,: Ot = 3 piedstavuje prota-
S
(e . ... D ou D ou .
hovani viroveho vlakna a slozky O _ 9 Sm g 2% _ ) T predstavuji jeho naklapéni
Dt 0s Dt 0s

do stran.

Zabyvejme se nyni specialnim piipadem rovinného pole rychlosti, kdy mame v celé ob-
lasti jednu slozku rychlosti nulovou: U, =0 a slozky u,, U, jsou obecn& nenulové. Potom
ztejme plati, ze vektor vifivosti mize mit nenulovou pouze jedinou slozku @, ostatni slozky
jsou vzdy nulové: @, =, =0. Za téchto podminek vsak plati identita -V =0, produkce
vifivosti je tedy nulova. Vidime, Ze v rovinném proudéni nemtze fungovat mechanismus pro-
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dukce vifivosti, ktery je typicky pro turbulentni proudéni. Z toho mtizeme ucinit obecny za-
vér, ze turbulentni proudéni musi byt vZdy prostorové.

Protahovani a naklapéni virG popisuje proces interakce gradientii vifivosti a rychlosti
Vv prostoru. Tento proces zacina strukturou definovanou v jednom sméru v prostoru, protaho-
vanim a naklapénim viru v roviné kolmé k jeho ose je pak generovana vifivost, ktera znovu
interaguje s polem rychlosti a tak vytvari novou vifivost. Pole vifivosti a rychlosti se postupné
stava chaotickym a nahodnym, vznika tak turbulence, ktera je timto procesem udrZovana.
Jsou generovany stale mensi a mensi viry, jejich rozloZeni se stale vice blizi k isotropii, je
tedy ztracena informace o orientaci prvotni struktury velkého rozméru. Situace je schematicky
zobrazena na obr. 10.12. Vychazime z jediného energetického viru orientovaného ve sméru

0sy X, . Pfi rotaci tohoto viru dojde podle Biotova-Savartova zakona v jeho okoli k indukovani
rychlosti v roviné kolmé k jeho ose (x,,x,), energie tedy mize byt pfedana mensim viriim
napiiklad ve smérech X, a X,. Proces takto pokracuje smérem ke stidle menSim virim, po 4
urovnich jiz mame téméet homogenni rozloZeni orientace virti: smér X, 6X, smér X, 5x a smér
X, 5X. Orientace jednotlivych vird nemusi byt ve skutecnosti samoziejmé ve sméru soutad-

nych os, navic jsou viry prostorové deformované, takze proces homogenizace je jesté rychlej-
8i, nez ve schématu na obr. 10.12.

Obr. 10.12 - Orientace virt pti kaskadovém pienosu energie

Podivejme se nyni na virovou trubici a zkoumejme jeji vyvoj v Case. Podle druhé
Helmholtzovy véty (viz kapitola 10.1) se virova trubice pohybuje s tekutinou jako materialo-
vy utvar. Dale, podle Kelvinovy véty se jeji intenzita v ¢ase nemeéni. Tekutina je nestlacitelna,
jeji objem mezi dvéma pficnymi prufezy je tedy konstantni (situace je schematicky naznacena
na obr. 10.13). Proto pfi protahovani virové trubice dochazi ke zmenSovani jejiho pii¢ného
priifezu a tim také k proporcionalnimu zvySovani hodnoty vifivosti, protoZze hodnota cirkulace
je zachovavana. Lze tedy fici, ze protahovanim virové trubice dochazi ke zvyseni absolutni
hodnoty vifivosti virového vldkna v jejim jadru. Tento mechanismus generace vifivosti se
nazyva ,,protahovani vira“ (angl.: vortex stretching).
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Obr. 10.13 — Protahovani vira

Podobné uvahy jako pro virovou trubici plati i pro izolovanou virovou ¢aru. Virova cara
se muze také protahovat, neméni vSak pfitom sviij prafez (ten se blizi 0 — jedna se o jedno-
rozmérny utvar). Zde je hodnota vitivosti vdzana s elementem délky virového vldkna tak, ze
vifivost je k tomuto elementu te¢na a jeji velikost je imérna délce elementu. Tato konstanta
umérnosti je dana pro urcité virové vldkno a v ¢ase se neméni.

Protahovani virovych vlaken je jednim ze zakladnich mechanismi generovani vifivosti a
Reynoldsovych napéti a tedy i turbulence.

10.2.5. Dalsi sily puasobici na virové struktury

Viry v proudici tekuting se chovaji do zna¢né miry jako téleso valcového tvaru obecné se
zakiivenou osou, které stale méni sviij tvar i polohu v proudici tekuting. Je to dano tim, Ze se
podle Helmholtzovy véty virova vlakna a virové trubice pohybuji jako materialové utvary.

Na ¢asti virt tak plisobi odporova sila, jeji mistni velikost zavisi na rychlosti proudéni a
tvaru viru. Dalsim silovym t¢inkem, ktery pisobi na rotujici tekutinu je Magnusova sila. Tato
sila vznika pfti rotaci v proudu tekutiny, jeji smér je kolmy na smér rotace 1 smér proudéni, ma
tedy charakter vztlakove sily.

Tyto sily mohou zpisobit jednak deformaci virové trubice a dale jeji pohyb. Ten potom
sméfuje Sikmo vzhledem k hlavnimu proudu tekutiny. Trajektorie rotujiciho objektu je ve
tvaru oblouku. Tento efekt znd kazdy hra¢ micovych her, kdy rotaci mi¢e dava jeho pohybu
»fales*. Situace je schematicky znazornéna na obr. 10.14.
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Obr. 10.14 — Magnusova sila

10.3. Mechanismy samoudrzovani turbulentniho proudéni

Vyvinuté turbulentni proudéni mé schopnost udrzovat svou strukturu stalou v Case, aspon
ve statistickém smyslu. Podivdme se nyni bliZze na mechanismy tohoto procesu ,,samoudrzo-
vani* (angl.: self-sustaining).

10.3.1. Koherentni struktury ve sténovych proudech

V meznich vrstvach je proces produkce turbulence ur€ovéan tiemi druhy kvaziperiodic-
kych (¢i kvazinahodnych) virovych struktur, jsou to velké vnéjsi struktury, Falcovy udalosti
stiedni velikosti a udalosti v blizkosti stény.

Velikost velkych prostorovych vnéjsich struktur je dana velikosti celé smykove oblasti,
tedy tloustkou mezni vrstvy. Tyto viry ¥idi dynamiku mezni vrstvy v jeji vng&jsi oblasti, jedna
se 0 proces strhavani a produkce turbulence. Objevuji se nahodné v prostoru a Case a pro niz-
ka Reynoldsova ¢isla jde v podstaté o pozustatky Emmonsovych skvrn turbulence vznikaji-
cich pti ptechodu do turbulence.

Falcovy viry jsou take vysoce koherentni a prostorové. Jsou to viry, které typicky vznika-
ji vuplavech, paprscich, Emmonsovych skvrnach turbulence, miizkové turbulenci a
Vv meznich vrstvach. Tyto viry jsou typické svou stiedni velikosti okolo 100 sténovych jedno-
tek. Falcovy viry jsou spojovacim ¢lankem mezi velkymi strukturami a strukturami
Vv blizkosti stény.

Tteti druh vira existuje v oblasti v blizkosti stény a je odpovédny za produkci asi polovi-
ny Reynoldsovych napéti.

10.3.2. Vlase€nicové viry

Vlasecnicové viry jsou obecné povazovany za struktury, které se uplatiuji pti prechodu
mezni vrstvy do turbulence — viz 6.3.1. Ukazuje se vSak, Ze tyto Gtvary hraji stejné dulezitou
roli v procesu samoudrzovani ¢i regenerace jiz zcela vyvinuté turbulentni mezni vrstvy. Popr-
vé na piitomnost vlase¢nicovych virti riznych velikosti ve vyvinuté mezni vrstvé upozornil
Theodorsen 1952.

Na stén¢ ulpiva tekutina a pti nenulové rychlosti vn¢j$iho proudu vznika smykova oblast
Vv blizkosti stény. V bezprostiedni blizkosti stény vzniké virové vlakno rovnobézné se sténou a
kolmé na smér rychlosti hlavniho proudu v disledku Tollmienovy-Schlichtingovy nestability.
Tento tvar podléha naslednému boutlivému vyvoji. Postupné se pieménuje ve ,,vlasecnicovy
vir“, ktery byva nazyvan také ,,podkovovity vlase¢nicovy vir* (angl.: hairpin horseshoe vor-
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tex). Virové struktury jsou unaseny proudem. Muzeme si piedstavit, Ze podkovovity vir vzni-
ka z malé poruchy proudéni v mezni vrstvé ve tvaru viru po rozpéti. Vrchni ¢ast vznikajiciho
podkovovitéeho viru je tazena po proudu, ramena jsou protahovana, tim potom rotuji rychleji.
Rychlosti indukované touto rotaci ramen zpiisobuje odtlacovani vrchni ¢asti smérem nahoru
do oblasti vyssi rychlosti. Tak vznikaji protazena ramena tvotici dvojice ,,podélnych struktur*
(angl.: streaks).

Vyzkum koherentnich struktur v turbulentnim proudéni je obecné velmi obtizna tuloha,
protoze je nutno sledovat zmény topologie v ¢ase. Dlouhou dobu byli vyzkumnici odkdzani
pouze na kvalitativni vizualiza¢ni metody, dnes mame k dispozici rovinné piipadné€ i prosto-
rové experimentalni metody (varianty PIV). Nejefektivnéj$i metodou pro zkoumani struktury
turbulence se vSak stala metoda pfimé numerické simulace DNS. Vétsina vysledkd, které dale
ukazeme, byla ziskana pravé touto metodou.

Robinson (1991) podrobné zkoumal vysledky DNS ziskané Spalardem (1988). Na
obr. 10.15 je schematicky znazornén typicky tvar podkovovitého viru podle Robinsona, skla-
da se z,cela, krku a ramen* (angl.: head, neck, leg). Vlase¢nicovy vir na obrdzku je
v idealnim stavu, v proudu se vSak mohou vyskytovat rizné deformované nebo i nekompletni
struktury. Pravidelny tvar, ktery vznika pii ptirozeném piechodu do turbulence (viz 6.3.1), je
vsak spiSe vyjimkou. Podkovovity vir je dynamickym Gtvarem s bouilivym vyvojem, ktery je
dan interakci se smykovym proudem vzniklym vlivem vné&jsiho proudu, jakoZ i interakci se
sousednimi strukturami. Vlivem konvekce dochazi k protahovani ramen, které potom tvofi
podélné viry. Tyto viry hraji vyznamnou roli v mechanismu vzniku a udrZzovani turbulentni
struktury v mezni vrstvé. Vyse popsany mechanismus vzniku podélnych virt je pouze jednou
z vice moznosti.

Obr. 10.15 - Vlasec¢nicovy podkovovity vir

Z tvaru vlase¢nicového viru je ziejmé, ze podélné viry se vyskytuji pfevazné ve vnitini
¢asti mezni vrstvy v blizkosti stény (angl.: buffer layer), zatimco v blizkosti vné&jsiho okraje
(angl.: wake) jsou pievazné ptiéné virové struktury. V oblasti mezi vySe jmenovanymi (oblast
logaritmického zdkona) muzeme pozorovat smes obou typl virovych struktur. Situace
Vv turbulentni mezni vrstvé je znazornéna na obr. 10.16.
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Obr. 10.16 — Typy koherentnich virti v turbulentni mezni vrstvé

Vlaseénicové viry se mohou sdruzovat do ,,balikia* (angl.: packets). Koncepce balikt v1a-
se¢nicovych vira byla navrzena Adrianem (1999). Na obr 10.17 jsou schematicky zobrazeny
3 baliky vlasecnicovych vird. Svétlou barvou je naznacena vitivost vlasecnicovych virt, za-
timco velké tmavé struktury predstavuji oblasti nizké rychlosti. Vlase¢nicové viry jsou gene-
rovany v baliku, v prvni fazi jsou drZzeny dohromady béhem ristu, pozdé&ji se presouvaji do
oblasti vnéjSiho proudéni. Adrian dale pozoroval vyskyt pomérmné velkych oblasti témét kon-
stantni rychlosti v pficném sméru a soudi, ze jsou tvoieny baliky organizovanych vird, pii-
¢emz pocet vira v jednotlivém baliku je funkci Reynoldsova ¢isla. Struktura téchto baliki je
slozita, fraktalni — uvnitf velkych balikt se vyskytuji mens$i. Vysledky na obr. 10.17 odpovi-
daji Reynoldsovu ¢islu Re, =6845, tato hodnota je vSeobecné povazovana za dostate¢né vy-

sokou, aby turbulentni proudéni v mezni vrstvé bylo zcela vyvinuté. Velikost baliku vlaseéni-
covych vird je asi 0,85 na vySku a 2 & podélné ve sméru proudéni (5 je tloustka mezni
vrstvy).

Obr. 10.17 — Baliky vlase¢nicovych vira
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10.3.3. Podélné pruhy nizké rychlosti a ,,bursting phenome-
non“

Pruhy nizké rychlosti hraji velmi dulezitou roli v procesu generovani turbulence. Byly po-
zorovany Vv oblasti blizko stény, maji orientaci ve sméru proudu — viz obr. 10.18.

Obr. 10.18 — Pruh nizké rychlosti dle Blackweldera

Produkce Reynoldsovych napéti ma intermitentni povahu. Asi polovina celkové produkce
turbulentni Kinetické energie probiha v blizkosti stény, v prvnich 5 % mezni vrstvy pfi typic-
kych Reynoldsovych ¢islech dosaZitelnych v laboratornich experimentech. Tento proces pro-
dukce se nazyva ,,bursting phenomenon®. Proces za¢ina protazenou virovou dvojici proti sobé
rotujicich virti, které jsou orientovéany ve sméru hlavniho proudu s priimérem asi 40v/u, .

Tyto viry jsou ovlivnény silnym smykem a indukuji oblasti nizké a vysoké rychlosti mezi
nimi — viz obr. 10.18. Viry a dalsi struktury se vyskytuji ndhodn¢ v prostoru i v ¢ase, avSak
pseudoperiodicky, stiedni vlnova délka v pfi¢ném sméru je asi 80 aZz 100v/u,_, jak poprvé
pozoroval Kline (1967). Kline také zaznamenal, Ze oblasti nizké rychlosti se po proudu vyvi-
jeji, vznikaji profily stfedni rychlosti s inflexnim bodem, které jsou nestabilni i podle nevazké
teorie. V této oblasti dochazi k oscilacim mezi oblastmi nizké a vysoké rychlosti, toto je zna-
kem vznik sekundarni nestability. Oblasti nizké rychlosti jsou potom odtlaCovany smérem od
stény pii zvysujici se amplitudé¢ oscilaci, nasleduje nahly piechod do turbulence. Tento proces
je velmi rychly, Kline jej proto nazyva ,,burst“. Corino a Brodkey (1969) ukazali, Ze oblasti
nizké rychlosti jsou pomé&mé uzké (asi 20v/u. ) a mohou mit i nezanedbatelnou slozku

v piiéném sméru. Prakticky veskera produkce turbulentni kinetické energie v oblasti blizko
stény probihd pomoci tohoto mechanismu.

Na vyznam pruht nizké rychlosti jiz poukazal Kline (1967). Termin ,,pruh® (angl.:
streak) souvisi s vizualizaci proudéni pomoci kouie, kouf se shromazd’uje pravé v oblastech
s nizkou rychlosti. Obecnéji jsou pruhy chapany jako oblast proudéni s oscilacemi rychlosti
V pricném sméru, slozka vitivosti ve smeru hlavniho proudu je zde zanedbatelné mala. Vyskyt
,»pruhti® ma dilezité disledky pro stabilitu proudéni v mezni vrstvé. Kline pozoroval, ze kouf
se postupné oddaluje od stény, zacina oscilovat a nahle ,,exploduje®, tento jev nazval bursting
phenomenon — viz obr. 10.19 (bursting phenomenon poprvé popsal Klebanoff (1962)).
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Obr. 10.19 - Klinova piedstava mechanismu bursting phenomenon

Corino, Brodkey (1969) doplnili Klinovu ptedstavu o posledni fazi, totiz proniknuti teku-
tiny z vn&jsku. Tak byla dopracovana piedstava bursting phenomenon jako dvojice koherent-
nich udalosti ,,vypuzeni* a ,,proniknuti* (angl.: sweep and ejection). Podle odhadt bursting
proces je mechanismem, ktery piedstavuje produkci Reynoldsovych napéti az z 80%. Bogard
a Tiederman (1987) pozdé&ji ukazali, Ze jeden ,,burst* typicky obsahuje vice fazi vypuzeni.
Jednotlivé vlaseénicové viry mohou generovat jednotlivé udalosti typu ,,vypuzeni®, zatimco
balik vlasecnicovych virti (viz obr. 10.17) generuje celou sérii téchto udalosti, ktera je typicka
pro bursting phenomenon.

Fluktuace rychlosti ve sméru hlavniho proudu u a kolmo ke sténé¢ v mulzeme zobrazit
v grafu na obr. 10.20 rozd€éleném na 4 kvadranty. Stavy znazornéné v kvadrantech Q2 a Q4
predstavuji produkci Reynoldsova napéti. Q2 lze interpretovat jako udalost proniknuti a Q4
potom jako vypuzeni.

Obr. 10.20 — Definice kvadrantt ,,udalosti

AZ v posledni dob¢ byl bursting phenomenon podrobnéji prozkouman. Falco (1991)
ukazal, Ze typicky vir vznikly vytlaenim tekutiny od stény, ktery se pohybuje proti stén¢,
indukuje silnou udalost ,,proniknuti“ charakteristickou vysokou hodnotou uv (u kladné, v
zaporné€). Oblast u stény je neustale bombardovana takovymi baliky tekutiny s vysokou rych-
losti, které maji sviij ptivod v logaritmické nebo vnéjsi oblasti. To ma za nasledek tendenci ke
vzniku a dalSimu zesilovani inflexniho charakteru profilu rychlosti zesilovanim okamZitého
smyku, tim se podporuje vznik a zesilovani nestabilit.

10.4. Dynamika koherentnich struktur

Koherentni struktury jsou ze své podstaty dynamické objekty, které vznikaji, vyvijeji se,
vzajemné interaguji a opét zanikaji ¢i se preménuji.
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10.4.1. Vznik koherentnich struktur

Proces vzniku koherentnich struktur pomoci DNS zkoumali Adrian a Zhou v serii praci
(1988 — 1999). Jako vychozi podminky pouZili typicky turbulentni rychlostni profil, do které-
ho umistili typicky vir Q2 (ten experimentalné ur¢il Kim et al. (1987)), jedna se vlastné o vi-
rovou dvojici — viz obr. 10.21 (a). Viry jsou asi 200 sténovych jednotek dlouhé, vzdalenost
konct od stény je 12 u koncl namitenych proti proudu a 65 u koncit po proudu. V pii¢ném
sméru je typickd vzdalenost téchto struktur 100 jednotek — je to typickd vzdalenost pruhi. Na
obr. 10.21 (a)-(d) je znazornén typicky vyvoj této struktury, kdy asi ve 2/3 jeji délky vznika
,»premosténi a nakonec vznika typicky vlasecnicovy vir. Tento scénai vSak plati jen pii do-
stateéné intenzité pocate¢nich virt, pro slabsi viry dochazi naopak k Gtlumu a postupné Gplné
disipaci.

Obr. 10.21 — Vznik vlase¢nicového viru

Na dalSim obr. 10.22 je znazornén nasledny vyvoj vlase¢nicového viru v pozdéjsim Case,
kdy z ptivodniho primarniho vlase¢nicového viru vznikaji sekundarni a terciarni viry proti
proudu od ¢ela pivodniho vlaseénicového viru. Dochazi dale k propojeni zadnich ramen na-
mifenych po proudu a ke vzniku dalSiho ¢ela vlasecnicového viru po proudu (DHV). Vznikaji
1 dal$i mensi a méné intenzivni struktury, které vSak rychle disipuji. Cely proces nakonec vy-
usti ve vznik baliku vlase¢nicovych vird — viz obr. 10.17.
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Obr. 10.22 — Vznik sekundarnich (SHV) a tercialnich (THV) vlase¢nicovych vird z primarni-
ho (PHV), déle jsou znazornény viry po proudu (DHV) a quasi-podéIné viry (QSV)

VySe popsané mechanismy funguji i v ptipadé, Ze jeden vir z dvojice ma podstatné odlis-
nou intenzitu od druhého, potom ovSem vSechny vysledné struktury jsou siln¢ nesymetrické.
Nesymetrie se muze zvétSovat, az dojde k Uplné degeneraci jednoho z ramen vlase¢nicového
viru.

Muzeme pozorovat dva zdkladni mechanismy vzniku novych viri. Je to jednak ,,pfemos-
téni* dvou rovnobéznych podélnych viri, kdy vznika novy vir orientovany napii¢ proudem a
dale generovani novych podélnych vira vlivem dostate¢né silnych jiz existujicich podélnych
virll — regenerace virt.
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10.4.2. Regenerace koherentnich struktur

Koherentni struktury maji schopnost regenerace, kdy béhem vyvoje ,,rodicovské* genera-
ce vlasecnicovych vir dochédzi ke vzniku nové pocatecni podélné virové dvojice typu Q2,
ktera je potom zakladem nové generace ,,potomkl‘. Mechanismus vzniku nové Q2 udalosti
souvisi s interakci ,,rodicovské® generace vlase¢nicovych virti s proudem a se sténou.

Proces regenerace studovali Brooke a Hanratty (1993). Zjistili, Ze novy vir vznika
Vv oblasti pod koncem rodi¢ovského viru smétujicim po proudu. Konec rodi¢ovského viru se
oddali od stény a vznika tak lokalni odtrzeni. Orientace vifivosti v nové vzniklém viru je
opacna nez u viru ptivodniho. Cely proces se odehrava ve vnitini oblasti v blizkosti stény a
neni pfili§ ovlivnén udalostmi ve vnéjsi oblasti. Tento scénaf byl potvrzen mnohymi studiemi
na bazi DNS.

Podminkou pro uspésny proces regenerace podélného viru je, aby byl dostatecné silny a
aby se nalézal dostatecné blizko stény. Novy vir se objevuje na té stran¢ starého viru, kde
proudéni smétuje ke sténé (sweep), postupne se podsouva pod rodicovsky vir, nékdy jej tak
oddaluje od stény. Novy vir ma dosti silnou slozku vitivosti ve sméru kolmém ke stén¢, ptiso-
benim smyku je napfimovan a orientovan ve sméru proudu, pfitom se protahuje a sili.

Proces regenerace vlaseénicovych virt je podle Smithe (1984) Gzce spojen s jejich propo-
jovanim (angl.: nesting), jak je naznaceno na obr. 10.23. Pfi propojovani se ramena za sebou
fazenych virt proplétaji a vzajemné splyvaji.
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Obr. 10.23 — Propojovani vlasec¢nicovych virti

Pon¢kud odlisnou koncepci procesu regenerace navrhl Robinson (1991). Ten piedpokla-
da neuplny vlasednicovy vir s pouze jednim vyvinutym ramenem. Celo nového malého vla-
se¢nicového viru (,,new arch®) vznika v oblasti podélného pruhu nizké rychlosti, ktery byl
vytvofen za vyvinutym ramenem vlaseCnicového viru. Novy vlaseCnicovy vir tak miize
vzniknout i za osamélym podélnym virem jiného ptivodu — viz obr. 10.24.
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Obr. 10.24 — Regenerace neuplného vlase¢nicového viru

Byly popsany dalsi mechanismy vzniku vlase¢nicovych virti. Smith (1984) napt. pozoro-
val vznik nového viru pisobenim ¢asti Cela vlasecnicového viru, tedy z vifivosti orientované
kolmo k hlavnimu proudu. Jedna se o velmi dulezity mechanismus, kterym je tzv. ,,vazka —
nevazka interakce* (angl.: viscous — inviscid interaction). Tento jev byl podrobné popsan
napt. v Doligalski, Walker (1984). Jedna se o interakci pfi¢ného viru kolmého ke sméru hlav-
niho proudu a rovnobézného se st€nou, ktery je dostatecné intenzivni aby v ném bylo mozno
zanedbat vliv vazkosti, se smykovou vrstvou v blizkosti stény. Vir se pohybuje rovnobézné se
sténou. Vlivem rychlosti indukované virem dochazi k lokalnimu sniZeni rychlosti v blizkosti
stény, v oblasti tésné za pohybujicim se virem se tato rychlost mlze snizit az k 0, potom
vznikne odtrZzeni mezni vrstvy a dochazi tak ke generaci noveho viru s opa¢nou orientaci vifi-
vosti nez ma vir pivodni. Tento proces byva téz oznacovan jako ,.erupce” (angl.: eruption
process). Situace je znazornéna na obr. 10.25, pavodni vir (angl.: parent vortex) a novy vir
(angl.: child vortex), hlavni proud zprava doleva.
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Obr. 10.25 — Vznik nového viru pti vazké-nevazkeé interakci
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12. Dodatky

12.1. Vektorovy pocet

Ve skriptech pouzivame dvoji vyjadieni vektorovych veli¢in — jednak vektorovy tvar, da-
le slozkovy tvar. Oba tvary jsou vzajemn¢ ekvivalentni. Pti slozZkovém zapisu plati Einsteino-
vo sumacni pravidlo, které tika, Ze opakujici se index je s¢itaci.

Necht' a a b (& a b) jsou libovolné vektory, ¢ a d jsou skaldry.

Dale je definovan skalarni a vektorovy soucin dvou vektord obvyklym zpusobem. Ska-
larni soucin vektort je definovan:

a-b=ab +ab,+ab, =ab =5,ab, (12.1)
1 L
kde ¢, = Pro I_ J_ je Kroneckerovo delta.
10 pro i#j
Vektorovy soucin je potom
e1 e2 eS
axb=|a, a, & =el(a2b3 _a3b2)+ez(asb1_a1b3)+es(a1bz _aZbl):
b, b
bbb (12.2)
azbs - aabz
=| &b —ab, (=&4ab
a1b2 - a2b1

+1 pro (i, j.k)rovno(1,2,3),(3,1,2) nebo(2,3,1)

kde &, -1 pro (i, j,k)rovno(3,2,1),(1,3,2)nebo(2,1,3)  je Levi-Civitav alternujici tenzor a
0 jindy:i=], j=knebok=i

e, €, a €; jsou jednotkové vektory ve smérech 1, 2 a 3. V prvém fadku vyrazu (12.2) je

uveden vektorovy tvar, ve druhém tadku je potom tvar slozkovy.
Déle definujeme V vektorovy Laplacelv operéator parciélnich derivaci ,,nabla* ve tvaru

0/ 0%,
V:e1i+ezi+e3—: /X, |. (12.3)
OX, oX, (8
0/ 0%,

Divergence vektoru je potom definovana
diva:V.a:%:a;ai_l_%_Fa&. (124)
OX, OX, OX, OX,
Divergence vektoru se lisi od gradientu vektoru, ten je
Oay /0%, Oa,[ox,  dagfox,|
grad a=Va=|da /0x, 0a,/0x, 0a,/0X, |=—. (12.5)
Oa, /ox, 0a,/0x, 0a,/ox, ‘
Koneéné¢ rotace vektoru
rota=curla=Vxa=

= ¢, (0a, /ox, —0a, /0%, ) +€, (08, /ox, —0a, [Ox, ) +e,(Pa, /ox, —0a, /oX,) = (12.6)
da, /Ox, —da, [ OX,
a
= 8a1/0X3—8a3/5X1 Egikla_l'
Xk
88.2/5X1 _aai/axz
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Z teorie tenzorového poctu zname vektorové identity, které plati obecné. Nekteré, které
vyuzivame v dynamice tekutin, zde uvedeme

EijeEim = 5j|5km —5jm5k| , (12.7)

VxVvc=0, (12.8)

(dvec)xve=0, (12.9)

V-(Vxa)=0, (12.10)
a-Va=(Vxa)xa+1/2V(a-a), (12.11)
VxVia=V?*(Vxa), (12.12)
Vx(axb)=a(V-b)+(b-V)a-b(V-a)-(a-V)b. (12.13)

12.2.  Veli€iny zavadéné v teorii turbulence

Na tomto mist¢ uvedeme pichled hlavnich veli€in, které jsou zavadény a pouzivany
Vv turbulenci. Jedna se vesmeés o ,,mérné* veliCiny, tedy vztazené na jednotku hmotnosti teku-
tiny.

,»Kineticka energie* (angl.: kinetic energy) je definovana vztahem

k=1/2u.u, . (12.14)
Dale, ,,rychlost disipace* (angl.: rate of dissipation)
£=2VS,S, (12.15)
kde
s, = 1[%+%J (12.16)
2\ ox; o

je rychlost deformace castice tekutiny.
Byva také zavadéna ,,specificka rychlost disipace”
w=¢/k. (12.17)
,» Vitivost” (angl.: vorticity) je vektor
w=rotu, (12.18)

je méfitkem obsahu cirkulace ¢i rotace (pfesnéji feCeno mistni uhlové rychlosti) tekutiny. Jeji
modul je vazén s cirkulaci T: |w|=dI/dS, kde S je plocha kolma k vektoru vifivosti.
Dalsi dulezitou veli¢inou je ,,enstrofie” (angl.: enstrophy)
s=12(e?). (12.19)
Enstrofie je formaln¢ podobna kinetické energii, misto rychlosti zde vystupuje vifivost.
»Helicita” (angl.: helicity)
H=1/2(u-) (12.20)
kvantifikuje ,,Sroubovitost” pohybu, pro ¢isté kruhovy nebo posuvny pohyb tekutiny je nulo-
Va.

12.3. Symetrie turbulentniho proudéni

V teorii turbulence jsou zavadény mnohé piedpoklady, které formaln¢€ zjednodusuji ma-
tematicky popis. Uvedeme nyni nékteré takové vlastnosti s prisluSnymi definicemi.

»,Homogenita“ (angl.: homogeneity)
Def.: Turbulence je homogenni, jestliZze vSechny stfedované veli¢iny v libovolnych 77 bodech

Xp Xp,0 X, (v Casovych okamzicich f,F,...,1,) jsou invariantni vici jakémukoli posunuti
téchto bodl nebo soufadné soustavy v prostoru o vektor r.
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Disledky: <u(x,t)> = <u(x + r,t)>, miize byt i jen homogenita fluktuaci a ne stiednich hod-
not; homogenitu okamzitych hodnot neuvazujeme.

»Stacionarita® (angl.: stationarity)

Def.: Turbulence je stacionarni, jestlize vSechny stfedni veli¢iny stiedované v libovolnych 7
¢asovych okamzicich #,1,,...,f, jsou invariantni vici jakémukoli posunuti téchto €asii
4,6,..,1,0r.

Diusledky: <u0€1(x1,tl)....u0m (X,.t, )> = <u0€1(x1,tl +7 )l (X0t + z')> , je nutny pfisun

energie, jinak Gtlum zpusobeny disipaci.

»lzotropie* (angl.: isotropy)
Def.. Homogenni turbulence je izotropni, jestlize vSechny stiedni veli¢iny v libovolnych 7

bodech x,,X,,..,X, (v ¢asovych okamzicich §,,...,{,) jsou invariantni vii¢i jakékoli rotaci
téchto bodl nebo soutadné soustavy.
Dusledky: <u(x,t)> =0= <3(x,t) u(x,t)> =0 pro libovolny skalar S(X,t).

Je mozné uvazovat izotropii vzhledem k vyssim statistickym momentiim a nikoli k momentu
1. fadu (stfedni hodnota).

»Ergodi¢nost” (angl.: ergodicity)
Primérna realizace ve smyslu stiedovani souboru hodnot je nahrazena prostorovym nebo
casovym primeérem.

12.4.  Statistické nastroje

Na veli¢iny charakterizujici turbulentni proudové pole v daném misté a ¢ase 1ze nahlizet jako
na ndhodné veli¢iny. Aplikujeme potom na n¢ statistické nastroje.

12.4.1. Stredovani

Operaci stfedovani, kterou definoval Reynolds, chapeme jako ,,stfedovani souboru hod-
not“ (angl.: ensemble average) ziskanych pii opakované realizaci procesu. Stfedni hodnotu

souboru hodnot proménné a budeme znacit lomenymi zavorkami (a). Piijmeme-li hypotézu

o ergodi¢nosti procesu, potom muzeme nahradit operaci stfedovani souboru hodnot operaci
sttedovani v Case, stiedni hodnotu v case a. Stiedni hodnotu veli¢iny Vv €ase primérem jejich

realizaci v jistém omezeném Casovém Gseku T , ktery je potom jejim estiméatorem a; (t)

1,7
a; (t):?jo a(t+7)dr. (12.22)
Pov§imnéme si, Ze estimator je obecné funkci ¢asu. Stfedni hodnota je potom definovana jako
a=lima (t), (12.22)

ta uz potom neni na ¢ase zavisla.

V praxi vSak pracujeme vzdy s estimatory, jejichz hodnota se blizi stfedni hodnoté. Nao-
pak pii teoretickych tivahach nejcastéji pracujeme se stiednimi hodnotami souboru hodnot.
Klicova je volba ¢asového useku T pies ktery integrujeme. Obecné musi byt znaéné delsi,
neZ je perioda nejpomalejsi kvaziperiodické slozky daného procesu.

Operace sttedovani ma nékteré vice ¢i méné trivialni vlastnosti, které jsou urcujici pro je-
ji pouziti.

Operace stfedovani je linearni. Pro libovolné dvé funkce a(x,t) a b(X,t) a konstantu A4
plati

a+Ab=a+41b, (12.23)
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komutativnost s derivaci

da_oda (12.24)
OX OX
a také komutativnost s integraci
_[a dx=j5 dx, (12.25)
pravidlo o dvojim stiedovani
a=a (12.26)
a kone¢né primérovani nasobeni
ab=ab. (12.27)

Obvykle pfijimame piedpoklad o ergodicité procesu, ktery nas opraviiuje k nahrazeni
stfedovani souboru stfedovanim v Case ¢i v prostoru. Prakticky jej lze urcit napt. pomoci fil-
trovani signalu ptislusnym filtrem. Plati pouze pro homogenni a staciondrni turbulenci.

12.4.2. Charakteristiky ndhodného procesu

Mg¢jme fyzikalni veli¢inu u , ktera mize nabyvat nahodnych hodnot v . Budeme nyni de-
finovat statistické charakteristiky, které mohou popsat zptisob chovani této veli€iny.

12.4.3. Distribu€ni funkce a hustota pravdépodobnosti
Charakter nahodného procesu mize byt zkouman pomoci riznych nastroji. Jednou ze
zakladnich charakteristik ndhodného procesu je ,,distribu¢ni funkce” (angl.: cumulative distri-
bution function — CDF) F . Je definovana jako pravdépodobnost, Ze konkrétni realizace na-
hodného procesu u bude mensi nez hodnota v

F(v)=P{u<v}. (12.28)
Z definice distribu¢ni funkce je zfejmé, Ze se jedna o neklesajici funkci, pro niz plati:
F(-)=0a F(x)=1. (12.29)

Déle definujeme ,hustotu pravdépodobnosti“ (angl.: probability density function —
PDF) f, podle Radon-Nikodynova teorému plati:

dF (v)
f(v)= . 12.30
(V)=—5, (12.30)
Z definice hustoty pravdépodobnosti plynou nasledujici trividlni vlastnosti:
[*t(v)dv=1, f(-o0)=f(0)=0. (12.31)

Pravdépodobnost, ze veli¢ina u nabyva hodnot z intervalu [Va,Vb) je mozno vyjadfit
pomoci distribu¢ni funkce nebo hustoty pravdépodobnosti nasledujicim zptisobem:

P{va£u<vb}:F(vb)—F(va):.[vaf(v)dv. (12.32)

Proménnost nahodné veli¢iny je tplnym zptsobem charakterizovana distribu¢ni funkci
anebo hustotou pravdépodobnosti, jejich informaéni obsah je stejny. Tyto funkce oviem ne-
obsahuji ¢asové charakteristiky procesu.

Experimentalni ur¢eni hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce je pon€kud pro-
blematické, protoze se obecné jednd o spojité funkce. Hustotu pravdépodobnosti nejcastéji
urcujeme v diskretizované podob¢ jako ,,histogram* (angl.: histogram). Volba diskretiza¢niho
kroku histogramu neni libovolna, je tfeba vzit v ivahu pramérny pocet vzorku, které piipad-
nou na jeden interval. Pokud je tento pocet pfili§ maly, potom dostavame pfili§ rozhazeny
pribéeh.
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12.4.4. Nékteré typy nahodnych rozdéleni
Rovnomérné rozdéleni je definovano

proa<v<b, (12.33)

f (V) ={pb-a’
0, prov<aav>Dh.
Jedn4 se 0 zédkladni statistické rozdélend.

Normalni, Gaussovo rozdéleni je charakterizovano stiedni hodnotou x4 arozptylem o°

f (V)= N(V,,u,az)zo_jf exp{_(v_#)z}. (12.34)

27 202

Normalni rozdé¢leni je typické pro Cisté nahodny proces. Je vyhodné pro analytickou praci
(snadno se vyjadii derivace a integraly). Soucinitel Sikmosti je S =0 a soucinitel Spicatosti
F=3.

Pro mnoho nahodnych veli¢in vystupujicich v turbulenci je typické log-normalni rozde-
leni. UvaZzujeme nahodnou proménnou V s normalnim rozdélenim. Potom proménna v =e¢" je
charakterizovéna log-normalnim rozd¢lenim.

f(v)= 1 exp M . (1235)
Vo2 20°
Log-normalni rozd¢leni je definovano pouze pro kladné hodnoty ndhodné veli¢iny, miZze jit
napt. o délky urcitych oblasti. Toto rozdé€leni je teoreticky odvozeno pro nahodnou veli¢inu,
Kterd se vyskytuje intermitentné.
Cauchyho rozdéleni je charakterizovano stfedni hodnotou ¢ a polositkou w

w/z 1.1 v—C
f(v)= , ==+ — 2.36
(V) (o) W F(v) 2+7rarctan( - j (12.36)

Cauchymu rozdéleni se blizi ndhodné rozdéleni modulu rychlosti v proudu za pfitomnosti
koherentnich struktur.
Tvary distribu¢ni funkce pro probrané ptipady jsou schematicky znadzornény na obr. 12.1.

Rovnomérné Gaussovo Log-normalni Cauchyho
Obr. 12.1 — Rozd¢leni pravdépodobnosti

12.4.5. Statistické momenty

DalSimi nastroji pro popis a analyzu ndhodného signalu jsou statistické momenty. Muze-
me je vyjadtit pomoci hustoty pravdépodobnosti. Mé&me nahodnou skalarni veli¢inu u a jeji
realizaci v, potom stiedni hodnota U nahodné veli¢iny u bude

o= vf(v)dv. (12.37)

Podobny vztah plati pro stfedni hodnotu libovolné funkce ndhodné proménné Q (U)

Q(u)=["Q(v) f(v)dv. (12.38)
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V praxi Casto pracujeme s fluktuacemi nahodné veli¢iny u’, které jsou definovany vzta-
hem

u'=u-u. (12.39)
Pomoci fluktuaci jsou definovany centralni statistické momenty n-tého fadu
U, = u" = j_w (v—u)" f(v)dv. (12.40)

Pro ad 0 a 1 plati identicky u,=1 a g =0. Dale, centralni statisticky moment druhého fadu
predstavuje rozptyl nahodné veli¢iny (angl. variance)

== (v=)" f (v)av. (12.41)

Rozptyl se Casto uvadi ve form¢é odmocniny, tato veli¢ina, kterd ma stejny fyzikalni rozmér
jako nahodna proménna, se nazyva ,,smérodatna odchylka® (angl. standard deviation ¢i root

mean square — r.m.s.)
std(u):\/;zzx/u%. (12.42)

Zakladni charakteristikou fluktua¢ni slozky rychlosti proudéni v daném bod¢ je intenzita
fluktuaci lu ¢i intenzita turbulence Tu. Pro obecny pfipad je definovana jako

22 2
lu=Tu= /% (12.43)

jeji hodnota se Casto uvadi v procentech. PovSimnéme si, Ze pro izotropni piipad, kdy

u;> =uy’ =uy? =u'?, potom plati vztah Tu = \/UTAU| :

Bézné se vyhodnocuji centralni statistické momenty 3. a 4. fadu, které charakterizuji roz-
déleni ndhodné veli€iny. Z praktickych divoda se tyto momenty normalizuji pomoci déleni
piislusnou mocninou rozptylu tak, aby vysledni soucinitelé byli bezrozmérni. Jednéd se o
»soucinitel Sikmosti“ (angl. skewness factor) S a ,,soucinitel $picatosti“ (angl. flatness factor)
F:

s=Lto aF=fL (12.44)
H, H

Tyto soucinitele se pouzivaji pro charakteristiku zkoumaného nahodného procesu a jeho
rychlé srovnani s normalnim Gaussovym rozdélenim. Pro normalni rozdéleni plati, ze S=0 a
F=3.

12.4.6. Korelaéni funkce
Pro stacionarni nahodny proces je definovana autokorelaéni funkce
R(r)=u(t)u(t+7), (12.45)

kde u(t) je vyhodnocovany signél a = je ¢asovy posuv.

Autokorela¢ni funkce ma fyzikalni rozmér kvadratu nahodné veli¢iny, coz mize byt ne-
praktické. Casto se zavadi autokorelacni koeficient, ktery je bezrozmérny a nabyva hodnot

v intervalu <0,1>. Autokorela¢ni koeficient je definovan

u(t)u(t+z
p(7) :%. (12.46)
u*(t)
Dale definujeme vzajemnou korelaéni funkci R,, a vzajemny korelaéni koeficient p,,

pro dvé ndhodné veli€iny, které maji nulovou stfedni hodnotu
— u(t)v(t
Ry, =u(t)v(t), p,= _( V) : (12.47)

ut(t) V()
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Hodnota vzdjemného korelacniho koeficientu je ukazatelem, ktery kvantifikuje linearni
zavislost zkoumanych signald. Skute¢nost, Ze jeho hodnota se blizi k 0 je nutnou podminkou
pro statistickou nezavislost obou signalti, neni vSak podminkou postacujici. Naopak hodnoty
1 nebo -1 je postacujici podminkou pro linearni zavislost obou signalu.

12.4.7. Spektra
Dale definujeme ,,autokorelaci* (angl.: autocovariance) rychlosti, v ¢asové oblasti bude
R(s)=u'(t)u'(t+7), (12.48)
kde 7 je ¢asovy posuv.

»Autokorela¢ni funkce” (angl.: autocorrelation function) je potom normalizovana auto-
korelace

p(7)=R(z)/u™(t). (12.49)
Pro autokorela¢ni funkci plati, ze |p(z’)|£1 a p(O):l, dale p(r) je suda funkce, to
znamend, Ze plati p(7)=p(-7).

Pro stacionarni proces neni autokorelace ani autokorela¢ni funkce funkci ¢asu.

Na zéklad¢ autokorelace mizeme definovat nékteré dalsi dalezité veliCiny. Procesy spo-
jené sturbulenci jsou ndhodné povahy, absolutni hodnota jejich autokorelaéni funkce se
s Casem zmensuje. Z toho vyplyva, Ze integrél autokorela¢ni funkce pro z rostouci k neko-
neénu konverguje. Muzeme tedy definovat ,,integralni ¢asové méfitko™ (angl.: integral ti-
mescale) vztahem

L= p(z)r (12.50)

Dale muzeme definovat ,,frekvenéni spektrum® (angl.: frequency spectrum) pomoci Fou-
rierovy transformace

E(0) == R(r)e™dr =2[ R(r)cos(wr)r . (12.51)
—0 T 0

T
Druhy vyraz plyne ze skute¢nosti, ze R (T) je suda funkce. Plati dale inverzni vztah

R(z)=[" E(w)e do=2[ E(o)cos(ar)do. (12.52)
Veliginy R(7) a E(w) obsahuji ekvivalentni informaci. Konstanty pied integraly ve

vztazich (12.51) a (12.52) mohou byt odli$né, jedna se o definiéni vztahy.
Zakladni vlastnosti E(w) je, Ze integrél J‘% E(w)dw piedstavuje piispévek frekvenci
o)

vrozsahu o, <@ <, Kk hodnoté rozptylu u’? (t). Déle plati, Ze rozptyl lze vyjadfit integra-
lem: u’? (t):j:E(a))da).

Pomoci Wiener-Chinc¢inova teorému je definovano autospektrum. Oboustranna spektralni
hustota je definovana vztahem

S(f)=]" R(z)e™"dr, —o< f <oo. (12.53)
Plati také inverzni vztah
R(r)=]" s(f)e™df. (12.54)

Prakti¢téjsi pro bézné pouziti je jednostranné spektrum, to je definovano pouze pro kladné
frekvence

G(f)=2S(f), 0<f<w. (12.55)
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Spektrum muze byt vztazené k jednomu signalu, pak se jedna o autospektrum, nebo ke dvéma
signalim, pak jde o vzajemné spektrum. Podobné korelaéni funkce mize byt ve formé auto-
korela¢ni a vzajemn¢ korelacni.

Fourierovu transformaci pouzivaji po dlouha léta védci i inZenyii pro analyzu a kvantifi-
kaci signalt a to jiz v dobach, kdy nebyly pocitace béznym vybavenim laboratofi. A¢ pocitace
podstatné zefektivnily praci a rozsitily moznosti pii zpracovani signall, Fourierova transfor-
kim na objem vypocti.

Ackoli Fourierova transformace je podle své definice spojitou transformaci, jeji prakticky
vypocet se provadi na pocitacich numericky, jedna se pak o ,,digitalni Fourierovu transforma-
ci* (angl.: Digital Fourier Transform — DFT).

Pocatkem 60. let minulého stoleti byla zavedena nova metoda, kterd podstatnym zpiiso-
bem zefektivnila vypocet a snizila objem nutnych operaci pro numericky vypocet Fourierovy
transformace. Tato metoda byla nazvana ,,rychla Fourierova transformace® (angl.: Fast Fou-
rier Transform — FFT), za jeji autory jsou tradi¢né povazovani J.W. Cooley a J.W. Tukey. Pfi
podrobnéjsim rozboru se vSak ukazuje, Ze autorstvi matematického postupu je nutno pfipsat
Jiz Gaussovi, ktery v roce 1805 de facto zavedl Fourierovy fady. Timto postupem lze snizit
naro¢nost klasické formy DFT, u niz pocet operaci nutny k jejimu vypoctu roste s N2, kde

N je délka signalu, na hodnotu N -logN u FFT. To znamena, ze naptiklad u signalu délky
1024 bodu je FFT vice nez o dva fady rychlejsi nez klasicka DFT.

Nebudeme se zde podrobné zabyvat implementaci numerickych algoritmu. Spokojime se
na tomto misté s konstatovanim, Ze pomoci téchto algoritmt 1ze dojit k zddanym vysledkiim,
které jsou definovany vzorci pro vypocet Fourierovy transformace, ponékud jinym, mnohem
efektivnéj§im zplsobem neZ piimou aplikaci defini¢nich vztaht. Tyto algoritmy jsou velmi
spolehlivé a jsou implementovany ve vSech programovych balicich ur¢enych pro analyzu sig-
nald (napi. MATLAB, LabVIEW, atd.).

Fourierova analyza je klasicka metoda, kterou lze z diuvodu interpretace vysledku apliko-
vat pouze stacionarni signély. To znamena, Ze v piipadé nestacionarniho signalu musime volit
délku integrace dostate¢né kratkou, takovou, aby po dobu integrace bylo mozno signal pova-
Zovat za statisticky stacionarni.

Pro analyzu je vSak vyzadovan pomérné dlouhy zaznam signalu. Nevyhodou je také zvy-
Send citlivost k Sirokopdsmovému Sumu v signélu.

Fourierova transformace je pfikladem integralni transformace, je urCena konvolu¢nim
soucinem signalu se sadou harmonickych analyzujicich funkei.

_1lg i2zft
X(f,T)_?IO x(t)e* " dt pro o< f <oo. (12.56)
kde vyraz X ( f ,T) predstavuje Fourierovu transformaci signalu X(t) odélce T.

V soucasné dob¢ je Fourierova transformace standardni metodou s robustnimi a efektiv-
nimi algoritmy implementace. Je proto snaha o maximalni vyuZziti tohoto nastroje, naptiklad
se dany problém fesi ve spektralni oblasti pomoci Fourierovych obrazi.

Periodogram P( f ,T) vznikne aplikaci Fourierovy transformace na signal kone¢né délky

T:
P(f,T):%|X(f,T)|2. (12.57)
Periodogram se bliZi spektralni vykonové hustoté neboli spektru signalu x(t) :
S(f)=limP(f.T). (12.58)

Lze ukéazat, Ze pro konecnou délku signalu T je odhad spektralni vykonové hustoty vy-
chyleny a také neni konzistentni, to znamena, Ze rozptyl jeho hodnot neklesa s rostouci délkou
signalu. Jednotlivy periodogram je tedy nepouZzitelny pro analyzu signalu pro jeho znaény
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rozptyl. To je markantni hlavné u digitalni podoby Fourierovy transformace, kdy Sitka pasma
a tedy 1 krok frekvence je dan pievracenou hodnotou délky signdlu — z toho je ziejmé, Ze pfi
vypoctu jednotlivych hodnot nedochazi k jejich stiedovani a ziskavame tak hodnoty zatizene
nahodnou chybou. Na obr. 12.2 je znazornén rozdil mezi periodogramem a spektrem.

11E-3 Speckrurm

P
1E-3- Periodogram /\/‘
OE-4
BE-4
TE-4
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Obr. 12.2 — Periodogram a spektrum nahodného signalu

Ptijatelny odhad spektra muzeme ziskat pomoci metody primérovani. Pramérovani lze
provadét dvojim zplisobem, pticemz vysledek je v obou piipadech stejny. Jedna se o prime-
rovani periodogramil a o primeérovani frekven¢nich pasem.

Pii prumérovani periodogramu je ptvodni signal délky T rozdélen na p bloku délky
T, =T/p. Tim dochazi ke zm&ng §itky pasma z hodnoty 1/T nahodnotu /T, , ktera je p krat

vétsi. Odhad spektra S( ) potom bude:
p
f)=—>|x(f,7). (12.59)
T Pz

V piipadé diskrétni implementace tedy provadime pramér hodnot pfiislusejicich kazdé frek-
venci zvlast’.

Pfi pramérovani frekvenénich pasem vychazime z jediného periodogramu, ktery je cha-
rakterizovan dostatecné tizkym pasmem. Béhem procedury dochazi k redukci poctu pasem
tim, Ze se ur¢ity pocet sousednich pasem pruméruje. DalSi moznosti vypoctu je aplikace
klouzavého priméru na periodogram, tim dojde k jeho vyhlazeni. Tato operace je ekvivalent-
ni aplikaci dolnopropustného filtru, dojde tak k odfiltrovani vysokych frekvenci a k faktické
redukci aktivnich pasem.

Oba zpusoby prumérovani by mély dat podobny vysledek. Uvazime-li vSak, Ze naro¢nost
vypoctu rychlé Fourierovy transformace je tmérna soucinu N -log N , pak je zfejmé, Ze prvni
metoda prumérovani periodogramt je efektivnéjsi (pii pouziti diskrétni Fourierovy transfor-
mace je rozdil jesté markantnéjsi).

Rozdéleni signalii na bloky a statistické zpracovani kazdého bloku zvlast’ ptisobi také ja-
ko hornopropustny filtr, kdy se odfiltruji vlivy kolisani signalu s periodou vétsi nez je délka
jednoho bloku.

V praxi nejcastéji potfebujeme urcit spektralni vykonovou hustotu z naméfenych ¢aso-
vych fad zaznami signall. Z téchto zaznamii mizeme vyhodnotit spektra jak v Casové tak i
v prostorové oblasti pomoci Taylorovy hypotézy.

12.4.8. Waveletova transformace
Waveletova transformace je mocnym nastrojem spojené analyzy signal v ¢asové a frek-
vencni oblasti. Pro tento Ucel se pouziva zejména tzv. ,kontinualni“ varianta waveletové
transformace.
Existuje 1 ,,diskrétni* varianta waveletové transformace. Ta se pouziva pro ucely kompre-
se signalt, hodi se také pro urcovani ,,koherentniho* obsahu signalu. To znamena té ¢asti sig-
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nalu, ktera souvisi s vyskytem virovych struktur v proudovém poli, protoze pii vhodné volbé
matecného waveletu lze dobte vliv téchto struktur identifikovat.

Vysledkem je dvojrozmérny graf, ktery miizeme interpretovat jako Casovy prabéh oka-
mzitych spekter. Waveletové transformace je jednou z nejefektivnéjSich variant spojené ana-
lyzy v ¢asové a frekvenéni oblasti.

Uvedeme zde teorii waveletové transformace pouze v jednorozmérném prostoru, ktery je
charakterizovan jednou proménnou x, kterou miuize byt napt. ¢as. Tato teoric mtize byt snad-
no rozsifena do prostoru o libovolné dimenzi pomoci operace rotace aplikované na matecny
wavelet navic k operaci posunuti a dilatace.

~Mate¢ny wavelet**® (angl.: mother wavelet) y(X) mbzZe byt realnou & komplexni
funkci, kterd musi byt ,,pfipustna®, to znamena, ze musi spliiovat podminku

C, =jw|y7(x)2T—’T<w, (12.60)
0 K
kde
v (k) =] w(x)e > dx (12.61)

predstavuje Fourieriv obraz matecného waveletu, k¥ je vlnové ¢islo. Splnéni nerovnosti
(12.60) je podminkou pro existenci reproduk¢niho jadra charakterizovaného koneénou energii
a tim také pro existenci zpétné waveletové transformace.

Funkce v je tedy pfipustna, pokud plati, ze jeji sttedni hodnota je nula:
[ w(x)dx=0 nebo y(x=0)=0. (12.62)

00

Z praktickych duvodi se pozaduje, aby byl mate¢ny wavelet dobie lokalizovany jak ve
fyzikalnim prostoru proménnych x, tak ve Fourierové prostoru proménnych x. To znamena,

Ze funkce ¥ musi vykazovat rychly atlum pro rostouci hodnotu |x| a dale musi byt hladka.
Také je vhodné vyZadovat, aby se vyssi momenty rovnaly nule
" X"y (x)dx=0 pro m=1,.,M . (12.63)
Splnéni této podminky zarucuje, Ze jednocleny az do fadu M jsou piesné reprodukova-
ny. Ve Fourierové prostoru je tato podminka ekvivalentni poZzadavku, aby Fouriertv obraz
plynule Klesal k nule pti x jdoucimu k nule
™ _
K
Ll )K_0
Pomoci mate¢ného waveletu ¥ Ize generovat rodinu waveletl charakterizovanych
translaci a dilataci

=0 pro m=0,...M . (12.64)

!//LX(X'):%W(XII_X), (12.65)

kde | je soucinitel dilatace (¢i kontrakce), 1 >0 a X je parametr translace x e R, jednotlivé

wavelety jsou normalizovany pomoci L*-normy. Ve Fourierové prostoru dostdvame vztah
ekvivalentni vztahu (12.65):

v, (€)=l (1) e ™. (12.66)
Zde kontrakce 1/1 odpovida dilataci | a translace x odpovida rotaci v komplexni rovi-

W

né.
Volba mate¢ného waveletu ma rozhodujici vyznam pro vlastnosti transformace, zejména
na jeji schopnost rozlieni v ¢asové a spektralni oblasti.
Obecn¢ muzeme wavelety rozdélit podle riznych hledisek. Mohou to byt Cisté realné
funkce nebo funkce komplexni. Pomoci €isté redlnych waveletii 1ze lokalizovat polohu ¢asti

13,4 e
téz ,,vysvétlujici funkce*
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signalu, které jsou ,,podobné* waveletu. U periodickych funkci se tato identifikace déje bez
ohledu na fazové poméry. Pro detekci amplitudy se daleko 1épe hodi komplexni wavelety,
které umoziuji nezavislé vyhodnoceni amplitudy a faze, u redlnych wavelett jsou tyto infor-
mace kombinovany. Piiklady readlnych a komplexnich waveleti vhodnych pro analyzu pomo-
ci spojité waveletové transformace jsou na obr. 12.3, vzdy vlevo je ptislusny wavelet znazor-
nén ve fyzikalnim prostoru a vpravo v prostoru Fourierové.

a. Morlet

Obr. 12.3 — Piiklady mate¢nych waveletd

Morletiv wavelet na obr. 12.3a je harmonicka funkce modulovand Gaussovou funkci,
jeho tvar v casové a frekvencni oblasti je

1 ikpX =X ~ 1 (k-3
v (x)=—gre™e /Z,W(K)=W9(K)e( ’h, (12.67)

0 (K) je Heavisideova funkce. Plnou Carou je znazornéna realna cast, pferuSovanou potom
Cast imaginarni. Tento wavelet nesplituje pfesné podminku ,piipustnosti (12.62). Rad «,
uréuje lokalizaci v ¢asové a frekvenéni oblasti. Cim vy33i je hodnota &, tim Iépe je lokalizo-
van ve frekvencni oblasti a hufe ve fyzikalni a také lépe spliiuje podminku (12.62). Na
obr. 12.3a je Morletiiv wavelet pro x, = 6. Tento wavelet vykazuje pomérné dobrou lokaliza-

ci ve Fourierové prostoru, horsi ve fyzikalnim.
Daleko lepsi lokalizaci ve fyzikalnim prostoru (a tedy horsi ve Fourierové) ma Paultv

wavelet' na obr. 12.3b
2"m! i" 2"

X)= —, Y (k)=—F——=0(x)x"e". (12.68)
v(x) \/ﬂ(Zm)! (1—ix)1 v (x) m(2m-1)! (x)
Z Cisté realnych waveleti uvedeme m-tou derivaci Gaussovy funkce (DOG)
(0 =(-0" 5], () =min) e (12.69)

4 Nekdy oznatovany jako ,,Cauchyho wavelet*.
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Na obr. 12.3c je znazornéna druha derivace Gaussovy funkce, jednd se o ¢asto pouzivany
Marriv wavelet nazyvany téz ,,mexicky klobouk* (angl.: Mexican hat).

Dale mohou wavelety pfi uritém zptsobu dilatace a translace vytvaret iplnou bazi orto-
gondlnich funkci. Tuto vlastnost s vyhodou vyuzijeme u diskrétni waveletové transformace,
kdy lze zpracovat téméi libovolnou funkci bez ztraty informace. Reprezentace v prostoru wa-
veletovych souciniteld je zpravidla daleko efektivnéjsi nez ve fyzikdlnim prostoru, proto Ize
waveletovou transformaci pouZit jako kompresni metodu.

Raw data, u, ms
| 1
o BN OMN

|
-
(=]

=
-

az

0.1 =

| 1 1 1 1 | 1 I 1 1 | 1 1 1
5 10 15 20 25
Elapsed time, t, ms

-

-0.15 0 0.15

Mexican hat wavelet g, duration, k=1, ms
T

Obr. 12.4 — Piiklad waveletové analyzy intermitentniho signalu

Na obr. 12.4 je uveden piiklad waveletové analyzy intermitentniho signalu v zavislosti
na Case t, ktery je uveden v horni ¢asti obrazku, dole je potom waveletova transformace, = je
vinova délka waveletu (logaritmické stupnice). Byl pouzit Marrtiv mateény wavelet.

12.4.9. Vlastni ortogonalni dekompozice

Princip metody ,,vlastni ortogonalni dekompozice“ (angl.: Proper Orthogonal Decompo-
sition — POD) publikoval J.L. Lumley v roce 1967, jeji prakticka aplikace je mozna aZ v po-
sledni dobg, kdy jsou k dispozici relevantni data a vypocetni technika. Metoda spociva v pro-
jekei vhodné koherentni struktury na experimentalné ziskané pole rychlosti. Dominantni ko-
herentni struktura maximalizuje tuto projekci ve smyslu minima ¢tvercli odchylek. Variacni
Uloha hledani maxima je pfevedena na feSeni Fredholmovy integralni rovnice prvého typu.
Resi se potom problém vlastnich funkci a vlastnich hodnot:

S (v ys ) (v Fdy' =27 (£)a (y; f), (12.70)
i=1p
kde n, je pocet uvazovanych slozek rychlosti. Symetrické jadro je korelaéni matice

Y, (y, y' f), ktera je dana vzajemnym spektrem slozek rychlosti u; a u; a odpovida Fourie-
rové transformaci ¢aso-prostorové korelace:
vy, Y; f):J‘ui (y,t)u; (v t+7)exp(-2izfr)dz. (12.71)

Lze dokazat, ze existuje spocetné mnozstvi vlastnich hodnot a vlastnich funkci problému.
Ty jsou vzajemné ortogonalni a vytvareji Uplnou bazi, pomoci které mize byt zcela rekon-
struovano nahodneé rychlostni pole. Jadro mize byt rozvedeno do stejnomérné a absolutné
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konvergentni fady vlastnich funkeci, turbulentni kineticka energie je potom souctem piispévka
jednotlivych vlastnich funkci.
Pii praktické aplikaci této metody se ukazuje, Ze pro dostateéné vystizny popis rychlost-
Baze nalezend metodou POD mize byt s vyhodou pouZita pro diskretizaci systému. Jiz
pfi pouziti relativné malého poctu téchto funkci lze efektivné modelovat systém a jeho dyna-
mické chovani. Mame potom co do ¢inéni s nizko-dimensionalnim systémem.

oI ||||
10"

Obr. 12.5 — Kumulativni energie vlastnich funkci

fraction E

10°
mode No.

Jako piiklad uvedeme vysledky experimentalniho vyzkumu proudéni v okoli tzv. synteti-
zovaneho paprsku pomoci metody PIV (Particle Image Velocimetry). Pro vyhodnoceni po-
moci metody POD bylo pouZito asi 5000 vektorovych map rychlostniho pole. Na obr. 12.5 je
znazornéna kumulativni energie obsazena v jednotlivych vlastnich funkcich, ¢islo médu —
vlastni funkce na vodorovné ose je na logaritmické stupnici. Je vidét rychla konvergence v
energetickém smyslu, prvni vlastni funkce obsahuje asi 73 % a napi. prvnich 5 vlastnich
funkci potom jiZ vice nez 80 % celkové energie. Na obr. 12.6 jsou rozlozeni vifivosti 4 vlast-
nich funkci s nejvetsi energii. Paprsek je vytvafen generatorem, ktery ma usti v pocatku sou-
fadného systému na sténé, vzduch je vyfukovan smérem doprava. Jsou zde zietelné systémy
virovych struktur v riznych fazich vyvoje.

Obr. 12.6 — Vlastni funkce
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12.5. Z&kony podobnosti

V mechanice tekutin jsou hojné pouzivany zakony podobnosti.

Klicovym bezrozmérnym kritériem ve vztahu k turbulenci je Reynoldsovo c¢islo
Re =UL /v, které charakterizuje proudéni vazké tekutiny. Ukazme si nyni vyznam Reynold-
sova Cisla. Gradienty rychlosti ou/ox jsou fadu U /L, tedy slozky rychlosti u vykazuji zmé-
ny fadu U na vzdalenostech fadu L. Dale, tyto derivace se typicky méni o hodnotu fadu U /L
na vzdalenosti L, druhé derivace o°u/ox? jsou tedy fadu U /L*. Timto zpGsobem lze provést
fadovy odhad absolutnich ¢lenti N-S rovnice (4.20), kterou piepiSeme nasledujicim zpuso-
bem:

6—u+(u~V)u:—le+v Veu. (12.72)
ot o,
VySe popsanym zptisobem odhadneme velikost nékterych ¢lenti:
setrvaény ¢len: |(u-V)u| = (9(U2 / L), (12.73)
vazky &len: v viul=0(w/L). (12.74)

Funkce ¢(.) pfedstavuje fadovy odhad vyrazu v zavorce. Z téchto vztaht piimo vyplyva

trvacny ¢l 2
|Se Nac,n}jc en| _po U /I_2 :(9(Re). (12.75)
|Vazky clen| vU /L

Vidime, Ze Reynoldsovo ¢islo udava fadovy pomér mezi setrvaénymi a vazkymi silami
pii proudéni realné tekutiny. Zaroven nam jeho velikost dava piedstavu o velikosti dvou kli-
covych ¢lentt N-S rovnice.

Uvazujme nejprve situaci, kdy je Reynoldsovo ¢islo velké, tedy Re>1. Ze vztahu
(12.75) mtzeme usoudit, Ze vazké sily jsou v tomto ptipadé z globalniho hlediska zanedbatel-
né. Skutec¢né, naptiklad pfi obtékani téles za vysokych Reynoldsovych ¢isel jsou vazké efekty
ve vEtsing oblasti proudéni zanedbatelné s vyjimkou tenké mezni vrstvy, kde jsou velké gra-
dienty rychlosti. Tloustka mezni vrstvy & zéavisi na Reynoldsové Cisle:

5/L=0(Re ™). (12.76)

Vysoka hodnota Reynoldsova Cisla je nutnou podminkou pro moznost aplikace nevaz-
kych metod, jako jsou Eulerovy rovnice. Neni to vSak podminka postacujici, v piipadé ztraty
stability a pfechodu do turbulence samoziejmé nevazky model nemiize platit.

Na obrézku 12.7 je srovnani dvou piipadu, které se 1isi Reynoldsovym ¢islem. V prvnim
piipadé se rovna o kapku dopadajici na plochu, v druném o vybuch jaderné pumy. Je vidét, ze
globalni znaky jsou podobné, struktura je vSak naprosto odliSna.
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Image 12.7 — Comparing Re = 10% (droplet) and 10° (Nevada nuclear experiment)
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Dale uvadime piehled nékterych podobnostnich ¢isel pouzivanych v dynamice tekutin.

Nazev

Vzorec

Fyzikalni vyznam

Eulerovo ¢islo

Eu=Ap/(p-U?)

Ap tlakovy rozdil

p hustota tekutiny

U charakteristicka rychlost

Tlakovy rozdil vztaZzeny na kinetickou
energii.

Grashofovo ¢islo

Gr=g-f-AT-I*/v°

g gravitacni zrychleni

S objemovy soucinitel te-
pelné roztaznosti

AT teplotni rozdil

I charakteristicka délka

v kinematickd vazkost

Pomér vztlakovych a vazkych sil.

Knudsenovo ¢&islo

Kn =4/l
A volna draha molekul
| charakteristicka délka

Proudéni fidkych plyni.

Machovo ¢islo

Ma=U/c
U charakteristicka rychlost
¢ rychlost zvuku

Vliv stlacitelnosti tekutiny.

Nusseltovo ¢islo

Nu=(h-1)/2

h soucinitel pfestupu tepla
pii vynucené konvekci

I charakteristicka délka

A tepelna vodivost

Piestup tepla mezi télesem a tekuti-
nou.

Prandtlovo ¢&islo

Pr=v/a
v kinematicka vazkost
a tepelna difuzivita

Vazba rychlostniho a teplotniho pole.

Rayleighovo cislo

Ra=Gr-Pr

Volna konvekce.

Reynoldsovo ¢islo

Re=(U-l)/v

U charakteristicka rychlost
| charakteristicka délka
v kinematicka vazkost

Pomeér setrvacénych a vazkych sil.

Strouhalovo ¢islo

St:(f -d)/U
f frekvence

d charakteristicky rozmér
U charakteristicka rychlost

Podobnost periodickych jevi
Vv proudici tekuting.
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12.6.

Struéna historie vyzkumu turbulence

Nyni uvedeme struéné nékteré historické mezniky ve vyzkumu turbulence.

Letopocet Udalost

6. stol.pt.n.l. Hérakleitos z Efesu: ,,panta rhei* (vSe plyne — fecky), ,,Nevstoupi$ dvakrat
do téze feky* — vyjadreni turbulentni povahy svéta.

1. stol.pt.n.1. Epikurejci, prvni atomisté, Titus Lucretius Carus (fimsky basnik), autor
knihy ,,De rerum natura“ (O ptirod¢) — didakticko-epicka basen. Turbulence
je zde predstavena jako mechanismus vzniku véci.

15. stoleti Leonardo da Vinci rozpoznal dva stavy proudici tekutiny, zavadi termin ,,la
turbulenza®.

1687 I. Newton formuluje zakladni zakony mechaniky.

1739 D. Bernoulli publikuje ,,Bernoulliho rovnici®.

1822 C.L. Navier odvodil hybnostni rovnice popisujici chovani vazké tekutiny.

1839 G.H.L. Hagen znovu ,,0bjevil* dva stavy proudici tekutiny pii proudéni
potrubim.

1871 Lord Kelvin (W. Thomson) studuje stabilitu laminarniho proudéni.

1877 J. Boussinesq zavadi ideu turbulentni vazkosti.

1883 O. Reynolds provadi své experimenty, vyzkum pfechodu proudéni v trubce
do turbulence. Zavadi Reynoldsovo éislo.

1887 Lord Kelvin zavadi termin ,,turbulence*.

1895 Reynoldsova dekompozice.

1904 L. Prandtl zavadi pojem ,,mezni vrstva“.

1907 W. Orr formuluje rovnici stability laminarniho proudéni.

1909 D. Riabuchinsky vynalezl metodu méfeni turbulentniho proudéni pomoci
Zhaveného dratku (rezim konstantniho proudu).

1912 J.T. Morris vynalezl metodu anemometrie s konstantni teplotou Zhaveného
dratku, ta umoznuje méteni fluktuaci rychlosti velmi vysokych frekvenci.

1914 A. Einstein navrhl pouZziti kovarianci a vzajemnych korelaci pro studium
signalu s fluktuacemi.

1914 E. Buckingham formuluje sviyj pi-teorém, teoreticky zaklad dimensionalni
analyzy.

1921, 1935 G.l. Taylor pouzil statistické metody pro zpracovani turbulentnich signalt.

1922 L.F. Richardson objevil hierarchii virii (kaskadu) v turbulentnim proudéni.

1925 L. Prandtl zavadi pojem ,,sméSovaci délka* jako charakteristiku fluktuaci
rychlosti.

1930 T. von Karmén formuluje ,,zakon stény* v turbulentni mezni vrstve.

1938 G.l. Taylor objevil mechanismus generovani vifivosti protahovanim virg.

1941 A.N. Kolmogorov formuluje teorii homogenni isotropni turbulence K41.

1942-6 J. von Neumann poprvé pouzil pocita¢ pro ulohu z mechaniky tekutin
(v rdmci projektu Manhattan).

1943 S. Corsin objevil ostrou hranici mezi laminarnimi a turbulentnimi oblastmi.

1949 G. Batchelor a A. Towsend objevili intermitenci malych méfitek ve vyvinu-
tém turbulentnim proudéni.

1951 H.W. Emmons popisuje skvrny turbulence.

1952 E. Hopf formuluje svou varia¢ni rovnici.

1952 T. Theodorsen vyslovuje hypotézu, ze turbulentni proudové pole je tvoieno
koherentnimi strukturami.

1962 A.N. Kolmogorov provadi korekci své teorie K41 na intermitenci malych

méfitek — K62,
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1963 E. Lorenz zavadi pojem ,,deterministicky chaos*.

1967 S.J. Kline popisuje mechanismus generovani Reynoldsovych napéni pomo-
ci mechanismu ,,bursting phenomenon*.

1975 B. Mandelbrot zavadi pojem fraktalu.

1977 I. Prigogin vypracoval teorii samoorganizace rozlehlych dynamickych sys-
tému.

1995 U. Frisch zavadi pro strukturu turbulentnich oblasti pojem ,,multyfraktal*.

2000 Prozkoumani zékladnich vlastnosti Navierovych-Stokesovych rovnic vyhla-

Seno za jeden z matematickych problémii pro 3. tisicileti.

ey o

v A

Vincent van Gogh, Hvézdnata ,,turbulentni* noc, 1889
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