Resené piiklady z linedrni algebry - éast 2

Priklad 2.1:
Urcete determinant matice A:

3 2 =5 4 =2

5 5 -8 8 -3
A=|-4 -5 9 -7 4
2 3 -4 3 =3

-4 -3 4 -5 3

Resenti:

Determinant matice fadu 5 budeme pocitat opakovanym pouzitim rozvoje
determinantu podle vybraného radku nebo sloupce. Aby byl nas vypocet
"rozumny”, potfebujeme nejdiive néktery radek ¢i sloupec upravit tak, aby
v ném zbyvalo pouze jediné nenulové ¢islo. Pti ipravach vyuzijeme vlastnost
determinantt, ze determinant se nezmeéndi, pricteme-li k jednomu radku, resp.
sloupci, k-ndsobek tzv. pivotniho tddku, resp. sloupce (Pivotni fadek, resp.
sloupec musi byt v nové matici nezménén!).

Zacneme upravou, kdy k patému radku pricteme 1-nasobek pivotniho ¢tvrtého
fadku, tim ziskdme tadek, ktery kromé tif nul mé dva stejné prvky. Cislo —2
z patého tadku tak muzeme vytknout.

3 2 -5 4 =2

5 5 -8 8 -3
detA=det| 4 -5 9 -7 4 |=

2 3 -4 3 -3

-4 -3 4 -5 3

3 2 -5 4 -2 3 2 -5 4 -2
5 5 —8 8 —3 5 5 —8 8 —3
=det| -4 =5 9 -7 4 |=(-2).det| -4 -5 9 -7 4
2 3 -4 3 -3 2 3 -4 3 -3
—2 0 0 -2 0 1 0 0 1 0

Paty tadek jesté upravime tak, aby v ném zbylo jediné nenulové ¢islo. Jako
pivotni vyuzijeme prvni sloupecek, prvek as; = 1, pomoci néhoz ziskavame
zbylou nulu v patém tadku, se nazyva pivotni prvek. Ke ¢tvrtému sloupci



pticteme (—1) - ndsobek pivotniho prvniho sloupce. Pro takto upraveny de-
terminant provedeme rozvoj determinantu podle posledniho patého radku, je-
diny nenulovy prvek as; = 1 vynasobime prislusnym algebraickym doplitkem
Ds; = (—=1)°"1. A5, kde As; je determinant z matice, kterd vznikne vy-
nechanim patého radku a prvniho sloupce.

3 2 =5 1 -2

5 o5 -8 3 =3
det A =(-2).det | -4 =5 9 -3 4| =

2 3 -4 1 -3

1 0 0 0 0

2 =5 1 =2

5 —8 3 -3
_ (_ _1)\5+1
= (=21~ det | D T LT
3 —4 1 -3

Nyni by ztejmé bylo vhodné zvolit si za pivotni prvek nékterou z jednicek,
které jsou v posledni matici ve tifetim sloupci, a dale postupovat analo-
gicky, tj. pfictenim vhodnych nasobku pivotniho fadku k ostatnim ziskat
ve tfetim sloupci tfi nulové prvky. Vyhodnéjsi ale bude uprava, pii které ke
tfetimu radku pricteme 1-ndsobek pivotniho druhého radku, ziskdame tak
radek, kde jsou jiz dvé nuly a pouze dvé jednicky. Jediny nenulovy pr-
vek zustame v tomto Ffadku po upravé neménici determinant, kdy napf. ke
druhému sloupci pricteme (-1) - nésobek pivotniho ¢tvrtého sloupce. Pak
provedeme rozvoj determinantu podle tretiho fadku.

2 =51 =2 2 =31 =2
5 -8 3 -3 5 =5 3 3
det A = (—2).det 0 10 1 = (—2).det 0o oo 1|7
3 -4 1 -3 3 -1 1 =3
2 -3 1
=(=2).1.(=1)*"".det | 5 -5 3
3 -1 1

Pro dalsi rozvoj si pripravime napt. posledni tieti sloupec: k prvnimu radku
pricteme (-1) - ndsobek pivotniho tfetiho fadku a ke druhému radku pricteme
(-3) - nésobek pivotniho ttetiho fadku. Tak zbyde v rozvoji podle tietiho
sloupce jediny nenulovy sc¢itanec.

-1 -2 0 4
det A = (=2).(=1).det | =4 -2 0 :2.1.(—1)3+3.det[ ]
3 -1 1 —4 2



Diive nez spocitame posledni determinant z matice fadu 2, muzeme jesté
z druhého tadku vytknout ¢islo -2. Determinant z matice fadu 2 je roven
sou¢inu prvku na hlavni diagonale minus souc¢in prvku na vedlejsi diagonale.

det A = 2.(—2). det [ _; _f ] = (—4).(=1+4) = —12

Priklad 2.2:
Jsou dany matice

1 -1 2 0 4 3
A=|-2 3 2| .B=|-5 4 -7
1 -4 1 —6 -2 -3

Urcete matici X, pro kterou je splnéna maticova rovnice X.A =B .

Reseni:

P1i feseni maticovych rovnic vyuzivame inverzni matice. Podle definice je
inverzni maticf k matici A matice A~!, pro kterou plati A.A~! = I a zaroven
A~ A =1. Proto vyndsobime-li maticovou rovnici z vhodné strany inverzn{
matici k matici A, ziskdme tak na levé strané soucin matice X a jednotkové
matice I, ktery je jiz nezavisle na poradi nasobenych matic vzdy roven matici
X.

V nasem piipadé vyndsobime maticovou rovnici matici A~! zprava:
X.A=8B

XAA'=BA™
XI=BA!
X =B.A!
Potradi ndsobeni matic musime hlidat, nebot ndsobeni matic je operace, kterd
neni komutativni!!!
K urceni matice inverzni k matici A fadu 3 muzeme pouzit dvé metody:

Gauss-Jordanovu eliminac¢ni metodu nebo vypocet inverzni matice s vyuzitim
determinantti. Ukazme si postupné obé metody.



1. Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda

Univerzalni metodou k nalezeni inverzni matice je Gauss-Jordanova eli-
mina¢ni metoda. K matici A pfiddme jednotkovou matici I (stejného
fadu) a tuto rozsifenou matici upravujeme pomoci elementanich radko-
vych tuprav tak, aby z puvodni matice A vznikla jednotkova matice.
Tymiz radkovymi ipravami vznikne pfitom z puvodné jednotkové ma-
tice I matice A~! inverzni k matici A:

AT ~...~[I]A7Y].

Elementarni radkové tdpravy jsou:

e vzajemna vymeéna dvou radku,

e vynasobeni fadku nenulovym ¢islem,

e piicteni k-ndsobku jednoho tddku (tzv. pivotniho fadku) k jinému

radku.

Napiseme rozsitenou matici k nasi matici A. V prvni fazi uprav vyuzije-
me prvni tddek (zacinajici jednickou) jako pivotni fadek a prictenim
jeho 2-nasobku ke druhému fadku a (—1)-ndsobku ke tfetimu fadku
ziskdme pozadovany tvar prvniho sloupce.

1 -1 2[100 1 -1 2] 100
A= -2 3 —2/010|~|0 1 2| 210
1 =4 1/0 0 1 0 =3 —1|—-1 0 1

Déle upravime prvni ¢ast matice na horni trojihelnikovou matici. Po-
sledni chybéjici nulu pod diagonalou ziskdme tak, ze ke tfetimu radku
matice pricteme 3-nasobek druhého tadku, coz je pivotni fadek pro
tuto fazi uprav. Protoze na diagonadle jesté nejsou vSechny prvky rovny

jednicce, musime treti fadek vynasobit cislem %

1 -1 2|1 00 1 -1 2|1
~10 1 2|2 10|~0 1 2|2
0 0 95]5 31 0 0 1]1

gw = O
al— O

Zbyva jesté ziskat nuly i nad diagonalou, obvykle se zac¢ina od po-
sledniho sloupce. Pivotnim fadkem bude tteti fadek, k prvnimu i druhé-
mu fadku pficteme jeho (—2)-nasobek.

4



1 -1 0/-1 % -2 100l-1 - -4
~l0 10 0~ -2]~l010] 0 -1 -2
o o1} 1 ¢ 1} o001} 1 2 1}

V posledni prave provedené tipraveé jsme k prvnimu radku matice pricetli
1-nasobek druhého tadku, tim prvni ¢ast ndami upravované matice je
jiz jednotkova, za svislou éarou je tedy matice A~! inverzni k matici
A ze zadani:

-1 -1 _4
5 5 -5 =7 —4
A= 0 -1 -2 |= 0 -1 -2
1 3 1 5 3 1

5 5

. Vypocet s vyuzitim determinantu

Inverzni matici lze urcit téz pomoci determinantii, a sice inverzni ma-
tici ziskdame jako nasobek adjungované matice k matici A pfevracenou
hodnotou jejiho determinantu. Ptirozeny pozadavek na nenulovost de-
terminantu matice A je u regularni matice samoziejmeé splnén.

Spocitejme proto determinant matice A, napi. s vyuzitim rozvoje podle
prvniho sloupce poté, co tento sloupec predem upravime tak, ze ke
druhému tadku pficteme 2-nasobku prvniho fadku a ke tfetimu radku
pficteme (—1)-nasobek prvniho radku.

1 -1 2 1 -1 2

detA=det| -2 3 -2 |=det| 0 1 2 |=
1 -4 1 0 -3 -1
= 1.(=1)"*". det [ _; _? ] =—-1+6=5

Adjugovanou matici A4 k matici A je matice transponovand k matici
algebraickych doplnku. Algebraicky doplnék k prvku a;; je

Dij = (—1)”]det Aij s

kde det A;; znaci determinant z matice, kterd vznikne z matice A po vy-
nechani i-tého fadku a j-tého sloupce. Tomuto determinantu se nékdy



iika subdeterminant matice A k prvku a,;;. Tedy algebraicky doplnék
k prvku aq; je

3 =2

_(_1\1+1
Dll—( 1) det[_ll 1

]:3—8:—&

algebraickym doplikem k prvku aq, je

2 =2

D12 = (—1)1+2.det [ _1 1

1:@4M—z+m=0,

a podobné je

-2 3

_ (_1\1+3
D13—< 1) det[ 1 —4

]:8—3:5

algebraicky doplnék k prvku a;3. Tyto algebraické doplnky k prvkum
prvniho fadku matice A tvoii postupné prvni sloupec adjungované ma-
tice A4 . Analogicky uréime i algebraické doplitky ke zbylym prvkim
matice, algebraické prvky k prvkum druhého radku matice A zapiseme
do druhého sloupce matice A#, algebraické prvky k prvkim tietiho
fadku pak do tietiho sloupce matice A“. Snadno tak muzeme dopoéitat
inverzni matici k matici A :

B . o 5 —7 —4
A=A = | 0 -1 -2
¢ 5 43 1

Vypocet inverzni matice pomoci determinantt je vyhodny u matic radu
2 a 3, kde lze algabraické dopliky pocitat zpameéti. Pro matice vyssiho
radu je jiz lepsi pouzit Gauss-Jordanovu eliminacni metodu.

Hledanou matici X nalezneme jako soucin matic B a A~! (Pozor, ndsoben{
musi byt provedeno ve spravném poradi!):

0 4 37 ,[-5 -7 4
X=BA'=|-5 4 —7 = 0 -1 -2 | =
-6 —2 -3 5 3 1

1 15 5 =5 31 -1
= -10 10 S5 |=|-2 2 1
15 35 25 3 7 5



Poznamka:
V pripadé, ze nedodrzime poradi ndsobenych matic, ziskame ale jinou matici:

L[5 -7 A 0 4 3
Y=A1B=-_. 0 -1 —2|.| -5 4 —-7|=
5 +3 1 -6 —2 -3
] 59 —40 46
=_. 17 0 13
5| 21 30 —9

Tato matice by byla fesenim maticové rovnice A.Y = B, ovSem neni resenim
rovnice X.A = B. .



