Resené piiklady z linedrni algebry - éast 3

Typové priklady s fesenim

Priklad 3.1:
Zobrazeni L: P3— R 3 je zobrazeni z prostoru Ps vSech polynomii do stupné
3 (vcetné nulového polynomu) do prostoru Ry 3 vSech matic typu 2/3 :

3 2 _la+2b, —a+b+d, 2a+Tb+d
L(axz® + bz* + cx + d) = 0. 3+ d, 0
1. Ovérte, ze zobrazeni L je linedrni zobrazeni.

2. Urcete jadro KerLi zobrazeni L, tj. naleznéte alespon jednu jeho béazi
a urcete jeho dimenzi.

3. Podobné urcete obraz ImL zobrazeni L.
4. Urcete matici M linedrniho zobrazeni{ L v kanonické bazi
p1($> = x37p2($) = 532’]73(95) = map4(x) =1

prostoru Pz a kanonické baze
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5. Pro polynom p(z) = 5z® — 42? + 62 — 1 naleznéte obraz L(p(z))

-

a soutradnice p(x) a L(p) vzhledem k piislusnym kanonickym bazim
D1, D2, P3, pa prostoru Ps a Cq, Cq, Cs, Cy, Cs, Cg prostoru Ry 3 . Ovéite,
ze plati M.p(z) = L(p).

6. Uréete matici M linedrniho zobrazeni L vzhledem k bazim
q(z) =2° = 322 qo(x) = 2> + 2+ 1, g3(2) = 2° + 22 — 1,

gu(z) =2° +22° + 2 — 1



v prostoru Ps,

1 -1 1 ~1.0 0 1 -10
Bl_[o 00]’]32_[ 110]’]33_[0 11]’

100 01 1 01 0
B4:[—1 0 11’]35:[1 0 ol’BGZ[—l 0 —1]

v prostoru Ra 3 .

Pro polynom p(x) = 52 — 42 + 62 — 1 zndme obraz L(p(x)) (viz

vyse). Naleznéte souradnice p(z) a L(p) vzhledem k bazim ¢, g2, g3, 4
prostoru Ps; a By, Bs, B3, By, Bs, Bg prostoru Ry 3 . Ovérte, ze plati

M.p(z) = L(p).

ResSeni:

1.

Zobrazeni L: U —V linedrniho prostoru U do linearniho prostoru V je
linearni, pokud obrazem souctu dvou libovolnych prvka uy, us z pro-
storu U je soucet obrazu L(up), L(ug) téchto prvka a obrazem M-
nasobku libovolného prvku u z prostoru U pro libovolny prvek A z télesa
R redlnych cisel je A-ndsobek obrazu L(u) tohoto prvku:

Vul, up € U: L(u1 -+ u2) = L(ul) + L(LIQ) ,
YuelU,¥A e R:L(\u) = AL(u).

Oznacme proto pi(z) = a2 + b12? + cyx + dy, po(z) = aga® + byx? +
cox + do dva libovolné polynomy z prostoru Pz a uréeme obraz jejich
souctu:

L((p1 +p2)(2)) = L((a1 + a2)z® + (by + bo)2® + (c1 + c2)x + (dy + do)) =

_ | (a1 +a2) +2(b1 + b2), —(a1 +az) + (b1 + b2) + (di + da),
0, 3(by + ba) + (di + da),

2(&1 + CLQ) + 7(b1 + bg) + (d1 + dg) ‘| _
0

| a1+ ag 4200 +2by, —ay —ag + by + by + dy + da,
B Oa 3bl+3b2+d1+d2a

2a1+2a2+7b1+7bg+d1+d2 ] _
0 =



ay +2by, —a; +by+di, 2a;+ 7 +dy n
07 3b1+d1, 0

0, 3by + do, 0
= L(pi(z)) + L(pa2(2)).

Vyuzili jsme pouze pravidla platna pro pocitani v linearnim prostoru,
resp. pro pocitani v télese realnych cisel, a snadno jsme ukazali, ze ob-
razem souctu libovolnych dvou polynomu je soucet obrazt téchto
polynomu.

[a2+262, —&2+b2+d2, 2a2+7b2+d2 ] _

Dale uvazujme libovolny polynom p(z) = ax®+bx*+cz+d z prostoru Ps
a libovolné redlné cislo A a urceme obraz A -nasobku tohoto polynomu:

L((Ap)(z)) = L(\az® + \ba® + A.cx + Ad) =

_lAu+2kh —ka+Ab+Ad,2Xa+7kh+Xd]_

0, 3\.b+ \.d, 0
B a+20, —a+b+d, 2a+7b+d |
_A[ 0, 3b + d, 0 ]‘AL@@»'

Také nyni jsme snadno ukazali, ze obrazem nasobku polynomu je
nasobek obrazu polynomu pro libovolny polynom a libovolné ¢islo
z télesa realnych cisel.

Obé podminky z definice linearniho zobrazeni jsou splnény, zadané zob-
razeni L je tedy linearni.

. Jadro linearniho zobrazeni L: U —V tvoii ty prvky prostoru U, kterym
linedrni zobrazeni L jako obraz pritadi nulovy prvek prostoru V:

KerL = {u € U;L(u) = 0}.

Protoze se jedna o podprostor, k jeho urceni sta¢i nalézt alespon jednu
bézi.

Pro nase zadani tedy hleddme podprostor vSech polynomu, jejichz ob-
razem je nulovd matice 0 typu 2/3, tj. nulovy prvek prostoru Ry 3:

KerLl = {p(x) € P5; L(p(x)) = 0} .

Ptame se tedy, co musi platit pro polynom p(z) = az® + bx? + cx + d,
jehoz obrazem je nulova matice:

L(az® + bz®> + cx +d) =0

3



a+2b, —a+b+d, 2a+70+d| [0 0 0
0, 3b+d, 0 |10 00

Aby se dvé matice rovnaly, musi se rovnat jejich prvky na odpovidajicich
si pozicich. To znamend, ze musi byt splnény rovnice nasledujici sou-
stavy:

a + 2b = 0,
—-a + b + d 0,
2a + T + d 0,

3b + d = 0.

Potiebujeme tedy vyfesit soustavu ¢tyt rovnic o ¢tyfech neznamych
a,b,c,d . Uvédomme si, ze koeficient ¢ je také hledanou neznamou,
trebaze se ve vyse uvedenych rovnicich nevyskytuje. Soustava bude mit
ziejmé nekonecné mnoho feseni. K jejich urceni pouzijeme Gaussovu
elimina¢ni metodu, pomoci fadkové ekvivalentnich uprav upravime ma-
tici soustavy na stupnovity tvar.

0

2
0

W 1 — DN
)
o O O =
W W W N
o O OO
— = = O
o O O =
SO W N
o O OO
O O = O

0
0
0

Matice Tesené soustavy ma hodnost 2, rozdil mezi poctem neznamych
a hodnosti matice soustavy 4 — 2 = 2 nam dava informaci o dimenzi
podprostoru vSech feseni soustavy, a tim i o po¢tu neznamych, které
muzeme libovolné volit. Ziejmé kromé koeficientu ¢ muzeme jesté li-
bovolné zvolit i dalsi koeficient, vyberme koeficient b. Potom musi byt
a=—2bad= —3b.

Jadro KerL zobrazeni L tak tvoi{ vSechny polynomy tvaru p(z) =
=202 + br? + cx — 3b = b.(—22% + 22 — 3) + c.x = bri(z) + cro(x),
kde 71 (z) = —22% + 22 — 3,r9(z) = z. Po jednoduché tpravé jsme do-
stali linedrni kombinaci dvou polynomt 7 (z) a ro(x), které jsou ziejme
linearné nezavislé. Jednou moznou bazi jadra KerL jsou proto poly-
nomy ry(x) = =223 + 2% — 3 a ro(r) = z. Dimenze jidra zobrazen{ L
je proto rovna dvéma:
dim(KerL) = 2.

. Obraz ImL linedrniho zobrazeni L: i/ —V tvorii vSechny prvky prostoru
V, které jsou linedrnim zobrazenim L pritazeny jako obraz néjakému
prvku z prostoru U:

ImL={veV;3ueld:v=L(u}
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Protoze se i nyni jedna o podprostor, k jeho urceni staci nalézt alespon
jednu bazi.

Otéazkou je, jak najit generdtory podprostoru ImL. Je-li v prostoru U
zvolena libovolna baze uy,ug,...,u,, lze kazdy prvek u prostoru U
vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych prvkiu:

u=cu; +cous + ...+ c,u,.

Potom diky linearité zobrazeni L je obraz L(u) prvku u vyjddien jako
linearni kombinace obrazu prvku béaze prostoru U:

L(u) = L(ciuy +coua+. .. +c,u,) = a1 L(uy) + eoL(ug) +. . .4, L(u,).

Obrazy béazovych prvku L(u), L(us), ..., L(u,) bize prostoru U jsou
proto hledanymi generatory podprostoru ImL. (Nejedné se jesté o hle-
danou bézi, obrazy L(u;),L(us),...,L(u,) totiz nemusi byt linedrné
nezavislé!)

Urcéeme nyni generatory ImL pro nase zobrazeni L. V prostoru poly-
nomu Ps tvoii nejjednodussi bazi (tzv. kanonickou) mocninné funkce

pi(x) = 2%, pa(x) = 22, p3(x) = z, pa(x) = 1.

Obrazy téchto polynomu generuji podprostor ImL:

L) = L) = | g o] = A
Lon) = L) = | o 3 0 | =4
Lne) =T = | § o o | =0

Low) =L = | ) | o | =As

Tato skupina vsech ¢tyf matic je zcela jisté linedrné zavisld, nebot se
v ni vyskytuje nulova matice 0, coz je nulovy prvek prostoru Ry 3. Proto
z dalsich ivah nulovou matici 0 vynechdme a ptame se, zda zbylé matice
A1, Ay, Aj jsou linearné nezavislé. Polozme proto linearni kombinaci
téchto matic rovnu nulové matici a ptejme se, pro jaké koeficienty je
tato rovnost splnéna.

ClAl + CQAQ + 03A3 =0



1—1r2], f217), fo1 1] _[000
o 00! 72l0o30] o100l 000
Cl+202, —Cl—|—CQ—|—C3, 2Cl—|—702+03 o 0 0O
0, 3¢y + c3, 0 100 0

Rovnost matic vyzaduje, aby byly splnény rovnice nésledujici soustavy:

c1 + 202 =0 s
—c1 + Co + c3 = 0 5
201 + 702 + ¢ = 0 s
302 —I— C3 = 0 .

Resime soustavu ¢tyt rovnic o tfech neznamych. Pouzijeme Gaussovu
elimina¢ni metodu a pomoci fadkové ekvivalentnich tprav upravime
matici soustavy na stupnovity tvar.

120 120 120
111 03 1 03 1
2717103171000
03 1 03 1 000

Hodnost matice soustavy je 2, je tedy mensi nez pocet neznamych.
Soustava ma proto nekonecné mnoho fesenich. Zvolime-li libovolné ¢y
realné, musi byt ¢y = —2cy,c3 = —3ce. Jedno konkrétni netrividlni
feSseni dostaneme napt. pro co = 1, pak musi byt ¢; = -2 ac3 = -3 .
Zname tedy netrivialni linearni kombinaci matic, ktera se rovna nulové
matici:

—2A1+A2—3A3:0

Odtud muzeme napt. matici Ay vyjadrit jako linedrni kombinaci zbyva-
jicich dvou matic: Ay = 2A; + 3A3. Matice A, Ay, A3z jsou linearné
zavislé. Pokud vynechame matici Ay, je jiz linedrni nezavislost zbylych
dvou matic A, Az zfejmda. Mame tak dvojici linearné nezavislych ge-

neratoru obrazu ImL zobrazeni L, matice A; = [ (1) _(1) (2) ], A; =

l 8 } (1) ] tvofi jednu bazi podprostoru ImL. Dimenze obrazu ImL

linedrniho zobrazeni L je proto dvé:

dim(ImL) =2 .

Poznamka: Zatim jsme ukazali vypocet, ktery vubec nevyuzil faktu,
ze jsme jiz diive urcili jaddro linearniho zobrazeni KerL. Vime totiz, ze



pro linedarni zobrazeni L: { —) musi platit:
dim(KerL) 4+ dim(ImL) = dim .
Pro nase zobrazeni L: Ps— Ry 3 tedy musi byt:
dim(KerL) + dim(ImL) = dim Ps.
Po dosazeni dimenze jadra a dimenze prostoru Ps mé tato rovnost tvar
2 + dim(ImL) = 4,

odkud rovnou dostaneme hledanou dimenzi obrazu dim(ImL) = 2.

Tato informace by zjednodusila hledani baze obrazu ImL zobrazeni L.
Ze skupiny generatoru by stacilo vybrat dvé linedrné nezavislé matice
a nemuseli bychom zkoumat linearni nezavislost vsech generatoru. Vyse
uvedeny vypocet je ale navodem, jak urcit obraz linearniho zobrazeni L
bez predchozi znalosti jadra linearniho zobrazeni L, je tedy obecné;jsi.

. Matice M linearniho zobrazeni L v zadanych bazich uj,u,,...,u,
prostoru U a vi,va,..., vy prostoru V je takova matice, ktera vysti-
huje vztah mezi souradnicovym vektorem u libovolného prvku u € U
a soutadnicovym vektorem L(u) jeho obrazu L(u): L(u) = M.u.

Hleddme-li matici M linearniho zobrazeni L pii danych béazich, na-
jdeme nejdfive obrazy L(u;) vSech prvku baze uy, us,...,u, prostoru
U a pak uréime soutradnicové vektory L(u;) téchto obrazu vzhledem

k bazi vq,va,. .., vg prostoru V. Tyto soufadnicové vektory L(u;) jsou
pak sloupce hledané matice M:

M = [L(w)[L(uy)| ... |L(u,)] .

Vratme se tedy k nasemu zadani. V prostoru Ps méame kanonickou bézi
pi1(r) = 23, pa(x) = 22, p3(x) = 2, ps(x) = 1. Obrazy téchto polynomu
jsou matice:

L) =L = | g o]

umwsz@%:[



Loue) =T = | 1 o |

Protoze i v prostoru matic Ry 3 je uvazovana kanonicka baze

100 010 00 1
Cl_looo]’CQ looo]’c?’ looo]’

000 000 000
C4_l1 0 01’05_“ 1 ol’cﬁ_lo 0 11’

muzeme snadno uré¢it souradnice obrazu L(p;(x)) vzhledem k této bézi.
Pro obraz L(p;(z)) polynomu p;(z) plati

1 -1 2
=1.C;+(-1).C3 +2.C3+0.C4 + 0.C5 + 0.Cg,

proto

—

L(p1> = [17 _17 27 07 07 O]Ta

a podobné -
L(ps) = [2,1,7,0,3,0]",
L(ps) = [0,0,0,0,0,0],
L(ps) =[0,1,1,0,1,0].
Tyto soutradnicové vektory jsou sloupce hledané matici M :

1 200
-1 1 01
Nt T TN N 2 701
M = [L(p) L(p)IL(p) Lp)| = | § o o o
0 3 01
. 00 0 0]

. Ovéfme, ze plati Mp/(;) = L/(;) pro polynom p(z) = 5z° —42%+ 62 —1.

—

Soufadnicovy vektor p(x) vzhledem ke kanonické bdzi pi(r) = z°,

pa(r) = 22, p3(x) = 2, ps(x) = 1 v prostoru Ps je p(x) = [5, —4,6, —1]T,
protoze polynom p(x) snadno vyjadiime jako linedrni kombinaci bazo-
vych prvki p(z) = 5 — 42?2+ 62 —1 = 5.p1(z) + (—4).p2(z) +6.p3(z) +
(—1).ps(z) a koeficienty v této linedrni kombinaci jsou pravé hledané
soutadnice polynomu p(z).



Obrazem L(p(z)) polynomu p(z) je matice

: -3 —10 —19
_ 3 4.2 1) —
L(p(z)) = L(ba2° — 42° + 6z — 1) [ 0 —13 0].
V prostoru Ry 3 je také ddna kanonickd baze
(1.0 0] [0 1 0] [0 0 1]
Cl__o 0 0_’02__0 0 0_’03__0 00|
[0 0 0] [0 0 0] [0 0 0]
C4__1 0 0_’05__0 1 0_’06_ 001

Obraz L(p(x)) polynomu p(z) proto vyjadiime snadno jako linedrni
kombinaci prvku této baze :

Lo - o |-

= (—3).Cy + (—10).C2 + (=19).C3 + 0.C4 + (—13).Cs + 0.Cg.

Soutradnicovy vektor L(p) obrazu L(p(z)) je:

—

L(p) = [-3,-10,-19,0, —13,0]".

Potom je
120 0] [ -3 ]
~1 101 5 ~10
— 2 70 1 —4 —19 —
MpE) =14 ¢ 0 o 6| o | = L)
0301 ~1 —13
. 000 0| 0]

Pro dany polynom p(x) = 5x3 — 42? + 6x — 1 jsme timto vypoctem
overili platnost vztahu

—_—

M.p(z) = L(p).
6. Hleddme matici M linedrniho zobrazeni L vzhledem k bazim
QI(J:) = ‘rB - 3‘1:27 QQ<x> = SC2 + T+ 17 Q3(SU> = xS + 2z — 17

ur)=2*+222 +2 -1
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v prostoru Pz a

1 -1 1 -1.00 1 -1 0
Bl_[o 001’132_[ 1101’]33—[0 11]’

100 01 1 01 0
B4:l—1 0 1]’35:[1 0 ol’BGZl—l 0 —1]

v prostoru Ra 3 .

Postup je samoziejmé analogicky jako v pfipadé kanonickych bézi,
storu P tvori bazi polynomy ¢ (), g2(x), g3(x), ga(x). Matice M, kte-
rou chceme uréit, bude mit za sloupce souradnicové vektory L(g;) ob-
razu L(¢;(x)) polynomu ¢;(x),i = 1,2,3, 4, vzhledem k bazi By, By, B3,
B,, Bs, Bg prostoru Ry 3:

M = [L(q1)|L(q2)L(gs) L(as)] -
Vezméme prvni prvek q;(z) = 2® — 322 z baze prostoru Ps. Jeho obra-

zem Vv linedrnim zobrazeni L je matice

L) =132 = | T Ty T |

Pottebujeme urcit souradnice této matice vzhledem k bazi

B, B,, B3, By, Bs, B prostoru Ry 3, tj. potfebujeme najit koeficienty
v linearni kombinaci bazovych prvku By, Bs, B3, By, Bs, Bg, ktera se
rovnd pravé matici L(q (z)):

Cl-Bl + CQ.BQ + 63.B3 + C4.B4 + C5.B5 + Cﬁ.Bﬁ = L(ql<1’))
11 1] ~100] 1 -1o0],
Clo oo™ 1100 11
. Loo], 01 1], 01 0]
Al 01| TS 1 00T 10 1|7

[ -5 -4 —19
| 0 -9 0

01—02+63+C4, —01—03+C5+C6, 01+C5 -
Co — €4 + C5 — Cg, co + Ca, €3+ C4— Co

[ -5 —4 —19
0 -9 o0
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Aby platila rovnost téchto matic, musi byt splnény vsechny rovnice

nasledujici soustavy linearnich algebraickych rovnic:

g — ¢ + ¢ + = -5,
—C — 3 + ¢ + g = —4,
c1 + c5 = —19,
Co — ¢4 + ¢ — g = 0,

C2 + c3 = —9,

c3 + ¢4 — g = 0.

K vyfeseni soustavy vyuzijeme jako obvykle Gaussovu eliminacni me-
todu. Pomoci elementarnich fadkovych tprav prevedeme rozsitenou

matici soustavy na stupnovity tvar.

1 -1 1 10 0| =5

-1 0 -1 01 1| —4

1 0 0 01 0|-19

0 1 0 -1 1 -1 0ol

0O 1 1 00 0] -9

0O 0 1 10 —1| 0]
1T -1 1 10 0| =57 [1 -1 1 1 0 0] =5
0o -1 0 11 1| -9 0 1 0 —1 -1 —1| 9
0 1 -1 -1 1 0]|-14 0O 0 -1 0 2 1|-23
“lo 1 0 -11-1] o/~ ]o o 0o 0 2 0| -9
O 1 1 00 0] -9 o 0 1 1 1 1|-18
0 0 1 10 -1 o0 0 0 1 1 0 -1 o0
1 -1 1 1 0 0| =5 1 -11 1 0 0] =57
0 10 -1 -1 —1| 9 0 10 -1 -1 —-1| 9
0O 01 1 0 —1| 0 0O 01 1 0 —1] 0
“lo o0 1 2 o|/-23]"]0 00 1 2 o0]|-23
O 00 0 2 0] -9 O 00 0 1 2|-18
0 00 0 1 2]-18 0 00 0 0 —4| 27|
Z posledniho radku vidime, ze cg = —%, dosazovanim do dalsich rovnic
postupné dostaneme c; = —%, cy=—14, c3 = %, Co = —%, c = —22—9.

Souradnicovy vektor L(g;) je proto usporadand Sestice

- 29 65 29 9 2777

L(Ch): ?7_2727_147_57_1 =

1
= 7 [58, 65,29, -56, ~18, —271".
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Toto bude tedy prvni sloupec hledané matice M.

Pro dalsi prvky uvazované baze v prostoru polynomu P3 postupujeme
analogicky. Nejdiive nalezneme jejich obrazy v linearnim zobrazeni L:

L) =L 4o+ = | 5 5]
, 1 -2 1
L) =L+ 201 = | 77 o]

L(q(z)) =L(@* + 22 + 2 — 1) = [

5 0 15
05 O

Nyni vypoc¢itame soutadnice obrazu L(g;(x)), i = 2, 3, 4, vzhledem k bézi
B,, B, B3, B4, Bs, B prostoru Ry 3, a to tak, ze linedarni kombinaci
bézovych prvku polozime rovnu obrazu L(g;(z)),

Cl.Bl + CQ.BQ + C3.B3 + C4.B4 + C5.B5 + CG-B6 = L(qz(x)),z = 2, 3, 4,

a urcime prislusné koeficienty, pro které tato rovnost plati. Leva strana
v rovnostech pro jednotlivé obrazy se nemeni, je stejnd jako pri urcovani
soutadnic L(g;) obrazu L(q;(z)) prvniho prvku béze. To znamena,
ze 1 soustavy, které potiebujeme postupné vytesit, budou mit stejné
levé strany v jednotlivych rovnicich. Zjednodusme proto néas zapis,
a vyreSme soucasné tii soustavy, které se lisi pouze v pravé strané.
Vlastni vypocet presné odpovidd pocitani souradnic pro L(g;(z)).

O~ = OO

1

e R e i an R e R e R S OO DO = =
|

O O

_ o= O O

oo o
o vlo o o
2

O = = =
oo, RO O RFRREEO
|

|
—__ 0 = O =
|
O = O O =N O = O 00 NN
-

_ o = O = O
=)
—

S Ot O O Tt Ot

|
—_ O = =
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1 -1 1 1 0 o] 2| 1| 57
0 1 0 —1 -1 —1|—-4| 1|-5
0 0 -1 0 2 1|10]|=1]15
“lo o o o0 2 o| 4|-1| 5|7
0 0 1 1 1 1] 8|-=2|10
o 0 1 1 0 -1 o| o| 0]
1 -1 1 1 0 0] 2] 1] 5]
0 10 —1 —1 —1|-4| 1]-5
0O 01 1 0 —1| o] o] o
“lo o0 1 2 o|1w0]-1|15]|"
0 00 0 2 0| 4/-1] 5
0 00 0 1 2| 8[=2]10]
1 -1 1 1 0 o] 2| 1| 57
0 10 —1 -1 —1| —4| 1| =5
O 01 1 0 —1] 0/ 0/ o
“lo 00 1 2 0] 10|-1| 15
O 00 0 1 2| 8|/=2| 10
(0 00 0 0 —4[-12| 3|-15]

7 rozsitené matice soustavy upravené radkovymi ekvivalentnimi tprava-
mi na stupnovity tvar postupnym dosazovani vypocitame pro jednot-
livé pravé strany prislusné souradnicové vektory:

L(g) = [6,7,-3,6,2,3]",

— 3 1 3 1 31T 1 T
Lgs) = |5, —~,—5,0,—=,—| ==[6,—1,-3,0,—2, -3
(qS) [27 47 477 27 4 4[7 3 s Yy 9 ]7
— 12545 25 5 1517 1 .
L =|—,—,—,10,-,—| = -150,45,—25,40,10, 15| .
(q4) [2a47 4a 7274] 4[ ) ) ) ) ) ]

Matice M je po sloupcich tvorena pravé ze soutadnicovych vektoru
L(g):

[—58 24 6 50
—65 28 —1 45
29 —12 —3 —25
—56 24 0 40
~18 8 -2 10

| —27 12 -3 15

M = [L(00)|L(32) L) L)) =
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7. Vratme se jesté jednou k polynomu p(z) = 53 — 42?4 6x — 1. Jiz difve
jsme spocitali matici

B 3 42 | -3 —-10 —19
L(p(z)) = L(bz® — 42 4+ 6z — 1) = [ 0 —13 N
ktera je jeho obrazem.

Soutadnice p(x) polynomu p(x) vzhledem k béazi
q(z) =2° = 322 qo(x) = 2 + 2+ 1, g3(2) = 2° + 22 — 1,
gu(z) =2° +22° + 2 — 1
prostoru P; urcime jako koeficienty v linearni kombinaci bézovych
prvku, kterd se rovnd préavé polynomu p(z):
c1q1(7) + c2ga(z) + c3q3(w) + caqa(x) = p(2)
c(2® —32%) +ep(a® + o+ 1) +ez(a® + 20 — 1) +ey(2® + 202+ — 1) =
=52’ — 42® 4+ 62 — 1
(c14c3+eg)x® + (=3cy 4o +2¢4)> + (co +2c3 +cy)x+ (ca— 3 —c4) =
=52’ — 42® + 62 — 1

Hledané koeficienty nalezneme jako feseni soustavy

C1 + c3 + Cqy = ) y
—361 + + 204 = —4 s
co + 2¢c3 + ¢ = 6,

Cy — Cc3 — Cqy = -1 5

kterou jsme ziskali porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin z.
K teseni soustavy pouzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu, kdy rozsite-
nou matici soustavy upravime pomoci fadkovych elementarnich tprav
na stupnovity tvar a zpétnym dosazovanim urc¢ime hledané souradnice.

10 1 1] 5 10 1 1| 5
31 0 2|-4 01 3 5|11
01 2 1] 6|7 Jo1 2 1] 6"~
01 -1 —1]-1 01 -1 —1]-1
10 1 1] 5 10 1 1| 5
01 -1 —1]—-1 01 -1 —1]-1

“loo 4 6/12] 700 2 3| 6|
00 3 2| 7 00 3 2| 7
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10 1 1 5) 1 0 1 1 5}
01 -1 —-1|-1 01 -1 —-1|-1
00 2 3| 6 00 1 —-1] 1
00 1 —-1| 1 00 0 5| 4
Resenim soustavy jsou koeficienty ¢, = %, c3 = g, Cy = %, c1 = 15—2

Proto soufadnicovym vektorem p(z) polynomu p(x) vzhledem k bézi
q1, G2, q3, g4 je usporadand ctvetice

T
= 2 [12,8,9,4]".

— [12894
5

P(l') = ga g, 5, 5

Podobné nalezneme také souradnice L(p) matice

Lo = | 7o 38 ]

vzhledem k bazi
1 -1 1 -1.00 1 -10
Bl"[o 0 ol’BQ"[ 11 0]’B3"[0 1 1]’

100 011 01 0
B4_'[—1 0 11’B5_'[1 0 ol’BG_'[—l 0 —1]
v prostoru Ry . Urcujeme koeficienty v linedrni kombinaci prvku
Bi, Bs, B3, By, Bs, Bg béze, ktera se rovna pravé matici L(p(z)):

Cl~B1 + 02.B2 + Cg.Bg + C4.B4 + C5.B5 + C6.B6 = L(p(.’lf))
Linearni kombinace na levé strané této rovnosti je samoziejmé totozné

s linearni kombinaci, pomoci které jsme jiz vyse pocitali souradnice ob-
razu polynomu béze q1, q2, q3, q4. Proto i dalsi vypocet bude analogicky.

11 1] ~100], 1 -10],
Clo ool 1107 ® 0 11

. 1oo], 01 1], 01 0]

“l 101|100 T 210 -1

[ -3 —10 —19
| 0o -13 o0
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C1 — C + ¢c3 + Cy,
Cy — C4 + C5 — Cg,

|

cp — C +
—c _
C1
C2
Coy -+

—C1 — C3 + ¢5 + G,

Co + C3,
-3 —10 -19
0 —13 0

c3 + ¢
C3 + ¢ +
+ ¢
— & t+ 5 —
C3
cs + ¢ -

1+ ¢s

C3+C4 — Cp

Ce

Ce

Ce

]_

Rovnost téchto matic bude platit, pokud budou splnény vsechny rov-
nice nasledujici soustavy linearnich algebraickych rovnic:

-3,
~10,
~19,

0,

~13,

0.

Soustavu fesime Gaussovou eliminaéni metodou, pomoci elementarnich
radkovych tprav prevedeme rozsitenou matici soustavy na stupnovity

tvar. )
1 —1 1 10 0| -3
-1 0 —1 0 1 1] -10
1 0 0 o001 0|-19
0 1 0 -11 -1 o0]"
o 1 1 00 0]-13
0 0 1 10 —1 0 |
1 -1 1 10 0| —3] 1 —1 1 1 0 0| —3
0 -1 0 11 1]-13 0 1 0 -1 -1 -1 13
0 1 -1 -1 1 0]—16 0 0 —1 0 2 1]-29
“lo 1 0 -11 -1 o|7l0 0 0 0 2 0|-13
o 1 1 00 0-13 o o0 1 1 1 1|-26
0 0 1 10 -1 0 | 0 0o 1 1 0 -1 0
1 -1 1 1 0 0| —3] 1 -1 1 1 0 0] =37
0 10 -1 -1 -1 13 0 10 -1 -1 -1 13
0 01 1 0 —1 0 0O 01 1 0 -1 0
“lo 00 1 2 o0[-29]7l0 00 1 2 0[-29
o 00 0 2 0|-13 0O 00 O 1 2|-26
0 00 O 1 2|-26] 0 00 0 0 —4] 39 |
Postupnym dosazovanim dostaneme jednotlivé soutadnice: cg = —%,
c5 = —33, cy = —16, c3 = 24—5, Ccy = —%, 1= —%. Soutadnicovy vektor
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L(p) je proto uspotrddand Sestice

— 25 77 25 13 3977
L(p) = _77_7777_]- YT T 0 4
2 4° 4 2 4

1
=3 [—50, —77,25, —64, —26, —39]" .

Urceme tedy soucin M.p(z).

T 58 24 6 50 [ 50

65 28 —1 45 12 77

— — 1| 29 —12 -3 25| 1| 8| 1| 25 L)
4] =56 24 0 40 |'F5| 9 4| —64 | VP

~18 8 -2 10 4 —26

27 12 -3 15 | | -39

Timto vypoctem jsme pro polynom p(z) = 5z — 4x? + 6z — 1 ovérili
platnost vztahu - -
M.p(z) = L(p)

mezi souradnicemi vzoru a soufadnicemi obrazu.

Priklad 3.2:
Pro prostor P vSech polynomu nejvyse stupné 3 (véetné nulového polynomu)
feste nasledujici dlohy:

1. Urcete matici T prechodu od kanonické béaze

pl(x> = x37p2($) = 532,]73(95) = $ap4(fﬁ) =1
k béazi
q(z) =2° =322 qo(x) =2 + 2+ 1, g3(2) = 2° + 22 — 1,

) =2 +222 +2x -1

v prostoru Ps3 vsech polynomiu do stupneé 3 (véetné nulového polynomu).
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2. Zmame souiadnice r(x) = [3,7, —2, —5|T polynomu r(x) vzhledem k bazi
() =2° -3 @z) =2 + 2+ 1,¢3(2x) = 2° + 20 — 1,

Q) =2 +22>+2 -1

v prostoru Ps3. Urcete polynom r(z) a souradnicovy vektor r(x) poly-
nomu r(z) vzhledem ke kanonické bazi

pi(z) = 2% po(x) = 2%, p3(z) = 2, pa(z) =1

prostoru Ps.

—

3. Je dén soutradnicovy vektor s(z) = [2,—3,1,5]7 polynomu s(z) vzhle-
dem ke kanonické bézi

p1($> = 13»p2($) = 172’]73(1‘) = xap4<x) =1
prostoru Ps. Uréeme polynom s(x) a s vyuzitim matice prechodu T
naleznéme soufadnice s(x) polynomu s(z) vzhledem k bazi
q(z) =2° =322 qo(z) =2 + 2+ 1, g3(2) = 2° + 22 — 1,

) =2*+222 +2x -1

v prostoru Ps.

Reseni:

1. Uréujeme-li T jako matici prechodu od béze pi(x), pa(z), ps(z), pa(x)
k bazi ¢1(x), g2(x), q3(x), qu(x) v prostoru Ps, hleddme vlastné matici
identického zobrazeni z prostoru Ps, kde uvazujeme bazi ¢;(z), ¢2(x),
q3(z), qa(x), do prostoru Ps s béazi p(z), p2(x), ps(x), pa(x). Pritom
identické zobrazeni id z prostoru U na prostor U priradi libovolnému
prvku u € U jako obraz opét tentyz prvek id(u) = u. V prostoru
Ps proto pro prvky baze qi(x),q(x),qs(x), qu(x) plati id(g(z)) =
qi(x),i=1,2,3,4.

Matice T bude mit proto jako sloupce souradnicové vektory qi/(;), 1=
1,2,3,4, prvkua baze ¢;(z), g2(2), ¢3(x), g4 (x) uvazované vzhledem k bazi

P (m)ap2($’)> P3($),p4($) v prostoru Ps:

T = [q1(2)as (%) g ()| aa ()]

18



Béze pi(x) = 23, pa(x) = 22, p3(x) = z, ps(x) = 1 uvazovana v prostoru
obrazu je kanonickd, urceni souradnic polynomu ¢;(z), g2(z), ¢3(x),
q4( ) je proto jednoduché:

i (z) = [1,-3,0,0]7, protoze q;(z) = 2* —32% = 1.py(x) + (—=3).pa(x) +
0 pg(x) + 0. p4( );

(a:) 0,1,1,1]%, protoze g2(z) = 2> + x + 1 = O.p1(z) + L.po(x) +
1 pg(x) + 1.py(x);

( ) =11,0,2,—1]", protoze g3(x) = 23+ 2x — 1 = 1.p;(x) + 0.pa(x) +
2 -ps3(x) + (—1).pa(2);
( ) = [1,2,1,—1]", protoze qu(z) = 2* + 22 + x — 1 = 1.py(x) +
2-292( )+ Lps(z) + (=1).pa(z).
Matice prechodu od béze py(z), p2(z), ps(x), pa(x) k bazi ¢ (x), g2(x),
q3(x), qs(z) v prostoru Ps je proto ¢tvercova matice

T = [0l las (@) ()] =
Lo 1 1
-3 1 0 2
01 2 1
01 -1 —1

Pro matici T - matici pfechodu od baze pi(x), pa(x), ps(), ps(x) k bézi
¢1(x), q2(x), g3(x), qa(x) v prostoru Ps pritom musi platit vztah

—

T.rf(;) =r(z),

kde 7"/(;) znaci souradnicovy vektor libovolného polynomu 7(z) z pro-
storu P3 vzhledem k bazi py (z), po(z), ps(x), pa(x) a r(x) znacéi souradni-
covy vektor téhoz polynomu r(x) vzhledem k bazi ¢;(x), g2(z), ¢3(x),
q4(x). Tento vztah plyne z toho, co bylo Feceno jiz vyse, pro libovolné
linedrni zobrazeni totiz plati, ze

"matice zobrazeni . souradnice vzoru = soutadnice obrazu”
(samoziejmé predpokladdme, ze vSe je uvazovéno vzhledem k pevné
zvolenym bézim na prostoru vzoru i na prostoru obrazu).

. Zname-li soufadnicovy vektor r?:;) = [3,7,—2,—5]" polynomu r(z)
vzhledem k bazi

qi(r) = 2° = 32%, go(2) = 2° + o + L g3(w) = 2° + 22 — 1,

() =2 +222 + 2 -1,
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samotny polynom r(z) dostaneme snadno tak, ze jednotlivé sourad-
nice dosadime jako koeficienty do linearni kombinace bazovych prvku

q1(7), q2(), g3(), qa(), tedy
r(z) = 3.q1(x) + 7.q2(x) — 2.q5(z) — 5.qu(x) =
=3.(2* =32°) + 7. (* + o +1)—2.(z* + 20— 1) = 5.(z* + 222 +2 1) =
= —42® — 122% — 22 + 14.

—

Souradnicovy vektor 7(x) polynomu r(z) vzhledem ke kanonické bazi
pi(x) = 2%, po() = 2%, p3(z) = 2, pa(x) = 1
pak uz snadno uréime piimo z vyjadieni polynomu r(z). Protoze
r(r) = —42® — 120% — 22 + 14 =

= (=4) p1(2) + (=12).p2(2) + (=2).ps(x) + 14.pa(x),
je hledany souradnicovy vektor

—

r(z) = [—4,—12, -2, 14]".

—

Druhou moznosti k nalezeni souradnicového vektoru r(x) je vyuziti
vztahu - -

T.r(z) =r(z),
kde T je matice pfechodu od baze p1(x), po(z), ps(z), ps(x) k bazi ¢;(x),
¢2(x), q3(x), qu(z) v prostoru Ps. Vynasobime-li

10 1 1 3 —4
- -3 1 0 2 7 —12
Tr@) =1 g1 o 1| |=2|~| 2|
01 -1 -1 -5 14
dostaneme pifmo souradnicovy vektor 7’/(;) = [—4,12,-2,14]" poly-

nomu 7(x) vzhledem ke kanonické bazi p;(z), pa(z), p3(x), ps(x).

—

. Pro polynom s(z) zndme souradnicovy vektor s(z) = [2,—3,1,5]"
vzhledem ke kanonické bézi

pi(x) = 2% po(x) = 2% p3(7) =z, pu(x) = 1.
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Diky tomu, ze béze pi(x), p2(x), p3(z), ps(z) je kanonickd, polynom s(x)
je linearni kombinaci bazovych prvku s koeficienty ze soutadnicového
vektoru:

s(z) = 2.p1(x) + (=3).pa(2) + Lps(z) + 5.ps(z) = 22° — 32 + 2 + 5.

Soufadnicovy vektor s(x) polynomu s(z) = 22° — 322 + 2 + 5 vzhledem
k bazi

q(z) =2° =322 qo(r) = 2> + 2+ 1, g3(2) = 2° + 22 — 1,

) =2 +222 +2 -1

bychom mohli samoziejmé pocitat jako koeficienty z té linearni kombi-
nace bazovych prvkua q¢;(z), g2(), g3(x), q4(x), kterd se rovna polynomu
s(z). Obdobné vypocty jsme jiz provadeéli vyse.

Proto se nyni podivame na jinou moznost, pii které vyuzijeme matici
piechodu T od béaze pl(x),pg(:v),pg(x),p4(9c)/k\bézi ¢ (), g2(x), g3(x),
q4(x). Pro matici T a soufadnicové vektory s(x) polynomu s(z) vzhle-

dem ke kanonické bazi p;(x), po(z), ps(x), pa(x) a s(x) polynomu s(zx)
vzhledem k bazi q;(z), g2(2), g3(x), g4 (x) plati vztah:

—_— -

T.s(x) = s(x).

Pfendsobime-li tuto rovnost matici T~! inverzni k matici T zleva, do-
staneme

s(z) = T s(x),
coz je pravé navod, jak urcit s(x).
Protoze matice T je tadu ¢tvrtého, k urceni jeji inverzni matice vyuzije-
me Gauss-Jordanovu eliminaé¢ni metodu. Pomoci fddkovych elementar-
nich tprav prevedeme rozsitenou matici [T|I] tak, aby z puvodni matice
T vznikla jednotkova matice.

10 1 1/1 000 10 1 1/1 00 0
31 0 2/0100 01 3 5/3100
01 2 1loo1o|l o1 2 1l0010]"
01 -1 —-1/0 0 0 1 01 -1 —1/0 00 1

10 1 1|1 00 0

01 -1 —-1/0 0 0 1

“loo 4 6/310 —1|"
00 3 2/001 —1



10 1 1] 1 0 0 0
01 -1 -1, 0 0 0 1
00 1 4, 3 1 -1 0
00 0 —10/-9 -3 4 —1
100 —-3|-2 -1 1 0
010 3/ 3 1 -1 1
~loo01 4/ 3 1 -1 0]~
9 3 2 1

7 1 3
1ooo| & —-L -1 &
3 N
JoroolF o5 b6
3 1 3 2

001 0|-5 -5 5 —5
TR

7 puvodné jednotkové matice jsme timto vypoctem ziskali matici T—!
inverzni k matici T:

7 -1 -2 3
1 3 1 2 7
10| -6 —2 6 —4

9 3 —4 1

T ' =

Soutradnicovy vektor s(z) polynomu s(z) vzhledem k bazi ¢, (x), ¢2(x),
q3(), qu(z) dostaneme jako souc¢in matice T~! a soufadnicového vek-
toru s(z) = [2,-3,1,5]T:

7 -1 -2 3 2 30 3
1 3 1 2 7 3| 1 401 | 4
T10 -6 -2 6 —4 || 1| 10| -20]|"| -2

9 3 —4 1 5 10 1

Poznamka:

Matice T~1, kterou jsme vypocitali jako inverzni matici k matici T
prechodu od baze p1 (), p2(2), ps(z), pa(z) k bdzi q1(2), ¢2(), g3(2), qa (),
je zaroven matici prechodu od baze ¢ (), g2(z), g3(x), qs(x) k bazi p; (),
po(x), p3(x), pa(x) v prostoru polynomu Ps.
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Priklad 3.3:
Vyuzijte nékteré vysledky z predchazejicich pitkladia a vyfeste nésledujici
ulohy:

1. Urcete matici H prechodu od kanonické béaze
1 00 010 0 01
Cl_lo 0 ol’CQ_lo 0 ol’CS_lo 0 0]’

000 000 000
C4:l1 0 01,05=l0 1 ol’cﬁlo 0 1]

1 -1 1 ~1.00 1 -1 0
Bl_[o 001’132_[ 1101’]33—[0 11]’

100 01 1 01 0
me [y e[V o o) [0 ]

v prostoru Ry 3 vSech matic typu 2/3 .

2. Uréete matici prechodu H™! od béze B, By, B3, By, Bs, B k bézi
Cl, Cg, Cg, C4, C5, CG prostoru R273 .

3. Vyuzijte matici M zobrazeni L z prikladu 3.1 v kanonickych bazich
p1(z), p2(x), ps(x), ps(x) prostoru Ps a Cq, Cy, Cs, Cy, Cs, Cg prostoru
R, 3 a matici T ptrechodu od kanonické baze pi(x), pa(z), ps(x), pa(x)
k bazi q;(x), ¢2(x), gs(x), g4(x) v prostoru Ps z piikladu 3.2 a vypoctéte
H'MT.

Resent:

1. Hledame-li matici pfechodu od kanonické baze C;, C,, Cs, Cy, C5, Cg
k bazi B, By, B3, By, Bs, Bs v prostoru Ry 3, hleddme vlastné matici
identického zobrazeni z prostoru matic Ry 3 s bazi By, B, Bs, By,
Bs, B¢ do téhoz prostoru matic Rsy 3, ale nyni jej uvazujeme s kanonic-
kou béazi C, C,, Cs, Cy4, C5, C4. Proto matice H bude mit za sloupce
soufadnicové vektory E,z’ =1,2,...,6, prvku baze By, By, B3, By, Bs,
Bg vzhledem k bazi Cq, Csy, Cs,Cy, Cs, Cq. Tyto souradnice uréime
snadno, nebot baze C;,i = 1,2,...,6, je kanonick4, vyjadieni matic
B;,;: = 1,2,...,6, jako linearni kombinace matic kanonické baze je
tedy trivialni. Protoze

1 -1 1
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je ]/3\1 = [1,-1,1,0,0,0]" hledany souradnicovy vektor prvni matice
z baze Bl, BQ, Bg, B4, B5, BG‘ Podobné B2 = [—]., 0, 0, 17 1, O}T7 pI'OtOZG

-1

B, =[1,-1,0,0,1,1]7, protoze

Bs = l (1) _1 (1) 1 = 1.C; + (—1).Cy +0.C3 +0.C4 + 1.C5 + 1.Cy;

B, =[1,0,0,—1,0,1]7, protoze

100

b= [ -1 0 1 ] = LG +0.C +0.C3 + (=1).C4 +0.C5 + 1.Cg;

B; =[0,1,1,1,0,0]7, protoze

B; = [ (1) (1) é ] = 0.C; 4+ 1.C5 + 1.C3 + 1.C4 + 0.C5 + 0.Cg;

B = [0,1,0,—1,0,—1]T, protoze

01 0

Bs = [ 10 -1 ] =0.C; +1.Cy+0.C5+ (—1).Cy+

+0.C5 + (—1).Cs.

Matice prechodu od baze Cy, Cy, Cs, Cy, C5, Cq k bazi By, By, B3, By,
Bs, Bg v prostoru Rg 3 je proto ¢tvercova matice fadu Sest:

o~~~ o~~~

H = [B,[B.|B;|B4[B;|Bs| =

O = = OO =
_— =0 O =
_ o= O O =

OO O =
OO~ B~ Pk O
|

. Mdme-li pro prostor matic Ry 3 urcit matici prechodu H™' od bdze
B17 BQ, B3, B4, B5, B6 k bézi Cl, CQ, Cg, C4, C5, CG, mohli bYChOIl’l pPo-
stupovat analogicky k vypoctu vyse. Uvédomme si ale, ze pii tomto
pristupu bychom museli urcit soufadnicové vektory vSech matic C;,i =
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1,2,...,6, vzhledem k bézi, kterda neni kanonicka, tj. tento vypocet by
byl pracnéjsi nez u matice H.

Vyuzijme proto faktu, ze jiz zname matici prechodu od baze C;, Cs,
Cg, C4, C5, CG k bazi B17 BQ, Bg, B4, B5, B6 - matici H. Matice prChO—
du od baze Bl, BQ, B3, B4, B57 B6 k bazi Cl, CQ, Cg, C47 C5, CG bude
inverzni matici k matici H. Jeji vypocet provedeme pomoci Gaus-
sovy eliminaéni metody, kdy rozsitenou matici [H|I] pFevedeme pomoci
fddkovych elementdrnich iprav na matici [I|H™!], kterd za¢ina jednot-
kovou matici I fadu 6. Z puvodné jednotkové matice I takto ziskame
matici inverzni k matici H.

1 -1 1 10 0/100000]
1 0 -1 01 1l010000

1 0 0 01 0/001000

HIO=1 4% 1 0 11 -1l000100]|"
0 1 1 00 0/00O0O0T1O0

0 0 1 10 -1/000001,
1 -1 1 10 0] 10000 0]
0 -1 0 11 1/, 110000
0 1 -1 -1 1 0/-101000
“lo 1 0 -11 -1 000T100]|"
O 1 1 00 0| 000O0OT1O0
0 0 1 10 -1] 000001
1 -1 1 10 0] 1000 007
0O 1 1 00 0/ 0000 10
o 0 1 11 1, 1100 10

“lo 0 -2 -11 0/-1010 —10]"
0 0 -1 -1 1 -1 0001 —1 0
0 0 1 10 -1 0000 0 1]
1 -1 11 0 0] 1 000 007
0O 110 0 0/ 0 000 10
0O 011 1 1/ 1 100 10

“lo o001 3 2/ 1 210 10|
0O 000 2 0| 1 101 00
0 000 -1 —-2(-1 -1 00 —1 1|
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0
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Pravé jsme vypocitali inverzni matici H™! k matici H:

1 1 1

I _

5 _1 1 _3 1 1 -2 -
4 4 4 2 2 -5 —
5 1 3 1 1

MR I T B R B O

-1 0 1 -1 0 1 41 —4

2
1 1 1
119 1o o ]
1 1 1 1 1
L3 03 0 -3 3 —3

2
1
1

0
2
1

4
4
—4
4
0
0

—2
-3
3
—4
2
-1

OO NN O

je to hledand matice prechodu od baze By, Bs, B3, By, B5, Bg k bazi

Cl, CQ, Cg, C4, C5, CG v prostoru R273 .

. Mame vynésobit matice H"'.M.T, kde M je matice linedrniho zobra-

zeni L v kanonické bazi

pi(x) = 2%, po() = 2%, p3(z) =z, pa(z) = 1

prostoru Ps3 a kanonické béaze

100 010
Cl_[o 0 ol’CQ_lo 0 01’03_[

000 000
C4_l1 0 01705_“ 1 ol’cﬁ_l

prostoru Ry 3; H™! je matice prechodu od béze

1 -1 1 -100
Bl_[o 0 ol’Bz_[ 11 0]’33—[

100 01 1
B4_l—1 0 1]’B5_[1 0 ol’BG_[

k bazi
100 010
Cl_lo 0 ol’CQ_lo 0 0]’C3_l

000 000
C4:[1 0 01’05:[0 1 01’06:[

v prostoru matic Ro3; T je matice pfechodu od kanonické baze

-1 0

01

-1 0

0
0

0 01

0
0

11

0
—1

|

0001

pi(z) = 2°, o) = 2%, p3(x) = 7, pu(z) = 1
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k bazi
QI(Q;) = ‘7:3 - 31’2,(]2(1') = x2 +x+ 1,q3(3§') = xS + 2z — 17

ur) =23 +22 4+ -1

v prostoru polynomu P3. VSechny tyto matice jsme jiz urcili vyse. Staci
proto spocitat pouze jejich soucin.

(-2 -2 4 -2 0 0 1200
5 -1 4 -3 2 2 110 1
= 1| 5 1 -4 32 -2 2 70 1
HEMT=21 4, o 4 40 4 0000]| T~
2 2 0 20 0 0301
1 1 0 -12 -2]1] 000 0]
8 220 27
4 230 5 10 1 1
1| -4 —11 0 —1 31 0 2|
“4|l 4 200 4 01 2 1|
0 60 2 01 -1 —1
0 90 3]

—58 24 6 50
—65 28 —1 45
1| 29 —12 =3 —25
4] =56 24 0 40
-18 8 -2 10
| —27 12 -3 15

Jako vyslednd matice v souc¢inu H=!.M.T byla ziskdna matice M 7 vyse
feseného prikladu 3.1, je to matice linearniho zobrazeni L vzhledem
k bazim
q(r) =2 =32 u(x) =2 + 2+ 1, 3(w) = 2% + 20 — 1,
) =2 +222+2x -1

v prostoru Ps a

1 -1 1 ~-10 0 1 —-10
Bl_[o 001’132_[ 110]’33_[0 11]’



v prostoru Ry 3 . Tento vysledek H™'.M.T = M presné odpovida tomu,
ze na linedrni zobrazeni zobrazeni L z prostoru P s bazi ¢;(z), ¢2(x),
¢3(x), qa(z) do prostoru Ry 3 s bazi By, B, Bs, By, Bs, Bg se muzeme
divat také jako na slozené zobrazeni z nasledujicich tii linearnich zob-
razeni:

e identické zobrazeni prostoru Ps s bazi q1(x), ¢2(x), ¢3(x), qu(x) na
prostor Ps s bazi py(x), pa(z), ps(z), ps(x); toto zobrazeni muzeme
vyjadrit pomoci matice T, matice pfechodu od kanonické béaze

p1(x), p2(x), pa(2), pa(x) k bdzi ¢1 (), ¢2(x), g3(x), ga(x) v prostoru
polynomu Ps;

e linedrni zobrazeni L v kanonickych bézich p;(x), p2(x), ps3(x), ps(x)

prostoru P3 a Cy, Cq, C3, Cy, Cs, Cg prostoru Ry 3, které je repre-
zentovano v prislusnych bazich matici M;

e identické zobrazeni prostoru Rss s bazi Ci, Cy, Cs, Cy, Cs, Cg
na prostor Ry 3 s bazi By, By, B3, By, Bs, Bg; toto zobrazeni lze
vyjadiit pomoci matice H™! od béze B, By, B3, B4, Bs, B¢ k bazi
Cl, CQ, Cg, (347 C5, C6 v prostoru R2’3.

Matice slozeného zobrazeni se ziskd jako souc¢in matic jednotlivych
skladanych zobrazeni, pouze musime matice nasobit v opaéném poiadi,
tj. prvni matice je matici posledniho skladaného zobrazeni. Tomu presné
odpovida i nas vysledek:

M=H'1MT

29



