
Řešené př́ıklady z lineárńı algebry - část 3

Typové př́ıklady s řešeńım

Př́ıklad 3.1:
Zobrazeńı L:P3−→R2,3 je zobrazeńı z prostoru P3 všech polynomů do stupně
3 (včetně nulového polynomu) do prostoru R2,3 všech matic typu 2/3 :

L(ax3 + bx2 + cx+ d) =

[
a+ 2b, −a+ b+ d, 2a+ 7b+ d

0, 3b+ d, 0

]
.

1. Ověřte, že zobrazeńı L je lineárńı zobrazeńı.

2. Určete jádro KerL zobrazeńı L, tj. nalezněte alespoň jednu jeho bázi
a určete jeho dimenzi.

3. Podobně určete obraz ImL zobrazeńı L.

4. Určete matici M lineárńıho zobrazeńı L v kanonické bázi

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1

prostoru P3 a kanonické báze

C1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
,C2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,C3 =

[
0 0 1
0 0 0

]
,

C4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,C5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
,C6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
prostoru R2,3.

5. Pro polynom p(x) = 5x3 − 4x2 + 6x − 1 nalezněte obraz L(p(x))

a souřadnice p̂(x) a L̂(p) vzhledem k př́ıslušným kanonickým báźım
p1, p2, p3, p4 prostoru P3 a C1,C2,C3,C4,C5,C6 prostoru R2,3 . Ověřte,

že plat́ı M.p̂(x) = L̂(p).

6. Určete matici M̃ lineárńıho zobrazeńı L vzhledem k báźım

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1
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v prostoru P3,

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
,B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
,B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
,

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
,B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
,B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
v prostoru R2,3 .

7. Pro polynom p(x) = 5x3 − 4x2 + 6x − 1 známe obraz L(p(x)) (viz

výše). Nalezněte souřadnice p̃(x) a L̃(p) vzhledem k báźım q1, q2, q3, q4
prostoru P3 a B1,B2,B3,B4,B5,B6 prostoru R2,3 . Ověřte, že plat́ı

M̃.p̃(x) = L̃(p).

Řešeńı:

1. Zobrazeńı L:U−→V lineárńıho prostoru U do lineárńıho prostoru V je
lineárńı, pokud obrazem součtu dvou libovolných prvk̊u u1,u2 z pro-
storu U je součet obraz̊u L(u1), L(u2) těchto prvk̊u a obrazem λ-
násobku libovolného prvku u z prostoru U pro libovolný prvek λ z tělesa
R reálných č́ısel je λ-násobek obrazu L(u) tohoto prvku:

∀u1,u2 ∈ U : L(u1 + u2) = L(u1) + L(u2) ,

∀u ∈ U ,∀λ ∈ R : L(λ.u) = λ.L(u) .

Označme proto p1(x) = a1x
3 + b1x

2 + c1x + d1, p2(x) = a2x
3 + b2x

2 +
c2x + d2 dva libovolné polynomy z prostoru P3 a určeme obraz jejich
součtu:

L((p1 + p2)(x)) = L((a1 + a2)x
3 + (b1 + b2)x

2 + (c1 + c2)x+ (d1 + d2)) =

=

[
(a1 + a2) + 2(b1 + b2), −(a1 + a2) + (b1 + b2) + (d1 + d2),

0, 3(b1 + b2) + (d1 + d2),

2(a1 + a2) + 7(b1 + b2) + (d1 + d2)
0

]
=

=

[
a1 + a2 + 2b1 + 2b2, −a1 − a2 + b1 + b2 + d1 + d2,

0, 3b1 + 3b2 + d1 + d2,

2a1 + 2a2 + 7b1 + 7b2 + d1 + d2

0

]
=
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=

[
a1 + 2b1, −a1 + b1 + d1, 2a1 + 7b1 + d1

0, 3b1 + d1, 0

]
+

+

[
a2 + 2b2, −a2 + b2 + d2, 2a2 + 7b2 + d2

0, 3b2 + d2, 0

]
=

= L(p1(x)) + L(p2(x)).

Využili jsme pouze pravidla platná pro poč́ıtáńı v lineárńım prostoru,
resp. pro poč́ıtáńı v tělese reálných č́ısel, a snadno jsme ukázali, že ob-
razem součtu libovolných dvou polynomů je součet obraz̊u těchto
polynomů.

Dále uvažujme libovolný polynom p(x) = ax3+bx2+cx+d z prostoru P3

a libovolné reálné č́ıslo λ a určeme obraz λ -násobku tohoto polynomu:

L((λ.p)(x)) = L(λ.ax3 + λ.bx2 + λ.cx+ λ.d) =

=

[
λ.a+ 2λ.b, −λ.a+ λ.b+ λ.d, 2λ.a+ 7λ.b+ λ.d

0, 3λ.b+ λ.d, 0

]
=

= λ

[
a+ 2b, −a+ b+ d, 2a+ 7b+ d

0, 3b+ d, 0

]
= λL(p(x)).

Také nyńı jsme snadno ukázali, že obrazem násobku polynomu je
násobek obrazu polynomu pro libovolný polynom a libovolné č́ıslo
z tělesa reálných č́ısel.

Obě podmı́nky z definice lineárńıho zobrazeńı jsou splněny, zadané zob-
razeńı L je tedy lineárńı.

2. Jádro lineárńıho zobrazeńı L:U−→V tvoř́ı ty prvky prostoru U , kterým
lineárńı zobrazeńı L jako obraz přǐrad́ı nulový prvek prostoru V :

KerL = {u ∈ U ; L(u) = 0}.

Protože se jedná o podprostor, k jeho určeńı stač́ı nalézt alespoň jednu
bázi.

Pro naše zadáńı tedy hledáme podprostor všech polynomů, jejichž ob-
razem je nulová matice 0 typu 2/3, tj. nulový prvek prostoru R2,3:

KerL = {p(x) ∈ P3; L(p(x)) = 0} .

Ptáme se tedy, co muśı platit pro polynom p(x) = ax3 + bx2 + cx+ d,
jehož obrazem je nulová matice:

L(ax3 + bx2 + cx+ d) = 0

3



[
a+ 2b, −a+ b+ d, 2a+ 7b+ d

0, 3b+ d, 0

]
=

[
0 0 0
0 0 0

]
Aby se dvě matice rovnaly, muśı se rovnat jejich prvky na odpov́ıdaj́ıćıch
si pozićıch. To znamená, že muśı být splněny rovnice následuj́ıćı sou-
stavy:

a + 2b = 0 ,
−a + b + d = 0 ,
2a + 7b + d = 0 ,

3b + d = 0 .

Potřebujeme tedy vyřešit soustavu čtyř rovnic o čtyřech neznámých
a, b, c, d . Uvědomme si, že koeficient c je také hledanou neznámou,
třebaže se ve výše uvedených rovnićıch nevyskytuje. Soustava bude mı́t
zřejmě nekonečně mnoho řešeńı. K jejich určeńı použijeme Gaussovu
eliminačńı metodu, pomoćı řádkově ekvivalentńıch úprav uprav́ıme ma-
tici soustavy na stupňovitý tvar.

1 2 0 0
−1 1 0 1

2 7 0 1
0 3 0 1

 ∼


1 2 0 0
0 3 0 1
0 3 0 1
0 3 0 1

 ∼


1 2 0 0
0 3 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


Matice řešené soustavy má hodnost 2, rozd́ıl mezi počtem neznámých
a hodnost́ı matice soustavy 4 − 2 = 2 nám dává informaci o dimenzi
podprostoru všech řešeńı soustavy, a t́ım i o počtu neznámých, které
můžeme libovolně volit. Zřejmě kromě koeficientu c můžeme ještě li-
bovolně zvolit i daľśı koeficient, vyberme koeficient b. Potom muśı být
a = −2b a d = −3b.

Jádro KerL zobrazeńı L tak tvoř́ı všechny polynomy tvaru p(x) =
−2bx3 + bx2 + cx − 3b = b.(−2x3 + x2 − 3) + c.x = b.r1(x) + c.r2(x),
kde r1(x) = −2x3 + x2 − 3, r2(x) = x. Po jednoduché úpravě jsme do-
stali lineárńı kombinaci dvou polynomů r1(x) a r2(x), které jsou zřejmě
lineárně nezávislé. Jednou možnou báźı jádra KerL jsou proto poly-
nomy r1(x) = −2x3 + x2 − 3 a r2(x) = x. Dimenze jádra zobrazeńı L
je proto rovna dvěma:

dim(KerL) = 2.

3. Obraz ImL lineárńıho zobrazeńı L:U−→V tvoř́ı všechny prvky prostoru
V , které jsou lineárńım zobrazeńım L přǐrazeny jako obraz nějakému
prvku z prostoru U :

ImL = {v ∈ V ;∃u ∈ U : v = L(u)}.
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Protože se i nyńı jedná o podprostor, k jeho určeńı stač́ı nalézt alespoň
jednu bázi.

Otázkou je, jak naj́ıt generátory podprostoru ImL. Je-li v prostoru U
zvolena libovolná báze u1,u2, . . . ,un, lze každý prvek u prostoru U
vyjádřit jako lineárńı kombinaci bázových prvk̊u:

u = c1u1 + c2u2 + . . .+ cnun.

Potom d́ıky linearitě zobrazeńı L je obraz L(u) prvku u vyjádřen jako
lineárńı kombinace obraz̊u prvk̊u báze prostoru U :

L(u) = L(c1u1 +c2u2 + . . .+cnun) = c1L(u1)+c2L(u2)+ . . .+cnL(un).

Obrazy bázových prvk̊u L(u1),L(u2), . . . ,L(un) báze prostoru U jsou
proto hledanými generátory podprostoru ImL. (Nejedná se ještě o hle-
danou bázi, obrazy L(u1),L(u2), . . . ,L(un) totiž nemuśı být lineárně
nezávislé!)

Určeme nyńı generátory ImL pro naše zobrazeńı L. V prostoru poly-
nomů P3 tvoř́ı nejjednodušš́ı bázi (tzv. kanonickou) mocninné funkce

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1.

Obrazy těchto polynomů generuj́ı podprostor ImL:

L(p1(x)) = L(x3) =

[
1 −1 2
0 0 0

]
= A1,

L(p2(x)) = L(x2) =

[
2 1 7
0 3 0

]
= A2,

L(p3(x)) = L(c) =

[
0 0 0
0 0 0

]
= 0,

L(p4(x)) = L(1) =

[
0 1 1
0 1 0

]
= A3.

Tato skupina všech čtyř matic je zcela jistě lineárně závislá, nebot’ se
v ńı vyskytuje nulová matice 0, což je nulový prvek prostoru R2,3. Proto
z daľśıch úvah nulovou matici 0 vynecháme a ptáme se, zda zbylé matice
A1,A2,A3 jsou lineárně nezávislé. Položme proto lineárńı kombinaci
těchto matic rovnu nulové matici a ptejme se, pro jaké koeficienty je
tato rovnost splněna.

c1A1 + c2A2 + c3A3 = 0
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c1

[
1 −1 2
0 0 0

]
+ c2

[
2 1 7
0 3 0

]
+ c3

[
0 1 1
0 1 0

]
=

[
0 0 0
0 0 0

]
[
c1 + 2c2, −c1 + c2 + c3, 2c1 + 7c2 + c3

0, 3c2 + c3, 0

]
=

[
0 0 0
0 0 0

]
Rovnost matic vyžaduje, aby byly splněny rovnice následuj́ıćı soustavy:

c1 + 2c2 = 0 ,
−c1 + c2 + c3 = 0 ,
2c1 + 7c2 + c3 = 0 ,

3c2 + c3 = 0 .

Řeš́ıme soustavu čtyř rovnic o třech neznámých. Použijeme Gaussovu
eliminačńı metodu a pomoćı řádkově ekvivalentńıch úprav uprav́ıme
matici soustavy na stupňovitý tvar.

1 2 0
−1 1 1

2 7 1
0 3 1

 ∼


1 2 0
0 3 1
0 3 1
0 3 1

 ∼


1 2 0
0 3 1
0 0 0
0 0 0


Hodnost matice soustavy je 2, je tedy menš́ı než počet neznámých.
Soustava má proto nekonečně mnoho řešeńıch. Zvoĺıme-li libovolně c2
reálné, muśı být c1 = −2c2, c3 = −3c2. Jedno konkrétńı netriviálńı
řešeńı dostaneme např. pro c2 = 1, pak muśı být c1 = −2 a c3 = −3 .
Známe tedy netriviálńı lineárńı kombinaci matic, která se rovná nulové
matici:

−2A1 + A2 − 3A3 = 0 .

Odtud můžeme např. matici A2 vyjádřit jako lineárńı kombinaci zbýva-
j́ıćıch dvou matic: A2 = 2A1 + 3A3. Matice A1,A2,A3 jsou lineárně
závislé. Pokud vynecháme matici A2, je již lineárńı nezávislost zbylých
dvou matic A1,A3 zřejmá. Máme tak dvojici lineárně nezávislých ge-

nerátor̊u obrazu ImL zobrazeńı L, matice A1 =

[
1 −1 2
0 0 0

]
, A3 =[

0 1 1
0 1 0

]
tvoř́ı jednu bázi podprostoru ImL. Dimenze obrazu ImL

lineárńıho zobrazeńı L je proto dvě:

dim(ImL) = 2 .

Poznámka: Zat́ım jsme ukázali výpočet, který v̊ubec nevyužil faktu,
že jsme již dř́ıve určili jádro lineárńıho zobrazeńı KerL. Vı́me totiž, že
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pro lineárńı zobrazeńı L:U−→V muśı platit:

dim(KerL) + dim(ImL) = dimU .

Pro naše zobrazeńı L:P3−→R2,3 tedy muśı být:

dim(KerL) + dim(ImL) = dimP3.

Po dosazeńı dimenze jádra a dimenze prostoru P3 má tato rovnost tvar

2 + dim(ImL) = 4,

odkud rovnou dostaneme hledanou dimenzi obrazu dim(ImL) = 2.

Tato informace by zjednodušila hledáńı báze obrazu ImL zobrazeńı L.
Ze skupiny generátor̊u by stačilo vybrat dvě lineárně nezávislé matice
a nemuseli bychom zkoumat lineárńı nezávislost všech generátor̊u. Výše
uvedený výpočet je ale návodem, jak určit obraz lineárńıho zobrazeńı L
bez předchoźı znalosti jádra lineárńıho zobrazeńı L, je tedy obecněǰśı.

4. Matice M lineárńıho zobrazeńı L v zadaných báźıch u1,u2, . . . ,un

prostoru U a v1,v2, . . . ,vk prostoru V je taková matice, která vysti-
huje vztah mezi souřadnicovým vektorem û libovolného prvku u ∈ U
a souřadnicovým vektorem L̂(u) jeho obrazu L(u): L̂(u) = M.û.

Hledáme-li matici M lineárńıho zobrazeńı L při daných báźıch, na-
jdeme nejdř́ıve obrazy L(ui) všech prvk̊u báze u1,u2, . . . ,un prostoru

U a pak urč́ıme souřadnicové vektory L̂(ui) těchto obraz̊u vzhledem

k bázi v1,v2, . . . ,vk prostoru V . Tyto souřadnicové vektory L̂(ui) jsou
pak sloupce hledané matice M:

M =
[ ̂L(u1)| ̂L(u2)| . . . | ̂L(un)

]
.

Vrat’me se tedy k našemu zadáńı. V prostoru P3 máme kanonickou bázi
p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1. Obrazy těchto polynomů
jsou matice:

L(p1(x)) = L(x3) =

[
1 −1 2
0 0 0

]
,

L(p2(x)) = L(x2) =

[
2 1 7
0 3 0

]
,

L(p3(x)) = L(c) =

[
0 0 0
0 0 0

]
= 0,
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L(p4(x)) = L(1) =

[
0 1 1
0 1 0

]
.

Protože i v prostoru matic R2,3 je uvažována kanonická báze

C1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
,C2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,C3 =

[
0 0 1
0 0 0

]
,

C4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,C5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
,C6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
,

můžeme snadno určit souřadnice obraz̊u L(pi(x)) vzhledem k této bázi.
Pro obraz L(p1(x)) polynomu p1(x) plat́ı

L(p1) =

[
1 −1 2
0 0 0

]
=

= 1.C1 + (−1).C2 + 2.C3 + 0.C4 + 0.C5 + 0.C6,

proto

L̂(p1) = [1,−1, 2, 0, 0, 0]T ,

a podobně

L̂(p2) = [2, 1, 7, 0, 3, 0]T ,

L̂(p3) = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T ,

L̂(p4) = [0, 1, 1, 0, 1, 0]T .

Tyto souřadnicové vektory jsou sloupce hledané matici M :

M =
[
L̂(p1)|L̂(p2)|L̂(p3)|L̂(p4)

]
=



1 2 0 0
−1 1 0 1

2 7 0 1
0 0 0 0
0 3 0 1
0 0 0 0


.

5. Ověřme, že plat́ı M.p̂(x) = L̂(p) pro polynom p(x) = 5x3−4x2+6x−1.

Souřadnicový vektor p̂(x) vzhledem ke kanonické bázi p1(x) = x3,

p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1 v prostoru P3 je p̂(x) = [5,−4, 6,−1]T ,
protože polynom p(x) snadno vyjádř́ıme jako lineárńı kombinaci bázo-
vých prvk̊u p(x) = 5x3−4x2 +6x−1 = 5.p1(x)+(−4).p2(x)+6.p3(x)+
(−1).p4(x) a koeficienty v této lineárńı kombinaci jsou právě hledané
souřadnice polynomu p(x).
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Obrazem L(p(x)) polynomu p(x) je matice

L(p(x)) = L(5x3 − 4x2 + 6x− 1) =

[
−3 −10 −19

0 −13 0

]
.

V prostoru R2,3 je také dána kanonická báze

C1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
,C2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,C3 =

[
0 0 1
0 0 0

]
,

C4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,C5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
,C6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
.

Obraz L(p(x)) polynomu p(x) proto vyjádř́ıme snadno jako lineárńı
kombinaci prvk̊u této báze :

L(p(x)) =

[
−3 −10 −19

0 −13 0

]
=

= (−3).C1 + (−10).C2 + (−19).C3 + 0.C4 + (−13).C5 + 0.C6.

Souřadnicový vektor L̂(p) obrazu L(p(x)) je:

L̂(p) = [−3,−10,−19, 0,−13, 0]T .

Potom je

M.p̂(x) =



1 2 0 0
−1 1 0 1

2 7 0 1
0 0 0 0
0 3 0 1
0 0 0 0


.


5
−4

6
−1

 =



−3
−10
−19

0
−13

0


= L̂(p).

Pro daný polynom p(x) = 5x3 − 4x2 + 6x − 1 jsme t́ımto výpočtem
ověřili platnost vztahu

M.p̂(x) = L̂(p).

6. Hledáme matici M̃ lineárńıho zobrazeńı L vzhledem k báźım

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1
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v prostoru P3 a

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
,B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
,B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
,

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
,B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
,B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
v prostoru R2,3 .

Postup je samozřejmě analogický jako v př́ıpadě kanonických báźı,
pouze nás čekaj́ı složitěǰśı výpočty souřadnicových vektor̊u. V pro-
storu P3 tvoř́ı bázi polynomy q1(x), q2(x), q3(x), q4(x). Matice M̃, kte-

rou chceme určit, bude mı́t za sloupce souřadnicové vektory L̃(qi) ob-
raz̊u L(qi(x)) polynomů qi(x), i = 1, 2, 3, 4, vzhledem k bázi B1,B2,B3,
B4,B5,B6 prostoru R2,3:

M̃ =
[
L̃(q1)|L̃(q2)|L̃(q3)|L̃(q4)

]
.

Vezměme prvńı prvek q1(x) = x3 − 3x2 z báze prostoru P3. Jeho obra-
zem v lineárńım zobrazeńı L je matice

L(q1(x)) = L(x3 − 3x2) =

[
−5 −4 −19

0 −9 0

]
.

Potřebujeme určit souřadnice této matice vzhledem k bázi
B1,B2,B3, B4,B5,B6 prostoru R2,3, tj. potřebujeme naj́ıt koeficienty
v lineárńı kombinaci bázových prvk̊u B1,B2,B3,B4,B5,B6, která se
rovná právě matici L(q1(x)):

c1.B1 + c2.B2 + c3.B3 + c4.B4 + c5.B5 + c6.B6 = L(q1(x))

c1.

[
1 −1 1
0 0 0

]
+ c2.

[
−1 0 0

1 1 0

]
+ c3.

[
1 −1 0
0 1 1

]
+

+c4.

[
1 0 0
−1 0 1

]
+ c5.

[
0 1 1
1 0 0

]
+ c6.

[
0 1 0
−1 0 −1

]
=

=

[
−5 −4 −19

0 −9 0

]
[
c1 − c2 + c3 + c4, −c1 − c3 + c5 + c6, c1 + c5
c2 − c4 + c5 − c6, c2 + c3, c3 + c4 − c6

]
=

=

[
−5 −4 −19

0 −9 0

]
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Aby platila rovnost těchto matic, muśı být splněny všechny rovnice
následuj́ıćı soustavy lineárńıch algebraických rovnic:

c1 − c2 + c3 + c4 = −5 ,
−c1 − c3 + c5 + c6 = −4 ,
c1 + c5 = −19 ,

c2 − c4 + c5 − c6 = 0 ,
c2 + c3 = −9 ,

c3 + c4 − c6 = 0 .

K vyřešeńı soustavy využijeme jako obvykle Gaussovu eliminačńı me-
todu. Pomoćı elementárńıch řádkových úprav převedeme rozš́ı̌renou
matici soustavy na stupňovitý tvar.

1 −1 1 1 0 0 −5
−1 0 −1 0 1 1 −4

1 0 0 0 1 0 −19
0 1 0 −1 1 −1 0
0 1 1 0 0 0 −9
0 0 1 1 0 −1 0


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 −5
0 −1 0 1 1 1 −9
0 1 −1 −1 1 0 −14
0 1 0 −1 1 −1 0
0 1 1 0 0 0 −9
0 0 1 1 0 −1 0


∼



1 −1 1 1 0 0 −5
0 1 0 −1 −1 −1 9
0 0 −1 0 2 1 −23
0 0 0 0 2 0 −9
0 0 1 1 1 1 −18
0 0 1 1 0 −1 0


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 −5
0 1 0 −1 −1 −1 9
0 0 1 1 0 −1 0
0 0 0 1 2 0 −23
0 0 0 0 2 0 −9
0 0 0 0 1 2 −18


∼



1 −1 1 1 0 0 −5
0 1 0 −1 −1 −1 9
0 0 1 1 0 −1 0
0 0 0 1 2 0 −23
0 0 0 0 1 2 −18
0 0 0 0 0 −4 27


Z posledńıho řádku vid́ıme, že c6 = −27

4
, dosazováńım do daľśıch rovnic

postupně dostaneme c5 = −9
2
, c4 = −14, c3 = 29

4
, c2 = −65

4
, c1 = −29

2
.

Souřadnicový vektor L̃(q1) je proto uspořádaná šestice

L̃(q1) =
[
−29

2
,−65

4
,
29

4
,−14,−9

2
,−27

4

]T
=

=
1

4
[−58,−65, 29,−56,−18,−27]T .
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Toto bude tedy prvńı sloupec hledané matice M̃.

Pro daľśı prvky uvažované báze v prostoru polynomů P3 postupujeme
analogicky. Nejdř́ıve nalezneme jejich obrazy v lineárńım zobrazeńı L:

L(q2(x)) = L(x2 + x+ 1) =

[
2 2 8
0 4 0

]
,

L(q3(x)) = L(x3 + 2x− 1) =

[
1 −2 1
0 −1 0

]
,

L(q4(x)) = L(x3 + 2x2 + x− 1) =

[
5 0 15
0 5 0

]
.

Nyńı vypoč́ıtáme souřadnice obraz̊u L(qi(x)), i = 2, 3, 4, vzhledem k bázi
B1,B2,B3,B4,B5,B6 prostoru R2,3, a to tak, že lineárńı kombinaci
bázových prvk̊u polož́ıme rovnu obrazu L(qi(x)),

c1.B1 + c2.B2 + c3.B3 + c4.B4 + c5.B5 + c6.B6 = L(qi(x)), i = 2, 3, 4,

a urč́ıme př́ıslušné koeficienty, pro které tato rovnost plat́ı. Levá strana
v rovnostech pro jednotlivé obrazy se neměńı, je stejná jako při určováńı

souřadnic L̃(q1) obrazu L(q1(x)) prvńıho prvku báze. To znamená,
že i soustavy, které potřebujeme postupně vyřešit, budou mı́t stejné
levé strany v jednotlivých rovnićıch. Zjednodušme proto náš zápis,
a vyřešme současně tři soustavy, které se lǐśı pouze v pravé straně.
Vlastńı výpočet přešně odpov́ıdá poč́ıtáńı souřadnic pro L(q1(x)).



1 −1 1 1 0 0 2 1 5
−1 0 −1 0 1 1 2 −2 0

1 0 0 0 1 0 8 1 15
0 1 0 −1 1 −1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 4 −1 5
0 0 1 1 0 −1 0 0 0


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 2 1 5
0 −1 0 1 1 1 4 −1 5
0 1 −1 −1 1 0 6 0 10
0 1 0 −1 1 −1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 4 −1 5
0 0 1 1 0 −1 0 0 0


∼
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∼



1 −1 1 1 0 0 2 1 5
0 1 0 −1 −1 −1 −4 1 −5
0 0 −1 0 2 1 10 −1 15
0 0 0 0 2 0 4 −1 5
0 0 1 1 1 1 8 −2 10
0 0 1 1 0 −1 0 0 0


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 2 1 5
0 1 0 −1 −1 −1 −4 1 −5
0 0 1 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 2 0 10 −1 15
0 0 0 0 2 0 4 −1 5
0 0 0 0 1 2 8 −2 10


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 2 1 5
0 1 0 −1 −1 −1 −4 1 −5
0 0 1 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 2 0 10 −1 15
0 0 0 0 1 2 8 −2 10
0 0 0 0 0 −4 −12 3 −15


Z rozš́ı̌rené matice soustavy upravené řádkovými ekvivalentńımi úprava-
mi na stupňovitý tvar postupným dosazováńı vypoč́ıtáme pro jednot-
livé pravé strany př́ıslušné souřadnicové vektory:

L̃(q2) = [6, 7,−3, 6, 2, 3]T ,

L̃(q3) =
[
3

2
,−1

4
,−3

4
, 0,−1

2
,−3

4

]T
=

1

4
[6,−1,−3, 0,−2,−3]T ,

L̃(q4) =
[
25

2
,
45

4
,−25

4
, 10,

5

2
,
15

4

]T
=

1

4
[50, 45,−25, 40, 10, 15]T .

Matice M̃ je po sloupćıch tvořena právě ze souřadnicových vektor̊u

L̃(qi):

M̃ =
[
L̃(q1)|L̃(q2)|L̃(q3)|L̃(q4)

]
=

1

4



−58 24 6 50
−65 28 −1 45

29 −12 −3 −25
−56 24 0 40
−18 8 −2 10
−27 12 −3 15


.
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7. Vrat’me se ještě jednou k polynomu p(x) = 5x3−4x2 +6x−1. Již dř́ıve
jsme spoč́ıtali matici

L(p(x)) = L(5x3 − 4x2 + 6x− 1) =

[
−3 −10 −19

0 −13 0

]
,

která je jeho obrazem.

Souřadnice p̃(x) polynomu p(x) vzhledem k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

prostoru P3 urč́ıme jako koeficienty v lineárńı kombinaci bázových
prvk̊u, která se rovná právě polynomu p(x):

c1q1(x) + c2q2(x) + c3q3(x) + c4q4(x) = p(x)

c1(x
3− 3x2) + c2(x

2 + x+ 1) + c3(x
3 + 2x− 1) + c4(x

3 + 2x2 + x− 1) =

= 5x3 − 4x2 + 6x− 1

(c1 + c3 + c4)x
3 + (−3c1 + c2 + 2c4)x

2 + (c2 + 2c3 + c4)x+ (c2− c3− c4) =

= 5x3 − 4x2 + 6x− 1

Hledané koeficienty nalezneme jako řešeńı soustavy

c1 + c3 + c4 = 5 ,
−3c1 + c2 + 2c4 = −4 ,

c2 + 2c3 + c4 = 6 ,
c2 − c3 − c4 = −1 ,

kterou jsme źıskali porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin x.
K řešeńı soustavy použijeme Gaussovu eliminačńı metodu, kdy rozš́ı̌re-
nou matici soustavy uprav́ıme pomoćı řádkových elementárńıch úprav
na stupňovitý tvar a zpětným dosazováńım urč́ıme hledané souřadnice.


1 0 1 1 5
−3 1 0 2 −4

0 1 2 1 6
0 1 −1 −1 −1

 ∼


1 0 1 1 5
0 1 3 5 11
0 1 2 1 6
0 1 −1 −1 −1

 ∼

∼


1 0 1 1 5
0 1 −1 −1 −1
0 0 4 6 12
0 0 3 2 7

 ∼


1 0 1 1 5
0 1 −1 −1 −1
0 0 2 3 6
0 0 3 2 7

 ∼

14



∼


1 0 1 1 5
0 1 −1 −1 −1
0 0 2 3 6
0 0 1 −1 1

 ∼


1 0 1 1 5
0 1 −1 −1 −1
0 0 1 −1 1
0 0 0 5 4


Řešeńım soustavy jsou koeficienty c4 = 4

5
, c3 = 9

5
, c2 = 8

5
, c1 = 12

5
.

Proto souřadnicovým vektorem p̃(x) polynomu p(x) vzhledem k bázi
q1, q2, q3, q4 je uspořádaná čtveřice

p̃(x) =
[
12

5
,
8

5
,
9

5
,
4

5

]T
=

1

5
[12, 8, 9, 4]T .

Podobně nalezneme také souřadnice L̃(p) matice

L(p(x)) =

[
−3 −10 −19

0 −13 0

]

vzhledem k bázi

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
,B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
,B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
,

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
,B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
,B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
v prostoru R2,3 . Určujeme koeficienty v lineárńı kombinaci prvk̊u
B1,B2,B3,B4,B5,B6 báze, která se rovná právě matici L(p(x)):

c1.B1 + c2.B2 + c3.B3 + c4.B4 + c5.B5 + c6.B6 = L(p(x)).

Lineárńı kombinace na levé straně této rovnosti je samozřejmě totožná
s lineárńı kombinaćı, pomoćı které jsme již výše poč́ıtali souřadnice ob-
raz̊u polynomů báze q1, q2, q3, q4. Proto i daľśı výpočet bude analogický.

c1.

[
1 −1 1
0 0 0

]
+ c2.

[
−1 0 0

1 1 0

]
+ c3.

[
1 −1 0
0 1 1

]
+

+c4.

[
1 0 0
−1 0 1

]
+ c5.

[
0 1 1
1 0 0

]
+ c6.

[
0 1 0
−1 0 −1

]
=

=

[
−3 −10 −19

0 −13 0

]
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[
c1 − c2 + c3 + c4, −c1 − c3 + c5 + c6, c1 + c5
c2 − c4 + c5 − c6, c2 + c3, c3 + c4 − c6

]
=

=

[
−3 −10 −19

0 −13 0

]
Rovnost těchto matic bude platit, pokud budou splněny všechny rov-
nice následuj́ıćı soustavy lineárńıch algebraických rovnic:

c1 − c2 + c3 + c4 = −3 ,
−c1 − c3 + c5 + c6 = −10 ,
c1 + c5 = −19 ,

c2 − c4 + c5 − c6 = 0 ,
c2 + c3 = −13 ,

c3 + c4 − c6 = 0 .

Soustavu řeš́ıme Gaussovou eliminačńı metodou, pomoćı elementárńıch
řádkových úprav převedeme rozš́ı̌renou matici soustavy na stupňovitý
tvar. 

1 −1 1 1 0 0 −3
−1 0 −1 0 1 1 −10

1 0 0 0 1 0 −19
0 1 0 −1 1 −1 0
0 1 1 0 0 0 −13
0 0 1 1 0 −1 0


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 −3
0 −1 0 1 1 1 −13
0 1 −1 −1 1 0 −16
0 1 0 −1 1 −1 0
0 1 1 0 0 0 −13
0 0 1 1 0 −1 0


∼



1 −1 1 1 0 0 −3
0 1 0 −1 −1 −1 13
0 0 −1 0 2 1 −29
0 0 0 0 2 0 −13
0 0 1 1 1 1 −26
0 0 1 1 0 −1 0


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 −3
0 1 0 −1 −1 −1 13
0 0 1 1 0 −1 0
0 0 0 1 2 0 −29
0 0 0 0 2 0 −13
0 0 0 0 1 2 −26


∼



1 −1 1 1 0 0 −3
0 1 0 −1 −1 −1 13
0 0 1 1 0 −1 0
0 0 0 1 2 0 −29
0 0 0 0 1 2 −26
0 0 0 0 0 −4 39


Postupným dosazováńım dostaneme jednotlivé souřadnice: c6 = −39

4
,

c5 = −13
2

, c4 = −16, c3 = 25
4

, c2 = −77
4

, c1 = −25
2

. Souřadnicový vektor
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L̃(p) je proto uspořádaná šestice

L̃(p) =
[
−25

2
,−77

4
,
25

4
,−16,−13

2
,−39

4

]T
=

=
1

4
[−50,−77, 25,−64,−26,−39]T .

Určeme tedy součin M̃.p̃(x).

M̃.p̃(x) =
1

4



−58 24 6 50
−65 28 −1 45

29 −12 −3 −25
−56 24 0 40
−18 8 −2 10
−27 12 −3 15


.
1

5


12
8
9
4

 =
1

4



−50
−77

25
−64
−26
−39


= L̃(p)

T́ımto výpočtem jsme pro polynom p(x) = 5x3 − 4x2 + 6x − 1 ověřili
platnost vztahu

M̃.p̃(x) = L̃(p)

mezi souřadnicemi vzoru a souřadnicemi obrazu.

Př́ıklad 3.2:
Pro prostor P3 všech polynomů nejvýše stupně 3 (včetně nulového polynomu)
řešte následuj́ıćı úlohy:

1. Určete matici T přechodu od kanonické báze

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1

k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

v prostoru P3 všech polynomů do stupně 3 (včetně nulového polynomu).

17



2. Známe souřadnice r̃(x) = [3, 7,−2,−5]T polynomu r(x) vzhledem k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

v prostoru P3. Určete polynom r(x) a souřadnicový vektor r̂(x) poly-
nomu r(x) vzhledem ke kanonické bázi

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1

prostoru P3.

3. Je dán souřadnicový vektor ŝ(x) = [2,−3, 1, 5]T polynomu s(x) vzhle-
dem ke kanonické bázi

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1

prostoru P3. Určeme polynom s(x) a s využit́ım matice přechodu T

nalezněme souřadnice s̃(x) polynomu s(x) vzhledem k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

v prostoru P3.

Řešeńı:

1. Určujeme-li T jako matici přechodu od báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x)
k bázi q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) v prostoru P3, hledáme vlastně matici
identického zobrazeńı z prostoru P3, kde uvažujeme bázi q1(x), q2(x),
q3(x), q4(x), do prostoru P3 s báźı p1(x), p2(x), p3(x), p4(x). Přitom
identické zobrazeńı id z prostoru U na prostor U přǐrad́ı libovolnému
prvku u ∈ U jako obraz opět tentýž prvek id(u) = u. V prostoru
P3 proto pro prvky báze q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) plat́ı id(qi(x)) =
qi(x), i = 1, 2, 3, 4.

Matice T bude mı́t proto jako sloupce souřadnicové vektory ̂qi(x), i =
1, 2, 3, 4, prvk̊u báze q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) uvažované vzhledem k bázi
p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) v prostoru P3:

T =
[ ̂q1(x)| ̂q2(x)| ̂q3(x)| ̂q4(x)

]
.
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Báze p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1 uvažovaná v prostoru
obraz̊u je kanonická, určeńı souřadnic polynomů q1(x), q2(x), q3(x),
q4(x) je proto jednoduché:̂q1(x) = [1,−3, 0, 0]T , protože q1(x) = x3−3x2 = 1.p1(x)+(−3).p2(x)+
0.p3(x) + 0.p4(x);̂q2(x) = [0, 1, 1, 1]T , protože q2(x) = x2 + x + 1 = 0.p1(x) + 1.p2(x) +
1.p3(x) + 1.p4(x);̂q3(x) = [1, 0, 2,−1]T , protože q3(x) = x3 + 2x− 1 = 1.p1(x) + 0.p2(x) +
2.p3(x) + (−1).p4(x);̂q4(x) = [1, 2, 1,−1]T , protože q4(x) = x3 + 2x2 + x − 1 = 1.p1(x) +
2.p2(x) + 1.p3(x) + (−1).p4(x).

Matice přechodu od báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) k bázi q1(x), q2(x),
q3(x), q4(x) v prostoru P3 je proto čtvercová matice

T =
[ ̂q1(x)| ̂q2(x)| ̂q3(x)| ̂q4(x)

]
=

=


1 0 1 1
−3 1 0 2

0 1 2 1
0 1 −1 −1

 .
Pro matici T - matici přechodu od báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) k bázi
q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) v prostoru P3 přitom muśı platit vztah

T.r̃(x) = r̂(x),

kde r̂(x) znač́ı souřadnicový vektor libovolného polynomu r(x) z pro-

storu P3 vzhledem k bázi p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) a r̃(x) znač́ı souřadni-
cový vektor téhož polynomu r(x) vzhledem k bázi q1(x), q2(x), q3(x),
q4(x). Tento vztah plyne z toho, co bylo řečeno již výše, pro libovolné
lineárńı zobrazeńı totiž plat́ı, že
”matice zobrazeńı . souřadnice vzoru = souřadnice obrazu”
(samozřejmě předpokládáme, že vše je uvažováno vzhledem k pevně
zvoleným báźım na prostoru vzor̊u i na prostoru obraz̊u).

2. Známe-li souřadnicový vektor r̃(x) = [3, 7,−2,−5]T polynomu r(x)
vzhledem k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1,
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samotný polynom r(x) dostaneme snadno tak, že jednotlivé souřad-
nice dosad́ıme jako koeficienty do lineárńı kombinace bázových prvk̊u
q1(x), q2(x), q3(x), q4(x), tedy

r(x) = 3.q1(x) + 7.q2(x)− 2.q3(x)− 5.q4(x) =

= 3.(x3−3x2) + 7.(x2 +x+ 1)−2.(x3 + 2x−1)−5.(x3 + 2x2 +x−1) =

= −4x3 − 12x2 − 2x+ 14.

Souřadnicový vektor r̂(x) polynomu r(x) vzhledem ke kanonické bázi

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1

pak už snadno urč́ıme př́ımo z vyjádřeńı polynomu r(x). Protože

r(x) = −4x3 − 12x2 − 2x+ 14 =

= (−4).p1(x) + (−12).p2(x) + (−2).p3(x) + 14.p4(x),

je hledaný souřadnicový vektor

r̂(x) = [−4,−12,−2, 14]T .

Druhou možnost́ı k nalezeńı souřadnicového vektoru r̂(x) je využit́ı
vztahu

T.r̃(x) = r̂(x),

kde T je matice přechodu od báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) k bázi q1(x),
q2(x), q3(x), q4(x) v prostoru P3. Vynásob́ıme-li

T.r̃(x) =


1 0 1 1
−3 1 0 2

0 1 2 1
0 1 −1 −1

 .


3
7
−2
−5

 =


−4
−12
−2
14

 ,

dostaneme př́ımo souřadnicový vektor r̂(x) = [−4, 12,−2, 14]T poly-
nomu r(x) vzhledem ke kanonické bázi p1(x), p2(x), p3(x), p4(x).

3. Pro polynom s(x) známe souřadnicový vektor ŝ(x) = [2,−3, 1, 5]T

vzhledem ke kanonické bázi

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1.
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Dı́ky tomu, že báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) je kanonická, polynom s(x)
je lineárńı kombinaćı bázových prvk̊u s koeficienty ze souřadnicového
vektoru:

s(x) = 2.p1(x) + (−3).p2(x) + 1.p3(x) + 5.p4(x) = 2x3 − 3x2 + x+ 5.

Souřadnicový vektor s̃(x) polynomu s(x) = 2x3−3x2 +x+ 5 vzhledem
k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

bychom mohli samozřejmě poč́ıtat jako koeficienty z té lineárńı kombi-
nace bázových prvk̊u q1(x), q2(x), q3(x), q4(x), která se rovná polynomu
s(x). Obdobné výpočty jsme již prováděli výše.

Proto se nyńı pod́ıváme na jinou možnost, při které využijeme matici
přechodu T od báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) k bázi q1(x), q2(x), q3(x),

q4(x). Pro matici T a souřadnicové vektory ŝ(x) polynomu s(x) vzhle-

dem ke kanonické bázi p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) a s̃(x) polynomu s(x)
vzhledem k bázi q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) plat́ı vztah:

T.s̃(x) = ŝ(x).

Přenásob́ıme-li tuto rovnost matićı T−1 inverzńı k matici T zleva, do-
staneme

s̃(x) = T−1.ŝ(x),

což je právě návod, jak určit s̃(x).

Protože matice T je řádu čtvrtého, k určeńı jej́ı inverzńı matice využije-
me Gauss-Jordanovu eliminačńı metodu. Pomoćı řádkových elementár-
ńıch úprav převedeme rozš́ı̌renou matici [T|I] tak, aby z p̊uvodńı matice
T vznikla jednotková matice.

1 0 1 1 1 0 0 0
−3 1 0 2 0 1 0 0

0 1 2 1 0 0 1 0
0 1 −1 −1 0 0 0 1

 ∼


1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 3 5 3 1 0 0
0 1 2 1 0 0 1 0
0 1 −1 −1 0 0 0 1

 ∼

∼


1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 −1 −1 0 0 0 1
0 0 4 6 3 1 0 −1
0 0 3 2 0 0 1 −1

 ∼
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∼


1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 −1 −1 0 0 0 1
0 0 1 4 3 1 −1 0
0 0 0 −10 −9 −3 4 −1

 ∼

∼


1 0 0 −3 −2 −1 1 0
0 1 0 3 3 1 −1 1
0 0 1 4 3 1 −1 0

0 0 0 1 9
10

3
10
−2

5
1
10

 ∼

∼


1 0 0 0 7

10
− 1

10
−1

5
3
10

0 1 0 0 3
10

1
10

1
5

7
10

0 0 1 0 −3
5
−1

5
3
5
−2

5

0 0 0 1 9
10

3
10
−2

5
1
10


Z p̊uvodně jednotkové matice jsme t́ımto výpočtem źıskali matici T−1

inverzńı k matici T:

T−1 =
1

10
.


7 −1 −2 3
3 1 2 7
−6 −2 6 −4

9 3 −4 1

 .

Souřadnicový vektor s̃(x) polynomu s(x) vzhledem k bázi q1(x), q2(x),
q3(x), q4(x) dostaneme jako součin matice T−1 a souřadnicového vek-

toru ŝ(x) = [2,−3, 1, 5]T :

s̃(x) = T−1.ŝ(x) =

=
1

10
.


7 −1 −2 3
3 1 2 7
−6 −2 6 −4

9 3 −4 1

 .


2
−3

1
5

 =
1

10
.


30
40
−20

10

 =


3
4
−2

1

 .

Poznámka:
Matice T−1, kterou jsme vypoč́ıtali jako inverzńı matici k matici T
přechodu od báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) k bázi q1(x), q2(x), q3(x), q4(x),
je zároveň matićı přechodu od báze q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) k bázi p1(x),
p2(x), p3(x), p4(x) v prostoru polynomů P3.
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Př́ıklad 3.3:
Využijte některé výsledky z předcházej́ıćıch př́ıklad̊u a vyřešte následuj́ıćı
úlohy:

1. Určete matici H přechodu od kanonické báze

C1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
,C2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,C3 =

[
0 0 1
0 0 0

]
,

C4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,C5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
,C6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
k bázi

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
,B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
,B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
,

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
,B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
,B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
v prostoru R2,3 všech matic typu 2/3 .

2. Určete matici přechodu H−1 od báze B1,B2,B3,B4,B5,B6 k bázi
C1,C2,C3,C4,C5,C6 prostoru R2,3 .

3. Využijte matici M zobrazeńı L z př́ıkladu 3.1 v kanonických báźıch
p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) prostoru P3 a C1,C2,C3,C4,C5,C6 prostoru
R2,3 a matici T přechodu od kanonické báze p1(x), p2(x), p3(x), p4(x)
k bázi q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) v prostoru P3 z př́ıkladu 3.2 a vypočtěte
H−1.M.T .

Řešeńı:

1. Hledáme-li matici přechodu od kanonické báze C1,C2,C3,C4,C5, C6

k bázi B1,B2,B3,B4,B5,B6 v prostoru R2,3, hledáme vlastně matici
identického zobrazeńı z prostoru matic R2,3 s báźı B1,B2, B3, B4,
B5,B6 do téhož prostoru matic R2,3, ale nyńı jej uvažujeme s kanonic-
kou báźı C1,C2,C3,C4,C5,C6. Proto matice H bude mı́t za sloupce
souřadnicové vektory B̂i, i = 1, 2, . . . , 6, prvk̊u báze B1,B2,B3,B4, B5,
B6 vzhledem k bázi C1,C2,C3,C4,C5,C6. Tyto souřadnice urč́ıme
snadno, nebot’ báze Ci, i = 1, 2, . . . , 6, je kanonická, vyjádřeńı matic
Bi, i = 1, 2, . . . , 6, jako lineárńı kombinace matic kanonické báze je
tedy triviálńı. Protože

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
= 1.C1 + (−1).C2 + 1.C3 + 0.C4 + 0.C5 + 0.C6,
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je B̂1 = [1,−1, 1, 0, 0, 0]T hledaný souřadnicový vektor prvńı matice
z báze B1,B2,B3,B4,B5,B6. Podobně B̂2 = [−1, 0, 0, 1, 1, 0]T , protože

B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
= (−1).C1 + 0.C2 + 0.C3 + 1.C4 + 1.C5 + 0.C6;

B̂3 = [1,−1, 0, 0, 1, 1]T , protože

B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
= 1.C1 + (−1).C2 + 0.C3 + 0.C4 + 1.C5 + 1.C6;

B̂4 = [1, 0, 0,−1, 0, 1]T , protože

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
= 1.C1 + 0.C2 + 0.C3 + (−1).C4 + 0.C5 + 1.C6;

B̂5 = [0, 1, 1, 1, 0, 0]T , protože

B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
= 0.C1 + 1.C2 + 1.C3 + 1.C4 + 0.C5 + 0.C6;

B̂6 = [0, 1, 0,−1, 0,−1]T , protože

B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
= 0.C1 + 1.C2 + 0.C3 + (−1).C4+

+0.C5 + (−1).C6.

Matice přechodu od báze C1,C2,C3,C4,C5,C6 k bázi B1,B2, B3, B4,
B5, B6 v prostoru R2,3 je proto čtvercová matice řádu šest:

H =
[
B̂1|B̂2|B̂3|B̂4|B̂5|B̂6

]
=



1 −1 1 1 0 0
−1 0 −1 0 1 1

1 0 0 0 1 0
0 1 0 −1 1 −1
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 −1


.

2. Máme-li pro prostor matic R2,3 určit matici přechodu H−1 od báze
B1,B2,B3,B4,B5,B6 k bázi C1,C2,C3,C4,C5,C6, mohli bychom po-
stupovat analogicky k výpočtu výše. Uvědomme si ale, že při tomto
př́ıstupu bychom museli určit souřadnicové vektory všech matic Ci, i =
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1, 2, . . . , 6, vzhledem k bázi, která neńı kanonická, tj. tento výpočet by
byl pracněǰśı než u matice H.

Využijme proto faktu, že již známe matici přechodu od báze C1, C2,
C3,C4,C5,C6 k bázi B1,B2,B3,B4,B5,B6 - matici H. Matice přecho-
du od báze B1,B2,B3,B4,B5,B6 k bázi C1,C2,C3,C4,C5,C6 bude
inverzńı matićı k matici H. Jej́ı výpočet provedeme pomoćı Gaus-
sovy eliminačńı metody, kdy rozš́ı̌renou matici [H|I] převedeme pomoćı
řádkových elementárńıch úprav na matici [I|H−1], která zač́ıná jednot-
kovou matićı I řádu 6. Z p̊uvodně jednotkové matice I takto źıskáme
matici inverzńı k matici H.

[H|I] =



1 −1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
−1 0 −1 0 1 1 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 −1 1 −1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 −1 0 0 0 0 0 1


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 −1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 −1 −1 1 0 −1 0 1 0 0 0
0 1 0 −1 1 −1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 −1 0 0 0 0 0 1


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
0 0 −2 −1 1 0 −1 0 1 0 −1 0
0 0 −1 −1 1 −1 0 0 0 1 −1 0
0 0 1 1 0 −1 0 0 0 0 0 1


∼

∼



1 −1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 3 2 1 2 1 0 1 0
0 0 0 0 2 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 −2 −1 −1 0 0 −1 1


∼
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∼



1 −1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 3 2 1 2 1 0 1 0
0 0 0 0 1 2 1 1 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 −4 −1 −1 0 1 −2 2


∼

∼



1 0 2 1 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 3 2 1 2 1 0 1 0
0 0 0 0 1 2 1 1 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 4 1 1 0 −1 2 −2


∼

∼



1 0 0 −1 −2 −2 −1 −2 0 0 −1 0
0 1 0 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 3 2 1 2 1 0 1 0
0 0 0 0 1 2 1 1 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 4 1 1 0 −1 2 −2


∼

∼



1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 2 1 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 −2 −1 0 −1 −1 0 0 0
0 0 0 1 3 2 1 2 1 0 1 0
0 0 0 0 1 2 1 1 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 4 1 1 0 −1 2 −2


∼

∼



1 0 0 0 0 −2 −1 −1 1 0 −1 1
0 1 0 0 0 −3 −2 −1 1 0 −1 2
0 0 1 0 0 3 2 1 −1 0 2 −2
0 0 0 1 0 −4 −2 −1 1 0 −2 3
0 0 0 0 1 2 1 1 0 0 1 −1

0 0 0 0 0 1 1
4

1
4

0 −1
4

1
2
−1

2


∼

∼



1 0 0 0 0 0 −1
2
−1

2
1 −1

2
0 0

0 1 0 0 0 0 −5
4
−1

4
1 −3

4
1
2

1
2

0 0 1 0 0 0 5
4

1
4
−1 3

4
1
2
−1

2

0 0 0 1 0 0 −1 0 1 −1 0 1

0 0 0 0 1 0 1
2

1
2

0 1
2

0 0

0 0 0 0 0 1 1
4

1
4

0 −1
4

1
2
−1

2
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Právě jsme vypoč́ıtali inverzńı matici H−1 k matici H:

H−1 =



−1
2
−1

2
1 −1

2
0 0

−5
4
−1

4
1 −3

4
1
2

1
2

5
4

1
4
−1 3

4
1
2
−1

2

−1 0 1 −1 0 1

1
2

1
2

0 1
2

0 0

1
4

1
4

0 −1
4

1
2
−1

2


=

1

4



−2 −2 4 −2 0 0
−5 −1 4 −3 2 2

5 1 −4 3 2 −2
−4 0 4 −4 0 4

2 2 0 2 0 0
1 1 0 −1 2 −2


,

je to hledaná matice přechodu od báze B1,B2,B3,B4,B5,B6 k bázi
C1,C2,C3,C4,C5,C6 v prostoru R2,3 .

3. Máme vynásobit matice H−1.M.T, kde M je matice lineárńıho zobra-
zeńı L v kanonické bázi

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1

prostoru P3 a kanonické báze

C1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
,C2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,C3 =

[
0 0 1
0 0 0

]
,

C4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,C5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
,C6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
prostoru R2,3; H−1 je matice přechodu od báze

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
,B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
,B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
,

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
,B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
,B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
k bázi

C1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
,C2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,C3 =

[
0 0 1
0 0 0

]
,

C4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,C5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
,C6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
v prostoru matic R2,3; T je matice přechodu od kanonické báze

p1(x) = x3, p2(x) = x2, p3(x) = x, p4(x) = 1
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k bázi

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

v prostoru polynomů P3. Všechny tyto matice jsme již určili výše. Stač́ı
proto spoč́ıtat pouze jejich součin.

H−1.M.T =
1

4



−2 −2 4 −2 0 0
−5 −1 4 −3 2 2

5 1 −4 3 2 −2
−4 0 4 −4 0 4

2 2 0 2 0 0
1 1 0 −1 2 −2


.



1 2 0 0
−1 1 0 1

2 7 0 1
0 0 0 0
0 3 0 1
0 0 0 0


.T =

=
1

4



8 22 0 2
4 23 0 5
−4 −11 0 −1

4 20 0 4
0 6 0 2
0 9 0 3


.


1 0 1 1
−3 1 0 2

0 1 2 1
0 1 −1 −1

 =

=
1

4



−58 24 6 50
−65 28 −1 45

29 −12 −3 −25
−56 24 0 40
−18 8 −2 10
−27 12 −3 15


Jako výsledná matice v součinu H−1.M.T byla źıskána matice M̃ z výše
řešeného př́ıkladu 3.1, je to matice lineárńıho zobrazeńı L vzhledem
k báźım

q1(x) = x3 − 3x2, q2(x) = x2 + x+ 1, q3(x) = x3 + 2x− 1,

q4(x) = x3 + 2x2 + x− 1

v prostoru P3 a

B1 =

[
1 −1 1
0 0 0

]
,B2 =

[
−1 0 0

1 1 0

]
,B3 =

[
1 −1 0
0 1 1

]
,

B4 =

[
1 0 0
−1 0 1

]
,B5 =

[
0 1 1
1 0 0

]
,B6 =

[
0 1 0
−1 0 −1

]
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v prostoru R2,3 . Tento výsledek H−1.M.T = M̃ přesně odpov́ıdá tomu,
že na lineárńı zobrazeńı zobrazeńı L z prostoru P3 s báźı q1(x), q2(x),
q3(x), q4(x) do prostoru R2,3 s báźı B1,B2,B3,B4,B5, B6 se můžeme
d́ıvat také jako na složené zobrazeńı z následuj́ıćıch tř́ı lineárńıch zob-
razeńı:

• identické zobrazeńı prostoru P3 s báźı q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) na
prostor P3 s báźı p1(x), p2(x), p3(x), p4(x); toto zobrazeńı můžeme
vyjádřit pomoćı matice T, matice přechodu od kanonické báze
p1(x), p2(x), p3(x), p4(x) k bázi q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) v prostoru
polynomů P3;

• lineárńı zobrazeńı L v kanonických báźıch p1(x), p2(x), p3(x), p4(x)
prostoru P3 a C1,C2,C3,C4,C5,C6 prostoru R2,3, které je repre-
zentováno v př́ıslušných báźıch matićı M;

• identické zobrazeńı prostoru R2,3 s báźı C1,C2,C3,C4,C5,C6

na prostor R2,3 s báźı B1,B2,B3,B4,B5,B6; toto zobrazeńı lze
vyjádřit pomoćı matice H−1 od báze B1,B2,B3,B4,B5,B6 k bázi
C1,C2,C3,C4,C5,C6 v prostoru R2,3.

Matice složeného zobrazeńı se źıská jako součin matic jednotlivých
skládaných zobrazeńı, pouze muśıme matice násobit v opačném pořad́ı,
tj. prvńı matice je matićı posledńıho skládaného zobrazeńı. Tomu přesně
odpov́ıdá i náš výsledek:

M̃ = H−1.M.T
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