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Motivace
Elektrické pole

Zapalovaćı sv́ıčka

Kondezátory

Leydenská láhev (1744)

Kulové jisǩrǐstě
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Motivace
Teplotńı pole

Chladič

Izolace budov
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Motivace
Magnetické pole

Elektrický motor Lineárńı motor (aktuátor)
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Motivace
Sdružené úlohy

Studený keĺımek Indukčńı oȟrev
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Motivace

Krystalizátor Bimetalový pásek
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Elektrostatika

Diferenciálńı rovnice

div ε grad ϕ = −ρ

v lineárńım prosťred́ı (ε = konst)

4ϕ = −ρ
ε

kde ϕ je skalárńı potenciál, ε je permitivita prosťred́ı a ρ znač́ı
objemovou hustotu náboje
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Elektrostatika
Okrajové podḿınky

Okrajové podḿınky

Dirichletova OP (známý potenciál na hranici oblasti):

ϕΓ = f(x, y, z, t)

Neumannova OP (známá hustota náboje na hranici oblasti):

σ = Dn = ε
∂ϕΓ

∂n
= f(x, y, z, t)

Nulová Neumannova OP (nulová normálová složka intenzity pole ⇒
nulový indukčńı tok stěnou):

En =
∂ϕΓ

∂n
= 0
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Elektrostatika
Kondenzátor

Kondenzátor
x

y

4ϕ = 0

ϕ = U

ϕ = 0

Definičńı oblast
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Elektrostatika
Kondenzátor

Rozložeńı potenciálu elektrického
pole

Ekvipotenciály a vektory
elektrického pole
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Elektrostatika
Kondenzátor

Rozložeńı potenciálu elektrického
pole

Ekvipotenciály a vektory
elektrického pole
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Elektrické proudové pole

Diferenciálńı rovnice
div γ grad ϕ = 0

v lineárńım prosťred́ı (γ = konst)

4ϕ = 0

kde ϕ je skalárńı potenciál a γ je elektrická vodivost
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Elektrické proudové pole
Okrajové podḿınky

Dirichletova OP (známý potenciál na hranici oblasti):

ϕΓ = f(x, y, z, t)

Neumannova OP (známá proudová hustota na hranici oblasti):

Jn = γ
∂ϕΓ

∂n
= f(x, y, z, t)

Nulová Neumannova OP (nulová normálová složka proudové hustoty
⇒ nulový proud stěnou):

Jn = γ
∂ϕΓ

∂n
= 0
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Elektrické proudové pole
Měděný vodič

Měděný vodič
x

y

ϕ = 0

4ϕ = 0

Jn = γ ∂ϕ
∂n

= I
S

Jn = γ ∂ϕ
∂n

= 0

Definičńı oblast
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Elektrické proudové pole
Měděný vodič

Rozložeńı proudové hustoty
Ekvipotenciály a vektory proudové

hustoty
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Magnetické pole

Diferenciálńı rovnice

rot
1

µ
(rot A−Br) + γ

dA

dt
− γv × rot A = −γgrad ϕ+ Jext

v ustáleném stavu bez uvažováńı pohybu

rot
1

µ
(rot A−Br) = −γgrad ϕ+ Jext

v lineárńım prosťred́ı (µ = konst)

4A = µγgrad ϕ− µJext − rot Br

kde A je vektorový magnetický potenciál, µ je permeabilita
prosťred́ı, Br je remanentńı indukce, v je rychlost pohybu tělesa v
mag. poli, γ elektrická vodivost, grad ϕ je gradient elektrického pole
a Jext znač́ı exterńı proudovou hustotu
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Magnetické pole
Okrajové podḿınky

Dirichletova OP (známý vektorový potenciál na hranici oblasti):

AΓ = f(x, y, z, t)

Nulová Neumannova OP (nulový indukčńı tok stěnou):

∂AΓ

∂n
= 0
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Metody řešeńı

analytické metody – tyto metody jsou v dnešńı době již vyčerpány
a k řešeńı složitěǰśıch problémů nejsou vhodné

diferenciálńı metody – metoda konečných diferenćı (pouze pro
speciálńı p̌ŕıpady – FDTD), metoda konečných prvk̊u (v dnešńı době
nejpouž́ıvaněǰśı metoda analýzy), implementována ve věťsině
dostupného software pro řešeńı fyzikálńıch poĺı

integrálńı metody – metoda hraničńıch prvk̊u (lineárńı prosťred́ı) –
pouze speciálńı aplikace

Pavel Karban — Modelováńı fyzikálńıch poĺı 19/90
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Stručný úvod do MKP

Uvažujme Poissonovu parciálńı diferenciálńı rovnici na p̌redem
známém intervalu s nulovou Dirichletovou podḿınkou ve tvaru

−4u = f

Dále uvažujme u z H1 a zavedeme slabou formulaci této rovnice. Lze
dokázat, že pro libovolnou testovaćı funkci v muśı také platit rovnice

∫

Ω

∇u · ∇v dV =

∫

Ω

fv dV

Tato slabá formulace je ekvivalentńı k uvedené Poissonově rovnici
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Stručný úvod do MKP

Hlavńı myšlenkou MKP je náhrada neohraničené úlohy ohraničenou
(uvažujeme konečný počet testovaćıch funkćı v)

Uvažovanou oblast diskretizujeme konečným počtem element̊u a na
každém z nich aproximujeme hledané řešeńı polynomem ve tvaru

u =

N∑

i=1

kiui

Zvoĺıme vhodné bázové funkce daného prostoru V (jako testovaćı
funkce voĺıme rovněž polynomy)

Uvedené kroky vedou na soustavu lineárńıch algebraických rovnic
jejichž řešeńım je aproximace funkce u splňuj́ıćı Poissonovu rovnici
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Pokročilé prvky MKP

Konečné prvky vyš̌śıho řádu p̌resnosti – hledaná funkce je
aproximována na elementu polynomem vyš̌śıho řádu

Křivočaré elementy – řešená oblast je zpravidla diskretizována
trojúhelńıkovými prvky. V některých p̌ŕıpadech je vhodné zvolit
diskretizaci ǩrivočarými elementy, které lépe respektuj́ı tvar řešené
oblasti

Automatická adaptivita – diskretizačńı śıt’ a stupeň aproximace je
volen automaticky na základě odhadu chyby řešeńı v porovnáńı s
referenčńım řešeńım
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Základńı koncept aplikace

Preprocesor – tvorba geometrie,
definice materiálových parametr̊u a
p̌rǐrazeńı okrajových podḿınek

Procesor – výpočetńı část zpravidla
založená na metodě konečných prvk̊u.

Postprocesor – vyhodnoceńı
obdrženého řešeńı, barevné mapy,
kontury, vektorová pole, grafy veličin,
lokálńı a integrálńı veličiny

Preprocesor

Postprocesor
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Komerčńı a volně šǐritelné aplikace

Univerzálńı komerčńı multifyzikálńı aplikace (2D/3D)

ANSYS (http://www.ansys.com/)
COMSOL Multiphysics (http://www.comsol.com/)

Komerčńı aplikace

Opera (3D/2D) (http://www.comsol.com/)
QuickField (2D) (http://quickfield.com/)

Volně šǐritelné s GUI

FEMM (2D) (http://www.femm.info/)
Agros2D (2D, KTE FEL) (http://agros2d.org/)
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Agrod2D – základńı údaje

multiplatformńı aplikace určená k řešeńı fyzikálńıch poĺı ve 2D
kartézském a osově-symetrickém uspǒrádáńı

GNU GPL v2 – volně šǐritelná aplikace

stacionárńı a harmonická analýza, p̌rechodné děje

Fyzikálńı pole:

elektrostatika
proudové pole
magnetické pole (stacionárńı, harmonické, p̌rechodný děj)
teplotńı pole (stacionárńı, p̌rechodný děj)
termoelasticita
akustické pole
TE, TM a TEM vlna

aplikace je založena knihovně Hermes, která implementuje metodu
konečných prvk̊u vyš̌śıho řádu p̌resnosti

hlavńı vývoj na KTE (kontakt: Pavel Karban) – http://agros2d.org/
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Agros2D

Základńı okno aplikace Agros2D
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Agros2D – postup řešeńı problému

vytvǒreńı matematického modelu fyzikálńıho problému

zjednodušeńı tvaru řešeného objektu
popsáńı pole pomoćı parciálńıch diferenciálńıch rovnic
určeńı okrajových podḿınek

Zadáńı geometrie, materiály a okrajových podḿınek

body, hrany, popisky oblast́ı
materiálové parametry
okrajové podḿınky

diskretizace oblasti

výpočet

zhodnoceńı reálnosti vypočtených dat

analýza vypočtených dat a konfrontace s p̌ŕıpadným experimentem
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Deskový kondenzátor

Vzduchový kondenzátor Model ideálńıho dvouvrstvého
kondezátoru
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Ideálńı deskový kondenzátor

εr = 7

εr = 4

∂ϕ
∂n = 0

ϕ = 10V

ϕ = 0V

4ϕ = 0

Definičńı oblast – ideálńı kondezátor
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Ideálńı deskový kondenzátor

Geometrie řešeńı
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Ideálńı deskový kondenzátor

Diskretizačńı śıt’ (počet st. volnost = 3, rel. chyba řešeńı 0%)
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Ideálńı deskový kondenzátor

Procesor – výpočet rozložeńı potenciálu
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Ideálńı deskový kondenzátor

Rozložeńı potenciálu

Pavel Karban — Modelováńı fyzikálńıch poĺı 33/90
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Ideálńı deskový kondenzátor

Ekvipotenciály a vektory elektrické intenzity
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Ideálńı deskový kondenzátor

Rozložeńı elektrické indukce
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Ideálńı deskový kondenzátor

Rozložeńı intenzity elektrického pole
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Ideálńı deskový kondenzátor

Postprocesor – pr̊uběh potenciálu sťredem kondezátoru
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Deskový kondenzátor
Definičńı oblast

εr = 7

εr = 4

∂ϕ
∂n = 0

ϕ = 10V

ϕ = 0V

4ϕ = 0

Definičńı oblast – ideálńı
kondezátor εr = 1

εr = 7

εr = 4

∂ϕ
∂n = 0

ϕ = 10V ϕ = 0V

4ϕ = 0

Definičńı oblast – kondezátor ve vzduchu
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Deskový kondenzátor

Ekvipotenciály a vektory elektrické intenzity
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Deskový kondenzátor

Diskretizačńı śıt’ (počet st. volnost = 1139, rel. chyba řešeńı 0,9%)
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Deskový kondenzátor

Rozložeńı potenciálu
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Deskový kondenzátor

Rozložeńı elektrické indukce (ideálńı D = 4,04× 10−8 C/m2)
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Deskový kondenzátor

Rozložeńı intenzity elektrického pole (ideálńı E1 = 1,52 kV/m,
E1 = 0,65 kV/m)
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Deskový kondenzátor
Kapacita

- okrajový efekt ideálńı

Energie (nJ) 2,568 2,021
Kapacita z energie (pF) 513,60 404,20

Náboj (nC) 50,87 40,42
Kapacita z náboje (pF) 508,7 404,2

Kapacita z náboje na jedné z elektrod:

C =
Q

U

Energie elektrického pole

We =

∫

V

1

2
ED dV =

1

2
CU2

Energetická definice kapacity:

C =
2We

U2
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Solenoid – válcová ćıvka

Vzduchová ćıvka Model
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Solenoid – válcová ćıvka

r

z

ćıvka

rot 1
µ rot A = Jext

A = 0

rot 1
µ0

rot A = 0

ideálńı ćıvka
homogenńı pole

reálná ćıvka
okrajový jev

reálná ćıvka
resp. závity

Definičńı oblast – využit́ı osové symetrie (válcové soǔradnice)
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Solenoid – válcová ćıvka

Srovnáńı několika provedeńı ćıvek (I = 1 A)
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Solenoid – válcová ćıvka

Siločáry magnetického pole Vektory magnetické indukce
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Solenoid – válcová ćıvka

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
r (m)

−0.00001

0.00000

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

B
y

(T
)
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obdelnik

vodice

Srovnáńı několika provedeńı ćıvek (I = 1 A)
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Solenoid – válcová ćıvka
Indukčnost

Ćıvka vodiče obdélńık ideálńı

Energie (µJ) 103, 3 102, 5 157, 4
Indukčnost (µH) 206,6 205,0 314,8

Energie magnetické pole

Wm =

∫

V

1

2
BH dV =

1

2
LI2

Energetická definice indukčnosti:

L =
2Wm

I2
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Dynamika dvojice magnet̊u
Studentský projekt

ćılem projektu je nasimulovat dynamiku pohybu
dvojice magnet̊u a na základě těchto zkušenost́ı
navrhnout účinnou brzdu

studentský projekt – Frantǐsek Mach 2009

Uspǒrádáńı
magnet̊u
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Dynamika dvojice magnet̊u

v

z

r

perm. magnety

rot 1
µ (rot A−Br) = 0

A = 0

rot 1
µ0

rot A = 0

dřevěná tyčka

m dvz
dt

=
∑

Fz = Fm + FG + Ft

dsz
dt

= vz

Základńı rozměry a definičńı oblast
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Dynamika dvojice magnet̊u

Rozložeńı magnetické indukce
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Dynamika dvojice magnet̊u
Studentský projekt

Vektory magnetické indukce Siločáry
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Dynamika dvojice magnet̊u
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Dynamická charakteristika – poloha – srovnáńı výpočtu s experimentem

Pavel Karban — Modelováńı fyzikálńıch poĺı 55/90
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Dynamika dvojice magnet̊u
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Dynamická charakteristika – rychlost – srovnáńı výpočtu s experimentem
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Záznam z mě̌reńı
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Magnetický oscilátor
Studentský projekt

Magnetický oscilátor s chaotickým chováńım
Studentský projekt - Jǐŕı Mouček, Michal Horáček
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Kulové jisǩrǐstě

elektrická pevnost je charakteristickým
parametrem izolant̊u

definice – maximálńı možná intenzita elektrického,
p̌ri které nedojde k p̌reskoku nebo pr̊urazu

p̌reskok – plynné nebo kapalné izolanty (po
p̌reskoku obnov́ı své izolačńı vlastnosti)

pr̊uraz – pevné izolanty (trvalý jev – vznik
vodivého kanálu)

zjednodušený vztah (deskový kondenzátor)

Ep =
Up

d
(V/m)

Elektrická pevnost vzduchu
Ep = 3, 1 kV/mm = 3100000 V/m.

Obrázek: KET –
mě̌reńı el. pevnosti
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Kulové jisǩrǐstě – model

r

z

p̊ulkulová
elektroda

�500

d

En = ∂ϕ
∂n

= 0ϕ = 0

ϕ = U
4ϕ = 0

d ∈ 〈25, 80〉 mm

U

U = 100 kV

Ep = 3, 1 kV/mm

Základńı rozměry a definičńı oblast
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Kulové jisǩrǐstě – model

Model kulového jisǩrǐstě
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Kulové jisǩrǐstě – model

Rozložeńı potenciálu
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Kulové jisǩrǐstě – model

Ekvipotenciály a vektory elektrického pole
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Kulové jisǩrǐstě – model

def model(Z):
# model
newdocument("unnamed", "axisymmetric", "electrostatic", 1, 4, "disabled",
1, 1, 0, "steadystate", 1.0, 1.0, 0.0)

# boundaries
addboundary("Neumann", "electrostatic_surface_charge_density", 0)
addboundary("Voltage", "electrostatic_potential", 100000)
addboundary("Ground", "electrostatic_potential", 0)

# materials
addmaterial("Air", 0, 1)

# edges
addedge(0.125, -0.125, 0, 0, 90, "Ground")
addedge(0.01, -0.125, 0.125, -0.125, 0, "Ground")
addedge(0.01, -0.125, 0.01, -0.5, 0, "Ground")
addedge(0, Z, 0.125, Z+0.125, 90, "Voltage")
addedge(0.125, Z+0.125, 0.01, Z+0.125, 0, "Voltage")
addedge(0.01, 0.5, 0.01, Z+0.125, 0, "Voltage")
addedge(0.01, -0.5, 0.5, 0, 90, "Neumann")
addedge(0.5, 0, 0.01, 0.5, 90, "Neumann")
addedge(0, Z, 0, 0, 0, "Neumann")

# labels
addlabel(0.288909, 0.206218, 0, 0, "Air")
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Kulové jisǩrǐstě – model

# vektory
Ey1 = []
Ey2 = []
d = [0.025, 0.03, 0.035, 0.04, 0.05, 0.06]

for Z in d:
model(Z)
zoombestfit()
solve()

# hodnota v bode
value = pointresult(0, Z/2.0)
Ey1.append(-value["Ey"])
value = pointresult(0, 0)
Ey2.append(-value["Ey"])

pl.plot(d, Ey1, "-o", label="E1")
pl.plot(d, Ey2, "-o", label="E2")
pl.grid(True)
pl.xlabel("d (m)")
pl.ylabel("Ey (V/m)")
pl.legend()
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Kulové jisǩrǐstě – závislost intenzity

0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
d (m)

1500000

2000000

2500000

3000000

3500000

4000000

4500000

E
y

(V
/m

)

Ep

Estred

Eelektroda

EUp/d

Závislost intenzity elektrického pole na vzdálenosti elektrod
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Separátor nabitých částic

ťŕıděńı nabitých
plastových kuliček
pomoćı elektrického
pole

r̊uzné nabit́ı částic
ťreńım

Lorentzova śıla působ́ıćı
na nabité částice

F e = QE

Odpadové hospodá̌rstv́ı

Spolupráce s pr̊umyslem
Obrázek: Separátor na KTE
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Separátor nabitých částic

podavač

zemńıćı elektroda

koše pro roztř́ıděný materiál

zdrojová
elektroda

Základńı uspǒrádáńı

100

600

500

100220220 160

zem

U = 30 kV

53o

Základńı rozměry
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Separátor nabitých částic

Pohybové rovnice

m
dv

dt
=

n∑

1

F i,
ds

dt
= v.

Gravitačńı śıla
F = mg0,

kde g0 je gravitačńı zrychleńı. Odpor vzduchu

F o,t = −
1

2
ρcxSv

2 · v0,

kde ρ p̌redstavuje hustotu tekutiny, S je pr̊ǔrez tělesa a konečně
koeficient cx znač́ı součinitel odporu, který zohledňuje tvar i povrch
tělesa. V elektrickém poli působ́ı na nabitou částici śıla

F e = QE.

Pavel Karban — Modelováńı fyzikálńıch poĺı 69/90
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Separátor nabitých částic

Rozložeńı potenciálu
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Separátor nabitých částic

Sledováńı pohybu částic
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Vysokonapět’ový izolátor

z

r

46

65

85

10

360

10

Geometrie

Neumann, Dn = 0

source electrode, ϕ = U

ground, ϕ = 0 Vz

r

insulator, εr = εr,arr

Matematický model Izolátor
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Vysokonapět’ový izolátor

Skalárńı potenciál Intenzita pole
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Vysokonapět’ový izolátor
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Elektrický potenciál podél izolátor pro r = 65mm
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Vysokonapět’ový izolátor
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Intenzita elektrického pole podél izolátoru pro r = 65mm
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Vysokonapět’ový izolátor
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Quickfield (p = 1)

FEMM (p = 1)

Comsol 4.2 (p = 2)

Comsol 4.2, h− adapt. (p = 2)

Agros2D, h− adapt. (p = 1)

Agros2D, h− adapt. (p = 2)

Agros2D, hp− adapt.

Porovnáńı stupňů volnosti (počtu algebraických rovnic) v r̊uzných
programech pro řešeńı poĺı

Pavel Karban — Modelováńı fyzikálńıch poĺı 76/90
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Reluktančńı motor s PM

permanentńı magnetyćıvka

stator rotor

ϕ

Reluktančńı motor s permanentńımi magnety
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Reluktančńı motor s PM
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Reluktančńı motor s PM

“

Rozložeńı magnetického pole v závislosti na úhlu pootočeńı
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Rotačńı indukčńı oȟrev

Zǎŕızeńı firmy Bultmann pro oȟrev hlińıkových ingot̊u (magnetické pole
produkováno soustavou supravodivých ćıvek
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Zǎŕızeńı indukčńıho oȟrevu

magnetický obvod asynchronńı motor
měnič

držák – tepelná izolace

ložisko ohř́ıvané těleso

Zǎŕızeńı rotačńıho indukčńıho oȟrevu 2008
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Magnetický obvod

Magnetický obvod s permanentńımi
magnety

Magnetický obvod se soustavou
ćıvek

Pavel Karban — Modelováńı fyzikálńıch poĺı 82/90
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Źıskané výsledky
Siločáry a vektory magnetické indukce

Siločáry a vektory magnetické indukce (n = 23000 ot./min.)
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Źıskané výsledky
Závislost pr̊uměrné proudové hustoty na otáčkách
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Závislost pr̊uměrné proudové hustoty na otáčkách
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Źıskané výsledky
Jouleovy ztráty
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Závislost pr̊uměrné hodnoty měrných Jouleových ztrát na otáčkách
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Źıskané výsledky
Porovnáńı vypočtených a namě̌rených dat
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Záznam z mě̌reńı
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Prototyp 2010

Prototyp 2010
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Prototyp 2011

Prototyp 2011
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Děkuji za pozornost
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