ReSeni prechodnych jevii pomoci Laplaceovy transformace

Analyzu piechodnych jevil (tj. vySetfeni dynamického chovani elektrického obvodu popsaného
soustavou diferencialnich resp. interodiferencialnich rovnic) 1ze s vyhodou provést pomoci
operatorového poctu, tj. pomoci integralnich transformaci (Lapalceova, Fourierova)

Princip:

Pro danou funkci ¢asu f(t) — (nazyvame ji predmét nebo original) nalezneme piimou
Laplaceovou transformaci jeji obraz F(p). Misto diferencidlnich rovnic pro f{t) tak dostaneme
algebraické rovnice pro F(p). Jejich feSenim nalezneme obrazy hledanych velicin a poté
provedeme zpétnou (inverzni) Laplaceovu transformaci - viz schema

pfima transformace

f(t) = F(p)

algebraické rovnice

predmét f(t)
pro F(p)

df
TS [ f(t)dt

obrazy F(p) [,

\ 4

v
integrodiferencialni < osen al v
T feSeni alg. rovnic

pro F(p)

zpétna transformace F(p)—f(t)

v
reSeni f (1)

feSeni f(t)

feSeni v Casové oblasti >| TfeSeni ve frekvenc¢ni oblasti

Zakladni integralni transformace pouZivané v elektrickych obvodech jsou:

Laplaceova transformace F(p) komplexni proménna p=c + jo
Fourierova transformace F(p) komplexni proménnd p = jo

Poznamka: Pti teSeni piechodnych déjii pomoci Laplaceovy transformace ¢asto nemusime
formulovat diferencialni rovnice pro okamzité hodnoty napéti a proudii, ale miizeme psat primo
algebraické rovnice pro obrazové veliciny, sestaveni rovnic je pak analogické jako pfi uziti
SKM pro analyzu harmonickych ustalenych stavii, misto jo vSak pouzivame operator p. Nékdy
neni nutno ani provadét zpétnou Laplaceovu transformaci, protoZze nékteré vlastnosti obvodu lze
posoudit pfimo z charakteru Lapalceovych obraz.



Vyhody pouziti Laplaceovy transformace:

a) jednodussi matematicky model (algebraické rovnice)
b) nazorné vyjadieni vlastnosti obvodu a jeho chovani (analogie s metodou SKM pro feseni
harmonického ustaleného stavu)

Nevyhoda:

nutnost provadét pfimou a zpétnou Laplaceovu transformaci, v mnoha piipadech ji Ize snadno
provést pomoci slovnikil Lapalceovy transformace, kde jsou uvedeny vzorce pro bézné
pouzivané funkce (zpétnou Laplaceovu transformaci Ize provést i numericky)

Poznamka: S transformaci integrodiferencidalnich rovnic na algebraické jsme se jiz setkali pri
reseni harmonickych ustalenych stavii, pomoci zobrazeni harmonické funkce casu do komplexni
roviny (SKM) Ize operaci derivovani a integrovani nahradit nasobenim ¢i delenim komplexoru
resp. fazoru cinitelem j w.
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Integralni transformace

ptifazuji origindlu f(t) jeho obraz F(p) pomoci integralu

ft) —— F(p)= I f (t)Pdt  pro Laplaceovu transformaci plati: P =e ™™
0

Laplaceova transformace

je definovana pro funkce standardniho typu f(t)

f()=0 t<0
f(t)="f(t) t>0

funkce f(t) mize byt v ase t = 0 nespojita, pak je tfeba znat hodnotu f(0+)
Laplacetiv obraz funkce f(t) je definovan vztahem
F(p)=[f(t)e ™dt
0

Piiklad:
Urcete Laplacetiv obraz pro funkeci f(t) = Uo = konst.

F(p) = IUOe_ptdt :LJ0|:_£e_pt} :ﬁ
0 p 0

Laplacetiv obraz hodnoty U, = konst.je (1/p) -nasobkem této hodnoty



Zpétna Laplaceova transformace je definovana integralem

l ] 1 o-+joo
ft)=L [F(p)|]==— [ F(p)ePdw=-" [F(p)e™d
(t) [F(p)] 27[_[0 (p) 27zjg_j,-oo(p) p
Dohoda:
piredméty — funkce ¢asu budeme znacit malymi pismeny

obrazy — funkce komplexni proménné p znacime velkymi pismeny

K oznaceni pHimé a zp&tné Laplaceovy transformace se pouZivaji symboly La L 1

piima Laplaceova transformace L [ f (t)] =F ( p)

zpétna Laplaceova transformace L [F ( p)] = f(t)

Diilezité vlastnosti Laplaceovy transformace:

1. jelinearni
[ n n

L | > af (t)} = aF (p)
L k=1 k=1

2. obraz derivace (pro spojitou funkci f(t) pro t > 0)
[ df

L |—|=pF - f(0

B RGERE

obraz derivace je p-nasobkem obrazu F(p)

3. obraz integralu

] {Jf(é)dé}%F(p)

obraz integralu je 1/p nasobkem obrazu funkce F(p)

Priklad:
Urcete Laplacetv obraz napéti na dvojpolu
nejprve formulujeme rovnici pro okamzité

@> L C hodnoty
w u:Ri+L%+%ji(§)d§ +)
0

U(t) zavedeme Laplaceovy obrazy pro napéti a proud:

L u®]=U(p) L [in]=1(p)

rovnici (+) pfevedeme na rovnici pro obrazy

U(p)=R|<p)+L[pl(p)—i(o+)]+p—1cl(p)

U(p)=1(P)R+ pL+ =) Li(0,)
pC



Je-li 1(04) = 0 (tj. fesime prechodny d&j s nulovymi poéateénimi podminkami) pak plati:
1
U(p)=1(p)(R+pL+—)
pC
Tuto rovnici mizeme zapsat v obecném tvaru

U(p)=1(p)-Z(p) resp. 1(p)=U(p)-Y(p)

kde Z(p) je obrazova impedance
obrazové imitance
Y(p) je obrazova admitance

Vztahy mezi Laplaceovymi obrazy napéti a proudil na pasivnich prvcich pfi
nulovych poc¢atecnich podminkéch

—i> R Ug =Ri obrazova impedance
HE— Ug(p)=RI(p)
—>UR Zp =R
di .
_i’ L uLzLa i(0)=0 Z =pL
Y Y Y\
— U, (p)=pLI(p)
L oL
1 "~
l. C Ug zgli(f)dﬁ
~—j— )
uC Uc(p):EI(p)

Obrazova impedance je formalné shodna s komplexni impedanci, nahradime-li

jo—=p

Pozor! Komplexni impedance Z (jo) je pomé&r fizor napéti a proudu

Obrazova impedance Z(p) je operator

Pro obrazovou impedanci Z(p)

plati pro serioparalelni spojeni stejna pravidla jako
pro komplexni impedanci Z (jo)




Piiklad:
Urcete obrazovou impedanci dvojpolu

R, L

1
Z(p)=R, +pL+— P~

Z linearity Laplaceovy trsnsformace vyplyva, Ze

Pro Laplaceovy obrazy napéti a proudu plati Kirchhoffovy zakony

S+ 1,(p)=0 $+U,(p) =0
i =)

Postup pri analyze prechodnych déji pomoci Laplaceovy transformace
( pro nulové pocate¢ni podminky, neni nutno formulovat diferencialni rovnice )

1) ur¢ime Laplaceiv obraz budicich veli¢in (napéti resp. proudu)

2) formulujeme rovnice pro vypocet obrazi vétvovych veli¢in (nékterou ze znamych
metod pro analyzu obvodil)

3) vypocteme Laplaceovy obrazy hledanych veli¢in

4) provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci (pokud chceme znat ¢asové priubéhy
hledanych velic¢in)

Poznamka:

1) pii feseni prechodného déje s nenulovymi pocateénimi podminkami formulujeme
nejprve integrodiferencidlni rovnice pro ¢asové funkce a ty pak pomoci ptimé Laplaceovy
transformace pfevedeme na algebraické rovnice pro L. obrazy (nutné pro spravné
respektovani pocatecnich podminek — jinou moznosti, jak respektovat nenulové pocatecni
podminky, je nahrada induktoru resp. kapacitoru seriovym nebo paralelnim spojenim
téchto prvki a fizeného zdroje napéti resp. proudu zavisejiciho na pocate¢ni podmince) —
viz ptiklad dale

2) pro vySetfeni nékterych vlastnosti elektrického obvodu a jeho dynamického chovani staci

analyzovat pouze Laplaceovy obrazy ( napf. pienosové funkce, kmitoctové
charakteristiky ap.), pak nemusime provadét krok 4 — zpétnou Laplaceovu transformaci

Piiklad:
Stanovte ¢asovy pribéh proudu v obvodu RL
Jelikoz plati  i(0) =0, urc¢ime ptimo L. obrazy

U()
L [Uo]:
p
Uy(p) U, 1 U, 1
I(p) = = =
R+ pL p




Pro zpétnou transformaci pouzijeme slovnik Laplaceovy transformace, nalezneme vzorec

| 1 _ 1 [efbt_efat] *)
(p+a)(p+b)] a-b
Vv naem piipadé je a =0, b:E
1 L, R L R
L iy [P — =——|e L _1 :_1_e L
D =—(-e )

R
p(p+f)

Okamzité hodnoty napéti a proudu jsou
R

i(t):UFO(l—e_Lt)

vidime, Ze ¢asova konstanta pribéhu proudu a napéti zavisi na kofenu jmenovatele
Laplaceova obrazu, toho vyuzivame pfi posuzovani charakteru pfechodného déje, k tomu je
nutno urcit kofeny polynomu ve jmenovateli tzv. poly funkce F(p)

Odvozeni vztahu (*) pro zpétnou transformaci

4 1 _
ve slovniku L.tr. nalezneme, Ze plati L * =™
p+a

vyraz 1/(p+a)(ptb) rozloZime na parcidlni zlomky a vypocteme konstanty A a B

1 _ A N B :A(p+b)+B(p+a)
(p+a)(p+b) p+a p+b  (p+a)ip+b)

® ©

Porovnani V}"I’&Zﬁ@ a @ dostaneme A+B=0 Ab+Ba=1
A=-B B(a—b)=1
1 1

A=—— & B=——
a-b a—-b

odtud obdrzime

g 1 L 1 1 1 N 1 1 |
(p+a)(p+h) - a-bp+a a-bp+b -

_ 1 L 1 _ 1 _ 1 (e—bt_e—at)
a-b p+b p+a| a-b




Piiklad:
Urcete proudovou odezvu v obvodu RLC a posud’te charakter pfechodného déje (v ¢ase t =0 je
obvod ptipojen ke zdroji stejnosmérného napéti Uo)

Ptechodny déj s nulovymi pocate¢nimi podminkami, vypocteme obrazovou impedanci obvodu
Z(p) a Laplacetiv obraz proudu

R L C |(p):U0_(p):U_0 1 =
4 — Z(p) P (R+pL+—)
. pC
U, ll(t)
: :UO pC

P pCR + p2LC +1

Polynom ve jmenovateli Q(p) upravime do normovaného tvaru a vypocteme jeho kofeny

U 1 R 1
1(p)=—* Q(P)=p*+ P+
L 2 R 1 L LC
PPt
L LCJ
hd 2
R R 1
—— = =
Q(p) P12 oL \/(ZL) T
vztah pro I(p) prepiSeme do tvaru
I(p)= ﬁ L porovnanim s rov. (*) dostaneme, ze

L (p—p)(P—Pp)

Okamzita hodnota proudu pak bude

=L p]-t (e o) )

2~ P
1ze koteny jmenovatele zapsat ve tvaru

: R 1
oznac¢ime-li ,BZZ a= 'BZ_E = p=—pf+a p,=—f -«

Okamzitou hodnotu proudu pak zapiseme v upraveném tvaru

R _& -Btqat _ L-at
|(t)_2aLe (e e ) (2)

Diskuze feSeni rov. (1)

a) kofeny realné rizné p1, p2
z (1) plyne, ze 1(t) je dano superpozici dvou exponencial

prechodny déj aperiodicky
b) kofeny komplexné sdruzené

a:‘/ﬂz—%:ja)\, kde g, = /Llc_ 2

kofeny p1a pzzapiSeme ve tvaru p,=—pf+ jo, p,=—f-jo,




d id 2)d i(t)=—0 e P'sinmt  prechodny d&j kmitavy
po dosazeni do rov. (2) dostaneme 1 )_—Le sinw, prechodny déj kmitavy
Vv

Zavér:
Poly funkce I(p) jsou stejné jako kofeny charakteristické rovnice resp. vlastni ¢isla stavové
matice A, které jsme uréili pii feSeni pfechodného déje v ¢asové oblasti, podle typu poéla funkce
I(p) Ize stanovit charakter pfechodného dé&je

a) poly jsou redlné riizné — prechodny dé¢j je aperiodicky

b) pdly jsou ndasobné — prechodny dé¢j je na mezi periodicity

C) poly jsou komplexné sdruzené - prechodny déj je kmitavy

Priklad:
Vysetiete charakter prechodného déje v obvodu dle obrazku, je-li dano
a L=1H,C=01F,R=1Q, Uo =50V
b) L=1H,C=0,1F,R=50Q, Uo =50V
. Ptechodny d¢j s nulovymi pocate¢nim podminkami
i(0)=0, uc(0)=0
vypocteme piimo Laplacetiv obraz proudu pomoci
obrazové impedance obvodu

U
|(p): O(p)
Z(p)
e
Z(p)=pL+——=p
Ry 1 1+ pRC
pC
Pievedeme na spole¢ny jmenovatel a vyjadiime I(p)
2apl 1 b L
z(p)=L—RC_LC =0
+— Il e
P RC P pRC LC

vypoéteme kofeny polynomu ve jmenovateli (poly funkce I(p)

1 1 1 1Y 1
Op)=p*+p—+—= 0 P2 = +\/( j—

RC LC 2rc \\2rC) LC

Vysledky

000 a) P, =-5++25-10 p, =-113

p2 = _8,87
_ prechodny déj aperiodicky
§ casove konstanty jsou
r——1 _0885s £, =— -0123s
0.00 pl p2

T
0.00 2.00 4.00 6.00
Time (s)



b) p,=-1£+1-10 pro=-1%3]

80.00—

60.00] NC

4000 e prechodny déj kmitavy
5 27 v ; ¢asova Kkonstanta je dana realnou ¢asti komplexné
g 0003 1
-20.00] u v v o _ _
] . sdruzenych kofenti 7, =——=1s

~4ooo—f ﬂ

6000 » - -

. I O Pokud zapiseme P, =+ Ja=pf* Jo,, pak Iz
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Time (s) Z imaginarni ¢asti kofent stanovit i periodu kmiti

a=w,=3=— = T=209s
T

Piechodné déje - shrnuti:

Dynamické chovani obvodu, tj. charakter pfechodného déje je dan konfiguraci obvodu a
poctem akumulacnich prvki v obvodu (pocet L a C), Ize ho posoudit na zaklad¢:

1) hodnot kofenu charakteristické rovnice
(pfechodny d¢j je popsan diferencialni rovnici n-tého fadu)
2) vlastnich cisel stavové matice A
(pfechodny déj je popséan stavovou rovnici — soustavou n diferencidlnich rovnic 1. fadu)

3) pola Laplaceova obrazu F(p) hledané veli¢iny
tj. nalezneme koteny polynomu ve jmenovateli Laplaceova obrazu F(p), tento polynom je
n-té¢ho fadu

Pri vySetiovani prechodnych déji se Fidime nasledujicimi pravidly:
a) rovnice formulujeme na zakladé znamych metod pro analyzu obvodu

pfima aplikace Kirchhoffovych zakonti
metoda smyckovych proudii

metoda uzlovych napéti

Theveninova resp. Nortonova véta ap.

b) jako neznamé zpravidla volime stavové veli¢iny a formulujeme pro né fyzikalni pocatecni
podminky

c) stavové veli¢iny — napéti na kapacitoru a proud induktorem se vZdy méni spojité
d) vobvodech 1. fadu je odezva vzdy exponencialni
e) Vobvodech 2. a vyssiho fadu miiZze byt odezva aperiodicka nebo kmitava

f) wveliC¢iny dualni k stavovym, tj. proud kapacitorem a napéti na induktoru, se v okamziku
zmén v obvodu (zpravidla v ¢ase t = 0) méni nespojité, tedy skokem

jestlize napéti na kapacitoru vzrista, proud ic (0+) > 0
jestlize napéti na kapacitoru klesa, proud ic (0+) <0
jestlize proud na induktoru vzrista, napéti u (0+) >0
jestlize napéti na induktoru klesa, napéti ur (0+) <0



Pouziti Laplaceovy transformace pro dalsi typy tloh

Laplaceova transformace umoziuje relativné snadné feSeni i pfechodnych déju v obvodech
S obecné ¢asoveé proménnymi zdroji

Priklad:

Urcete prub¢h napéti na kapacité, je-li v ¢ase t = 0 obvod RC piipojen ke zdroji napéti

U (t) =Uge™

R C Laplacetiv obraz napéti na kapacitoru
T
hs R
Uc R+— P +P
pC
+& Laplacetiv obraz napéti zdLrJoje
Us(t) Uy(p)=L u,e™]=—
p+ca
po dasazeni bude
U 1
U =—2.
o(P) =2 (p+a)(p+1j
RC
1
Zpétna Laplaceova transformace pomoci vzorce (*), v naSem piipadéje a=a, b= R_C

U 1 L U -
Ue (t) = =2 eRC e |=—"L2 |e*-egR
“O ke al( ] 1—aCR[ j

RC
Priklad:
Pro dand zapojeni vySetiete vztah mezi vstupnim napé&tim U, (t) a vystupnim nap&tim U, (t).
R C R L
1A
u,(t) (3T u(t)| {u, () R u(t)| | u,(t) L < w® [u R u,(t)
a) b) c) d)
< ., , y . _U,(p)
Re3eni provedeme pomoci Laplaceova obrazu pienosové funkce ~ F(p) = U—()
1P
a) vypocteme pomér obrazi vystupniho a vstupniho napéti
U,(p) L1
R+p% pC 1 1
F(p)= = je-li pPCR>>1 pak F(p)=——
(P) U,(p) 1+ pCR pCR

1
cili UZ(p):ﬁul(p)



vzhledem Kk operatoru p ve jmenovateli, bude vztah mezi u; (t) a uy (t) vyjadfen integralem,
PFi splnéni podminky pCR>>1 lze zapojeni dle obr. a) pouZit k integraci vstupniho signdlu

1 t
u,(t) = —jul (&)dé integrac¢ni ¢len
RC+

b) pro zapojeni b) je pifenosova funkce dana vztahem

R+E _ pCR
U,(p) 1+ pCR

je-li pCR<<1 pak F(p)=pCR

cili U,(p)=pCRU,(p)

nasobeni operatorem p odpovida derivaci, ¢ili napéti uz (t) je derivaci napéti us (t), pFi

splnéni podminky pCR<<I Ize zapojeni dle obr. a) pouZit k deriraci vstupniho signalu

du,

u,(t)=RC
() =RC

derivaéni ¢len

€) podobn¢ dostaneme pro zapojeni dle obr. ¢)

Py L L
F = -l —<x<1 k F =p—
(=1 ot jeli P <<l pak F(p)=p
L
cili Uxm=pﬁuum
u,(t) = % : % derivacni ¢len

d) pro zapojeni d) je

1 L 1
F(p)= je-li p—>>1 k F(p)=—-
(p) 1+l je-li pR pa (p) oL
R 1
cili Uxm=t~ﬁhw)

R t
u,(t) = n I u,(&)ds integracni ¢len
0




Diilezité charakteristiky pro posouzeni dynamického chovani obvodu
jsou impulsni charakteristika a piechodova charakteristika
Jejich charakter ur¢ime FeSenim piechodného déje s nulovymi pocateénimi podminkami.

Impulsni charakteristika je proudova odezva obvodu na ptipojeni na jednotkovy impuls
vyjadieny Diracovou funkci 6 (t)

o0 L [s@)]=1

_Uy(p)_L [50)]
P20 T2

=Y (p)

it)=L “Y[Y(p)] impulsni charakteristika

Piechodova charakteristika je proudovéa odezva obvodu na jednotkovy skok

1(t) u(t)=1prot>0
) N ] [u(t)]:uo(p>=%
1 1
I(p)=——=-Y
(p) 0Z(p) b (p)

: 41 . , oy
i(t)=L 1{—Y (p)| prechodova charakteristika
p
Z uveden¢ho je zfejmé, Ze pro vySetieni impulsni resp. prechodové charakteristiky postaci
stanovit obrazovou admitanci vySetifovaného obvodu

Uvedené charakteristiky ¢asto pouzivame k zjisStovani odezev obvodu na libovolny vstupni
signal, zpravidla k tomu pouzivame vétu o konvoluci.



