POLYNOMY

Definice Necht C je téleso komplexnich cisel, necht ag,ay,...a, € C, ag # 0. Funkce
p:C — C definovand predpisem p(z) = agz™ + a12™* + -+ + a,_17 + a, se nazyvd
polynom (mnohoclen) stupné n. Piseme st(p) = n.

Cisla ag,ay, ..., a, se nazjvaji koeficienty polynomu.

Jestlize pro kazdé v+ = 0,1,...,n je a; € R, kde R oznacuje téleso realnych cisel, potom
mluvime o polynomu s realnymi koeficienty.

Jestlize a; = 0 pro kazdé i, potom p = 0 se nazgvd nulovy polynom. (U nulového
polynomu nebudeme mluvit o stupni.)

Cislo ¢ € C se nazjvd kofen polynomu p(x), jestlize p(c) = 0.

Véta - Zakladni véta algebry.
Kazdy polynom stupné alespori 1 md v oboru komplexnich cisel alespori jeden koren.

Zékladni operace s polynomy jsou s€¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni.

Véta Jsou-lia(z),b(z) dva polynomy, b(x) neni nulovy, potom existuji a jsou jednoznacné
urceny polynomy q(x),r(z) takové, Ze a(x) = b(x)q(z) + r(z) a plati st(r) < st(b) nebo
r=0.

Specialng, je-li b(x) = = — ¢, potom existuje polynom ¢(z) tak, ze a(z) = (z —c)q(x) +a(c).

Véta Je-li c koren polynomu a(x), potom existuje polynom q(x) tak, Ze a(x) = (z—c)q(x),
kde st(q) = st(a) — 1.

Véta Kazdyj polynom stupné n (n > 1) tvaru a(z) = agz™ + a1zt + -+ + ap_17 + ay
lze v komplexnim oboru vyjadrit ve tvaru

a(x) =ag(x —c1)(x —ca) - (X —cp),

kde c1,ca, ..., cn, € C jsou koteny polynomu a(z).
Tento zdpis polynomu se nazyvd rozklad polynomu na kofenové cCinitele.

Vé&ta Je-li ¢islo ¢ € C kotenem polynomu a(x) = apx™ + a1x™* + -+ + @17 + a, 8
realnymi koeficienty, potom také c¢islo komplexné sdruzené ¢ € C je korenem polynomu

a(x).

Disledek Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné ma alespon jeden realny
kofen.

Realny rozklad polynomu.

Jestlize v rozkladu polynomu na kofenové cinitele roznasobime kazdé dva korenové ci-
nitele, které odpovidaji dvojici komplexné sdruzenych kofent, ziskdme realny rozklad
polynomu.



Hornerovo schéma
Déleni polynomu a(z) polynomem z — ¢ lze jednoduse zapsat do tabulky. Tento zpisob
déleni polynomu polynomem z — ¢ byva nazyvan Hornerovo schéma.

Oznacéme
a(z) = apz" + a1 " + - + ap_ 17 + ay,

q(z) = g™+ qa" P+ o+ G2+ G-

Déleni a(x) = (x — ¢)q(x) + r zapiSeme do tabulky takto:

Gp ap az az -+ Ap-1 Qn
+ + + + +
c qoC q1€C g2C -+ (gp—2C (p—1C

QG ¢ q2 g3  Qpn—1 T



MATICE

Matice typu m/n je soubor m - n prvki usporadanych do m fadkt a n sloupci:

11 Q12 - Qip
Q21 Q22 -+ QA2p

A= . = [a]
Am1 Am2 - Omnp

Prvky air, pro které je radkovy index stejny jako index sloupcovy, se nazyvaji prvky
diagonalni.

Matice A typu m/n se nazyva matice étvercova fadu n, jestlize m = n, t.j. jestlize ma
stejny pocet fadku a sloupct.

Matice A typu m/n se nazyva matice obdélnikova, jestlize m # n.

Matice A = [a;j] typu m/n se nazyva matice nulova a znadi se 0, jestlize a;; = 0 pro
kazdé + = 1,...,m a pro kazdé j = 1,...,n, t.j. jestlize na kazdém misté matice je prvek 0.
Ctvercovd matice A = [a;;] fAdu n se nazjva matice diagonalni, jestlize a;; = 0 pro kazdé
i # j. Potom piSeme A = diag [a11, as, ..., Gnp ).

1 00 0
010 0
Jednotkova matice fadu n je matice I = diag[1,1,...,1],tj. I=]0 0 1 0
M : :
000 - 1

Rekneme, 7e matice A typu m/n je horni (resp. dolni) trojithelnikova matice, jestlize
a;; = 0 pro kazdé ¢ > j (resp. i < j).

Rekneme, Ze ¢tvercova matice A fddu n je symetricka, jestlize a;; = aj; pro kazdé i,j =
1,...,n.

Matice A = [a;;], B = [b;;] jsou si rovny, jestlize to jsou matice stejného typu m/n a
jestlize a;; = b;; pro kazdé ¢ = 1,...,m a pro kazdé j = 1,...,n. PiSeme A = B.

Transponovani matice
Je-li A = [a;;] matice typu m/n, potom matice typu n/m tvaru AT = [a;;] se nazyva
matice transponovana.

Véta
1. Matice A je symetrickd <= AT = A.

2. Pro kaZdou matici A plati: (AT)T = A.

S¢itani matic
Jsou-li matice A = [a;;], B = [b;;] matice stejného typu m/n, potom jejich soucet je
matice typu m/n tvaru A + B = [a;; + b;j] .



Nasobeni matice ¢islem

Je-li A ¢islo, A = [a;;] matice typu m/n, potom matice typu m/n tvaru AA = [Aa;;] se
nazyvé nasobek matice A Cislem \.

Matice opaéna k matici A je nasobek matice A ¢islem —1, tedy —A = (—1)A.
Odecitani matic je soucet matice a matice opacné, t.j. A — B = A + (—B).

n-€lenny aritmeticky vektor je matice typu n/1.
Pti zapisu n-¢lenného aritmetického vektoru budeme vynechévat druhy index, budeme psat
ai

ag

T
a=| . |= [a1,as,...,a,]" .

Qn,

Nasobeni matic

Jsou-li A = [a;;] matice typu m/n, B = [b;;] matice typu n/p, potom matice C = [c;x]
typu m/p se nazyva soucin matic C = AB, jestlize pro kazdé i = 1,...m, k =1,...,p
plati:

n
Cik = Qitbig + aiobog + - - + Ainbpy = Z aijbj.
j=1

Véta Pro kazdé tri matice A, B, C a pro libovolné cislo \ plati, kdykoliv alesporn jedna
strana rovnosti je definovdna:

1. A(BC)=(AB)C,

2. (A+B)C=AC+ BC,

3. C(A+B)=CA +CB,

4. (AB)T =BTAT,

5. (AMA)B = A(AB) = \(AB).
Pro jednotkovou matict I a nulovou matici 0 a pro kaZdou matici A plati, kdykoliv levd
strana rovnosti je definovdna:

6. AI=A TA=A,

7. AO=0, 0A =0.

Jestlize A je &tvercova matice fadu n, potom &tvercova matice A~ fadu n se nazyva
inverzni matice k matici A, jestlize AA™' = A~!A =1



DETERMINANTY

Permutace koneéné mnoziny M = {1,2,...,n} je prosté zobrazeni mnoziny M na sebe.
Jestlize i,j € M = {1,2,...,n}, potom permutace 7 takova, ze w(i) = j, w(j) = i a pro
kazdé s € M \ {i,j} je m(s) = s, se nazyva transpozice.

Kazda permutace se da vyjadrit jako slozeni konecného poctu transpozic.

Permutace se nazyva suda, je-li slozenim sudého poctu transpozic. Permutace se nazyva
licha, je-li slozenim lichého poc¢tu transpozic.

Znaménko permutace je 1, je-li permutace sudé, —1, je-li permutace licha. Piseme

{ 1, je-li permutace 7 suda
zn(m) =

—1 , je-li permutace 7 licha.

Definice Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice 7adu n. Potom determinant matice A
je prvek
det A = Z Z0(T) a1 (1)A2r(2) * * * Onr(n),

kde sc¢itame pres vsechny permutace m na mnoziné {1,2,...,n}.

ailz Az
a21 A2

Pron = 2 mame: det A = = A11Q922 — Q12497 .

Pro n = 3 méame:
a11 daiz2 A3
det A = | ag1 ag ass | = a11022a33 + 13021032 + Q12023031 — Q13022031 — 11023032 —

a31 dazz G33
12021033

Tato metoda vypoctu determinantu matice fadu 3 se nazyva Sarrusovo pravidlo.

Véta Pro kaZdou ctvercovou matici A = [a;;]| plati
det AT = det A.

Definice Necht A = [a;j] je ¢tvercovd matice Tddu n, necht i,5 € {1,2,...,n}. Potom A,;
bude znacit matici 7adu n— 1, kterd vznikne z matice A tim, Ze vyskrtneme i-ty radek a j-ty
sloupec. Prvek A;; = (—1)""7 det A;; nazyvdme algebraicky doplnék matice A k mistu

(4,7)-

Véta (o rozvoji determinantu podle Tadku)
Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice Fddu n, necht'i je ¢islo zvoleného tadku, i € {1,2,...,n}.
Potom

det A = ajn A + alio + - + apnAip, = Z a;jAqj.
j=1



Definice Ndsledujici upravy matice A typu m/n
1. vyménéni dvou Tddki (resp. sloupci) matice,
2. wvynasobend fadku (resp. sloupce) matice nenulovym cislem,
3. pricteni k-nasobku j-tého tadku (resp. sloupce) k tadku (resp. sloupci) i-tému,
i#j,1<ij<m (resp.1<i,j<n)
se nazyvaji elementarni fadkové (resp. sloupcové) upravy matice A.

Véta Jestlize ctvercovd matice B rddu n vznikne ze ctvercové matice A tadu n tim, Ze
vyménime -ty a j-ty radek (resp. sloupec) (i # j), potom

det B = —det A.

Dusledek Jsou-li ve ¢tvercové matici A fadu n dva fadky (resp. sloupce) stejné, potom
det A = 0.

Véta Necht matice B vznikne z matice A 7ddu n tim, Ze tadek (resp. sloupec) i vyndso-

bime cislem c. Potom
det B =c-det A.

Dusledek Je-li v matici A = [a;;] fadu n cely fadek (resp. sloupec) nulovy, potom
det A = 0.

Véta Necht matice B vznikne z matice A fadu n tim, Ze k fadku (resp. sloupci) i pFicteme
k-ndsobek tddku (resp. sloupce) j, 1 <1i,5 <mn, i # j. Potom

det B = det A.
Véta Necht A, B jsou matice Fddu n. Potom

det AB = det A - det B.



