MATICE

Matice typu m/n nad télesem T je soubor m-n prvku z télesa T usporadanych
do m tadku a n sloupcu:

11 Q12 - Qin
Q21 Q22 --° Q2n

A= . = [ay]
Am1 Am2 " Omp

Prvek a;; je prvek matice A na misté (i,7), tj. v fadku ¢ a v sloupdi j.
Prvni index 7 je index radkovy, druhy index j je index sloupcovy.

Teéleso T muze byt téleso komplexnich cisel C, téleso realnych ¢isel R ¢i jiné
téleso. Matici nad télesem realnych ¢isel R nazyvame realna matice.

Typ matice udava pocet fadku a pocet sloupcu matice (v tomto poradi).

Prvky agg, pro které je tadkovy index stejny jako index sloupcovy, se nazyvaji
prvky diagonalni.

Matice A = [a;;] typu m/n se nazyva matice nulova a znaci se 0, jestlize
a;; = 0 pro kazdé i = 1,...,m a pro kazdé j = 1,...,n, t.j. jestlize na kazdém
misté matice je prvek 0.

Matice A typu m/n se nazyva matice ¢tvercova fadu n, jestlize m = n,
t.j. jestlize ma stejny pocet radku a sloupcu.

Matice A typu m/n se nazyva matice obdélnikova, jestlize m # n.

Ctvercova matice A = la;;] TAdu n se nazyva matice diagondlni, jestlize
a;; = 0 pro kazdé i # j. Potom piSeme A = diag [a11, @, ..., Gny)-

Jednotkova matice fadu n je matice I = diag[1,1,...,1],

N——
(1.0 0 --- 0]
010 0
tj.I=1]0 0 1 0
1000 1]




Rekneme, Ze ¢tvercova matice A fadu n je symetricka, jestlize a;; = aj; pro
kazdé i,7 =1,...,n.

Rekneme, ze matice A typu m/n je horni (resp. dolni) trojihelnikova
matice, jestlize a;; = 0 pro kazdé i > j (resp. i < j).

Rovnost matic:

Matice A = [a;;], B = [b;] jsou si rovny, jestlize to jsou matice stejného
typu m/n a jestlize a;; = b;; pro kazdé i =1,...,m a pro kazdé j =1, ..., n.
Piseme A = B.

Operace s maticemi

Transponovani matice
Je-li A = [a;;] matice typu m/n, potom matice typu n/m tvaru AT = [a ;]
se nazyva matice transponovana k matici A.

Pro matici

11 Q2 - Qip ailr Aas1 - Aml

Q21 G2 -+ Ay . A12 Q22 -+ Ampy2
A= | . ol je AT = |

Am1 Am2 **° Omnp A1p A2n - Qmp
Tvrzeni:

1. Matice A je symetrickd prave tehdy, kdyz AT = A.

2. Pro kazdou matici A plati: (AT)T = A.

Scitani matic
Jsou-li matice A = [a;;], B = [b;;] matice stejného typu m/n nad télesem
T, potom jejich soucet je matice typu m/n nad télesem T' tvaru

A+B:[aw+bw]



Vlastnosti sc¢itani matic:
Jsou-li A, B, C matice téhoz typu m/n nad télesem T a 0 je nulovd matice
typu m/n nad T, plati:

1. A+B=B+A,
2. A+(B+C)=(A+B)+C,
3. A+0=0+A—A,
4. (A+B)T =AT + BT .
Nasobeni matice prvkem z télesa
Je-li A prvek z télesa T', A = [a;;] matice typu m/n nad télesem 7', potom

matice typu m/n tvaru

AA = [)\Clij]

se nazyva nasobek matice A prvkem .

Matice opaéna k matici A je ndsobek matice A ¢islem —1, tedy
—A = (—-1)A.

Odecitani matic je soucet matice a matice opacné, t.j. A —B = A + (—B).

Vlastnosti nasobeni matice prvkem z télesa:
Jsou-li A, B matice typu m/n nad télesem T, 0 nulovad matice téhoz typu
m/n nad T a A, A1, A2 jsou libovolné prvky z télesa T, plati:

1. M(A + B) = A\A + \B,
2. (A1 4 A2)A = MA + A,
3. (A A2)A = A1 (AA),

4. 1A = A,

5. 0A =0,

6. (AA)T = \AT.



n-clenny aritmeticky vektor nad télesem 7' je matice typu n/1 nad télesem T

Pti zapisu n-¢lenného aritmetického vektoru budeme vynechavat druhy in-
dex, budeme psat

a1

a9 T
a=| . | = lay,a,...,a,]" .
Qp

Symbolem R,, budeme oznacovat mnozinu vsSech n-¢lennych aritmetickych
vektoru nad télesem R redlnych ¢isel.

Nasobeni matic

Jsou-li A = [a;;] matice typu m/n nad télesem T', B = [b;;] matice typu n/p
nad télesem 7', potom matice C = [¢;x] typu m/p se nazyva soucin matic
C = AB, jestlize pro kazdé 1 = 1,....,m, k=1, ...,p plati:

n
Cik = Qb1 + aiobog + - - + Ainbpr = Z aijbi.
j=1

Poznamka:

1. Jestlize C = AB, potom prvek v matici C na misté (i, k) je vlastné
skalarni soucin i-tého fadku matice A s k-tym sloupcem matice B.

2. Lze nésobit pouze matice vhodnych typu, t.j. existuje souc¢in C = AB,
jestlize pocet sloupcti matice A se rovna poctu radkt matice B.

3. POZOR!!! Nasobeni matic neni komutativni operace,

t.j. pro mnoho matic A, B je AB # BA.

Vlastnosti nasobeni matic:
Pro kazdé tfi matice A, B, C nad télesem 7' a pro libovolny prvek A € T
plati, pokud je alespon jedna strana rovnosti definovana:

1. A(BC) = (AB)C,
2. (A +B)C = AC + BC,
3. C(A+B) =CA +CB,



4. (AB)T = BTAT,
5. (\MA)B = A(\B) = \(AB).

Déle plati pro jednotkovou matici I a nulovou matici 0 a pro kazdou matici
A nad télesem T', kdykoliv je definovana leva strana rovnosti:

(a) AT=A,IA = A,
(b) A0 =0, 0A = 0.

Definice:

Jestlize A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, potom ¢tvercova matice
A~!t4du n nad T se nazyva inverzni matice k matici A, jestlize AA™! =1
a A7'A =1, kde I je jednotkova matice fddu n.

Véta:
Ke ¢tvercové matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.



SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH
ROVNIC 1
(GAUSSOVA ELIMINACNI METODA - vyuziti
redukovaného stupnovitého tvaru matice)

Necht je ddna matice A typu m/n nad télesem R redlnych &isel, n-clenny

aritmeticky vektor x = [x1, T3, ..., 7,]7 nad R a m-clenny aritmeticky vektor
b = [by, by, ..., bn)T nad R. Potom

Ax=Db
je soustava m linearnich algebraickych rovnic o n neznamych.

Jestlize A = [a;;], potom Ax = b rozepiSeme do tvaru:

ay; Q12 - Aip T by
Q21 Q22 -°° Q2n X2 bo
Am1 Qm2 - Amp Tp bm
t.j.
anei + apry + -+ apr, = by,
9171 + GooTo + + -+ + Q9 Ty, = o,
Am1T1 + QmaXa + - - + Qpn @y, = bm-

Matice A = [a;;] se nazyva matice soustavy.
Vektor x = [y, %9, ..., ¥,|T vektor nezndmych.

Vektor b = [by, by, ..., b,|T vektor pravych stran.

air @iz - Qi | b
. a1 Ga -+ gy | by L, R R .
Matici [A|b] = . _ .| nazyvame rozsifena matice
m1 Am2 - Amn bm

soustavy.



Definice:

Necht Ax = b je soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych. Potom kazdy
n-Clenny aritmeticky vektor x nad télesem R, pro ktery plati Ax = b,
nazyvame feSeni soustavy rovnic.

Dvé soustavy linearnich rovnic nazyvame ekvivalentni soustavy, jestlize
maji stejné mnoziny reseni.

Definice:
Nésledujici dpravy matice A ( typu m/n )
1. vzdajemnda vyména dvou fadku matice,
2. vynasobeni radku matice nenulovym cislem,
3. pricteni nasobku jednoho radku k jinému tadku,

se nazyvaji elementarni fadkové tpravy matice A.

Véta:
Jestlize matice [C|d] vznikne z matice [A|b] uzitim fadkovych elementérnich
uprav, potom soustavy linearnich rovnic Ax = b a Cx = d jsou ekvivalentni.

Definice:
Rekneme, Ze matice A je ve stupnovitém tvaru s pivoty 1, jestlize plati:

1. Jestlize fadek neni nulovy, potom prvni nenulové ¢islo je 1. Toto ¢islo
se nazyva pivot neboli vedouci prvek.

2. Vsechny nulové radky jsou az za radky nenulovymi.

3. V kazdych dvou nenulovych tadcich i, 5,7 < j, je pivot v fadku j vice
vpravo nez pivot v fadku .

Rikéme, Ze matice je v redukovaném stupiiovitém tvaru s pivoty 1,
jestlize navic plati:
Kazdy sloupec obsahujici pivot 1 méa vsude jinde 0.

Véta:

Kazdou matici lze prevést pomoci fadkovych elementarnich iprav na matici
ve stupnovitém tvaru s pivoty 1 a také na matici v redukovaném stupnovitém
tvaru s pivoty 1.



LINEARNI VEKTOROVY PROSTOR

Definice:
Neprazdnd mnozina L se nazyva linearni vektorovy prostor nad télesem
T, jestlize plati:

1.

10.

Pro libovolné dva prvky u,v € L existuje jednoznacné urceny prvek
u + v € L nazyvany soucet prvkia u a v.

Pro libovolny prvek u € L a pro libovolny prvek A\ € T existuje jed-
noznacné urceny prvek \u € £ nazyvany nasobek prvku u prvkem
Az télesa T'.

Pro kazdé dva prvky u,v € Lplati u+v=v+u .
(komutativita scitani)

Pro kazdé tii prvky u,v,w € L plati (u+v)+w=u+ (v+w).
(asociativita s¢iténi)

Existuje prvek 0 € L takovy, ze pro kazdy prvek u € L plati
u+0=0+u=u.
(existence nulového prvku)

. Pro kazdy prvek u € £ existuje prvek (—u) € L takovy, ze

u+ (—u) = (—u) + u = 0. (existence opac¢ného prvku k prvku)

Pro kazdé dva prvky u,v € L a pro kazdy prvek A € T plati
AMu+v)=Au+ .

Pro kazdy prvek u € L a pro kazdé dva prvky \,a € T plati
A+ a)u=Aiu+au.

Pro kazdy prvek u € £ a pro kazdé dva prvky A\, a € T plati
(A)u = A(au).

Pro kazdy prvek u € £ plati lu=u.



Uved'me piiklady linedrnich vektorovych prostorti nad télesem redlnych ¢isel

R.

. Mnozina vSech orientovanych tsecek v roviné, t.j.

R2 = {[Ul,UQ]T;Ul,UQ € R}

Mnozina vSech orientovanych usecek v prostoru, t.j.
_ T.
R3 = {[u1, ug, us]" ; ur, up, uz € R}.

Mnozina vsech realnych ¢isel, t.j. R = R,

R, = {[ug,ug, oy un) T ug, uo, . u, € RY pro libovolné prirozené n,

jestlize scitani i nasobky realnym ¢islem definujeme po slozkéch, t.j.
(U1, ooy Un )T+ (U1, s U] T = g + 01, ey Uy + 0]

Mg, e un)T = [Aug, ooy Mg )T

pro kazdé [uy, ug, ..., u,]", [v1, v, ..., v,]T € R, a pro kazdé A € R.

. My = {A; A je redlna matice typu m/n} pro libovolnd pfirozend

cisla m, n.

. Pn = {p(x); p(x) je polynom do stupné n, véetné

nulového polynomu} pro libovolné celociselné n > 0.

. P = {p(x); p() je polynom}.

. C(a,b) = {f(z); f(z) je redlnd funkce, spojitd naintervalu < a,b >}.

Véta: (zdkladni vlastnosti)
Necht £ je linearni vektorovy prostor nad télesem T'. Potom plati:

1.

2.

Nulovy prvek je uréen jednoznacné.
Vx,y,z € L: jestlize x +y = x + z, potom y = z.

Ke kazdému prvku x € L je opa¢ny prvek urcen jednoznacné.

. VxX,y,z € L: jestlize x + y = z, potom x = z + (—y).
Vxe Ll 0x=0,

vaeT: N0o=0.

SVxel: (—1)x=-—x.

Jestlize Ax = 0, potom bud’ A = 0 nebo x = 0.



Definice:
Necht £ je linedrni vektorovy prostor nad télesem 7', necht vy, v, ..., v, € L,
necht A\, Ay, ..., \, €T.
Prvek
)\1V1+)\2V2+""|‘)\nvn eL

se nazyva linearni kombinace prvka vy, vo, ..., v, s koeficienty Ay, Ao, ..., A,,.

Linearni kombinace A\;vy + A\ovy + - - - + A\, v, se nazyva netrivialni, jestlize
existuje 7 € {1,2,...,n} takové, ze \; # 0 (tj. existuje alespon jeden nenulovy
koeficient).

Linearni kombinace A\;vy + Aovy + - -+ + A\, v, se nazyva trivialni, jestlize
Ai =0 pro kazdé i = 1,2,...,n (tj. vSechny koeficienty jsou nulové).

Definice:

Necht £ je linedrni vektorovy prostor nad télesem 7', necht v, vs, ..., v, € L.
Prvky vy, vs, ..., v, se nazyvaji linearné nezavislé, jestlize kazda jejich ne-
trivialni linedrni kombinace je nenulovy prvek.

Prvky vi,vs,..., v, se nazyvaji linedrné zavislé, jestlize nejsou linearné
nezavislé, t.j. jestlize existuje jejich netrivialni linearni kombinace, ktera se
rovna nulovému prvku.

Jak tedy urcovat, zda prvky vy, va, ..., v, linedarniho vektorového prostoru £
jsou linearné zavislé nebo nezavislé? Napiseme jejich obecnou linearni kom-
binaci a polozime ji rovnou nulovému prvku prostoru £, tedy A\;vy 4+ Agvs +
<o+ 4+ A\, v, = 0. Urcime, pro které hodnoty koeficientu Ay, ..., \, je rovnost
splnéna. Pokud rovnost plati jen pro \y = 0,2 = 0,...; \,, = 0, jsou prvky
V1, Vg, ..., v, linedrné nezavislé. Pokud je rovnost splnéna i pro néjaké nenu-
lové hodnoty koeficienti Ay, ..., A,, jsou prvky vy, v, ..., v, linedrné zavislé.

Véta: (charakterizace linedrné zavislych prvku)

Necht £ je linearni vektorovy prostor nad télesem 7', necht v, vs, ..., v, € L
jsou prvky tohoto prostoru.

Prvky vq,vs,..., v, jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz alespon jeden
z nich se da vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich n — 1 prvku.
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Drsledek:
Kazda neprazdna podmnozina mnoziny linearné nezavislych prvku linearniho
vektorového prostoru je opét linearné nezavisla.

Definice:
Rekneme, 7e neprazdna podmnozina L' linearniho vektorového prostoru £
nad télesem T je podprostor prostoru L, jestlize plati:

1. pro kazdé dva prvky x,y € L' je x+y € L/,

2. pro kazdy prvek x € L' a pro kazdy prvek A € T je Ix € L.

Definice:

Necht £ je linedrn{ vektorovy prostor, necht M = {x,Xs, ..., X3} je konecnd
podmnozina prostoru L.

Mnozina vSech linearnich kombinaci tvaru A;x; + AoXo + - - - + A\ Vi se nazyva
linedrni obal kone¢né mnoziny M a znaci se (M).

Definice:

Rekneme, ze mnozina M generuje linedrni vektorovy prostor £ nad télesem
T (je mnozinou generatoru, je generujici mnozinou), jestlize linedrni
obal mnoziny M je cely prostor L, t.j. (M) = L. ( To znamend, ze kazdy
prvek prostoru L lze psét jako linedrni kombinaci prvka mnoziny M.)

Definice:
Existuje-li koneéna generujici mnozina M prostoru £, rikdme, ze prostor L
je kone¢né generovany prostor.

Déle se budeme vénovat pouze linearnim vektorovym prostorum, které jsou
konecné generované.
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Definice:

Necht L je koneéné generovany linearni vektorovy prostor nad télesem 7.
Linedrné nezdvisla, generujici mnozina (kone¢na) prostoru £ se nazyva baze
prostoru L.

Véta: (o existenci linedrné nezavislé podmnoziny generatoru)
Necht £ je nenulovy, koneéné generovany linedrni vektorovy prostor, necht
konecnd mnozina M je mnozina generatoru prostoru L.

Potom existuje podmnozina N C M, ktera je bazi prostoru L.

Dusledek: (o existenci baze)
V kazdém nenulovém, konecné generovaném linedrnim vektorovém prostoru
existuje baze.

Véta: (Steinitzova véta o vymeéné)

Necht £ je nenulovy linedrni vektorovy prostor nad télesem T, necht M =
{g1, 82, ..., &mn} je mnozina generatort prostoru £, necht N = {by, by, ...,b,}
je mnozina linedrné nezavislych prvku prostoru L.

Potom n < m a nékterych n prvku mnoziny M lze nahradit prvky mnoziny
N tak, ze vznikla mnozina opét generuje prostor L.

Tato Steinitzova véta ma fadu dulezitych dusledku, nékteré uvedeme v nasle-
dujicich vétach.

Véta: (pocet prvkia baze)
Kazdé dvé baze nenulového, koneéné generovaného linearniho vektorového
prostoru maji stejny pocet prvku.

Tato véta umoznuje definovat pojem dimenze prostoru.

Definice:

Pocet prvku baze konecné generovaného linearniho vektorového prostoru se
nazyva dimenze prostoru L a znaci dim L.

Je-li £ nulovy (trividlni) prostor, definuje se dim £ = 0.

Véta: (véta o doplnéni béze)
Kazdou neprazdnou, linedrné nezavislou mnozinu nenulového, konecné gene-
rovaného prostoru £ lze doplnit na bazi prostoru L.
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Drsledek:
Je-li dim £ = n,n € N, a prvky vi,va,...,v, € L jsou linedrné nezavislé,
potom prvky vi, vy, ..., v, tvori jednu moznou bazi prostoru L.

Véta: (jednoznacnost vyjadieni prvku v dané bazi)

Kazdy prvek linearniho vektorového prostoru L lze jednoznacné vyjadrit jako
linearni kombinaci prvku baze, tj.

je-li £ nenulovy, konecné generovany linearni vektorovy prostor nad télesem
T, dale by, bs, ..., b, je baze prostoru L, a x € L je libovolny prvek prostoru
L, potom pokud je prvek x zapsan dvéma zpusoby jako linedrni kombinace
prkal béze, tJ X = >\1b1 + )\gbz +- 1+ )\nbna X = O./lbl + OZng +---+ Olnbn,
potom musi platit rovnost \; = a; pro kazdé i =1, ..., n.

Definice:

Necht £ je nenulovy, konecné generovany linedrni vektorovy prostor nad

télesem T, necht by, bs, ..., b, je baze prostoru L.

Je-li x € L libovolny prvek, potom jednoznacéné uréené koeficienty Ai, A, ..., Ay,
v linedrni kombinaci x = A\;b;+A;bo+- - -+, b, budeme nazyvat souradnice
prvku x v bazi by, bs,...,b,.

Piseme X = [A1, Ay, ..., A\,]7 a tento vektor nazyvdme souradnicovym vek-

torem prvku x.

Jakmile za¢neme vyuzivat pojem soutadnic prvku v dané bazi, musime pted-
pokladat, ze potradi prvku v bazi je pevné dané, tj. predpokladame, ze se
jedna o usporadanou bazi.
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