Proudéni plynu potrubim

Zatim jsme poznali Objemové procesy jako makroskopické procesy, pii kterych nastdva prenos
hmoty, pifipadn¢ energie ¢i impulsu v prostoru (objemu) vyplnéném plynem. Tyto jevy jsou
principialné zalozené na neuspoiddaném pohybu velkého poctu cCastic plynu a z hlediska
termodynamiky mohou dobfe charakterizovat nevratné piirozené procesy, pokud by ptivadély plyn
do rovnovazného stavu.

Pii studiu jevu difuze jsme pocitali proud jednoho druhu molekul, ptimisenych do jiného plynu, a
zjistili jsme, Ze je zpusoben prostorovym spddem koncentrace téchto molekul, tedy rozdilnymi
koncentracemi na rtznych mistech v prostoru (také lze fici, ze na téchto mistech jsou rizné
parcidlni tlaky tohoto druhu plynu) .

Stejné tak jisté vznikne proud molekul i v jednosloZkovém plynu mezi misty rizné koncentrace
tohoto plynu, tedy mezi misty ritiznych tlakit (napiiklad je do néjakého mista ptfidan plyn). Pfi
tomto proudéni se budou tlakové rozdily postupné vyrovnadvat, az po urCit¢é dobé nastane
rovnovazny stav.

Pti proudéni plynu potrubim Vv technickych aplikacich je ovSem tlakovy rozdil mezi pocatkem a
koncem potrubi uméle udrzovan ¢innosti néjakého stroje (vyvéva, kompresor) a rovnovdzny stav
nenastane.

Uved’'me nejprve obecnéjsi definici proudu plynu:
Stejné jako u elektrického proudu je nutno stanovit nejprve plochu S (libovolnou spojitou) a déale
mnozstvi plynu dM, proslé touto plochou v ur¢itém smyslu (sméru) za ¢as dt.

Pak proud plynu definujeme jako mmnoZstvi plynu proslé touto plochou S za jednotku casu :

M
O =gt proud plynu

Pojem ,,mnozstvi plynu* je velmi obecny — mizeme ho charakterizovat bud’ hmotou plynu m,
latkovym mnoZstvim V | podtem &istic N, nebo objemem V .

Tomu pak odpovidaji veliciny:

dm 1
m = E [ kg.s™] hmotnostni proud plynu
dv 1
q, = E [ mol.s™] proud latkového mnoZstvi

dN 3

= E [s7] &asticovy proud
dv

= E [ mds?] objemovy proud

Vyuzitim stavové rovnice 1ze jednoduse najit libovolné vzajemné pievodni vztahy, naptiklad :
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MnoZstvi plynu se velmi &asto také charakterizuje soucinem PV . Vzniké pak zajimava veli¢ina:

AQpv =

d(pV)

dt [ Pa. m.

s pV-proud plynu

| v tomto pfipadu mizeme pomoci stavové rovnice najit uzitecné pievodni vztahy:

Qpv

Td(pvy (dvj:
T

P-Qyi oo uziva se nejcasteji

pv —

_d(pV)_dORT)_

dt dt

=RT RT -
(& )=rTq,

Krom¢ jednotek soustavy SI se pro proudy plynu také pouzivaji 1 dalsi jednotky, které studenti pied
nékolika lety oznacili vystizné:

Zabavné jednotky (Fun with the units)

Pro objemovy proud plynu :

11s?

1 m3.hod?

1 cumec =1 cubic meter per second

1 cfs =1 cubic feet per second

1 cusec =1 cubic feet per second

1 cfm =1 cubic feet per minute

1 cfh =1 cubic feet per hour

1lps =1 liter per second

1 cfs = 28,3169 I.s¢

1 cfm = 28,3169 I.min™*

Pozn.: Objemovy proud plynu je pouzivan prakticky vSemi vyrobci a dodavateli vakuovych
zafizeni pro charakterizaci ,,vakuového vykonu® jejich vakuovych vyvév (prvni dvé
jednotky jsou u nas nejobvyklejsi).



A jednotky pro pV- proud plynu :

1Palst
1 Pa.cm®st
1 mbar.l.s?

v

Nejzabavnéjsi jednotkou je ale jisté:

1 sccm = 1 standard cubic centimeters per minute (standardni kubicky centimetr za minutu)

Je 1o zdéanlivé objemovy proud plynu ale pii standardnim tlaku (1 atm = 101325 Pa) a pii
standardni teploté (20 °C, nebo 0 °C) - je to tedy ve skutecnosti pV-proud a Ize ho jednoduse
ptevést v piipad¢ potieby na vhodné jiné jednotky, napt. :

1sccm =1,68875 Pa.lst (20°C)

Pozn.: Zatimco v pojeti normalni teploty (20 °C) a normdlniho (standardniho) tlaku (1 atm)
panuje vSeobecna shoda, existuje bohuzel mnoho rozdila v definici standardni teploty:

podle svétadilu a oblasti primyslové aplikace nalezneme hodnoty nejen 20 °C a 0 °C, ale
také 15 °C, 23 °C, 25 °C. Pti pfevodu na jiné jednotky tak mize vzniknou chyba az 9 %

A analogické jednotky:

1 scfm = 1 standard cubic feet per minute

1 scfh = 1 standard cubic feet per hour

1 scim = 1 standard cubic inches per minute

1 lusec = 1 liter per second at a pressure of one micrometer of mercury (micron)
1lusec =1 /LumHg.st=11ust=11lus?=1333Pacmis?

Pozn.: Aby nedoslo k mylné zaméné standardniho a ,,obycejného* objemu, pouziva se né¢kdy pro
zdiraznéni jednotek objemového toku tvar:

1 acfm = 1 actual cubic feet per minute

D.cv.:

1) Vyjadrete jednotku pV-proudu Vv soustavé SI pomoci jinych odvozenych velicin a ohodnotte
vznikly fyzikalni smysl.

2) Uvazte, ze bézny domdact vysavac se velmi podoba vakuové vyvévé. Je pak zajimavé, ze vyrobci
vysavacu hodnoti kvalitu svého vyrobku mj. uvedenim tzv. saciho vykonu, u robotickych
vysavacii V jednotkach Pa, nebo kPa , u beznych podlahovych a tycovych vysavacii v jednotkach
W nebo AW, aniz vétsinou presné vysvétli vyznam téchto jednotek.

Student, ktery znd smysl slov vykon a Pa je jisté z téchto udajii zmateny — pokuste se proto zjistit
Ppiesnou definici této veliciny a jaky ma fyzikalni vyznam (pozor, neni to jednoduché).


http://www.unc.edu/~rowlett/units/dictM.html#micron

Pokro¢me déle:

Pii proudéni plynu maji molekuly ptidavnou rychlost ve sméru pohybu proudu (rovnou rychlosti
proudéni U ) a protoze je plyn obklopen nehybnymi sténami potrubi, musi dochazet k pienosu
impulzu - podle vysledki z minulé kapitoly tedy v plynu existuje tieni . Analogicky jako

vvvvvv

| <<d....... vyssi tlaky.......... ex. spoj. funkce [g—vj ......... vnitini tieni
z
2) proudéni molekuldarni
i . : v .
I >d... nizsi tlaky ........ neex. spoj. funkce [g—j .......... vn&jsi tieni
z

Obecny popis proudéni vyzaduje dosti obtizny matematicky aparat, odvodime proto pouze vztahy
pro nejb&zné&jsi potrubi - trubice kruhového prifezu o poloméru v a délky | (a piipadné pro
kratkou trubici — otvor):

1. Viskézni proudéni dlouhou trubkou (I << d)

Plyn se podoba spojitému prostiedi, molekuly se mnohokrat vzajemné srazi a zméni svoji hybnost,
nez dopadnou na sténu trubice (vmitini tieni plynu). Pro popis pohybu plynu v trubici muzeme
pouzit vrstvovy model plynu a piedstavit si, Ze se plyn pohybuje v uréitych vrstvach piidavnou
unasivou rychlosti ve sméru proudu plynu. V disledku tfecich sil bude ziejmé nejvérsi rychlost U
plynu v ose trubice; rychlost u stén trubice bude minimdlni. Jelikoz je proud plynu ve valcové
trubici valcové symetricky, maji vrstvy plynu pohybujici se stejnou rychlosti tvar vdlcovych
tenkosténnych trubic.

Zavedeme osu X ve sméru poloméru trubky, s po¢atkem na ose trubice. Na plochu podstavy jedné

takové vrstvy o poloméru X a tloust’ce 0X pisobi sila pfimo imé&ma plose podstavy a rozdilu tlakh
na pocatku a konci potrubi :

F = 27Z'X'dX'(p1— pz)

Dale musime uréit sily ti‘eni, mezi nasi vrstvou a obéma sousednimi, tj. vniténi a vné&jsi vrstvou.
Pouzijeme vysledky minulé kapitoly, Ze tfeci sila je pfimo umeérna plose vrstvy, koeficientu
dynamické viskozity (piSeme bez indexu) a gradientu unasivé rychlosti, ktery je kolmy na rovinu
plochy vrstvy a smétuje do osy trubky. Sila tfeni na plose nasi vrstvy ptilehlé K vnitini sousedni
vrstve tak bude :



Fl =2l ﬂj—u
X

(unasiva rychlost u klesa s rostoucim X)

Tato sila urychluje nasi vrstvu a brzdi vnitini sousedni plochu, kterd se pohybuje rychleji.
Analogicky sila tfeni ptasobici na plose nasi vrstvy piilehlé ke vnéjsi sousedni vrstvé je :

2
F, =24 n(x+dx)- %9+9—;dx.
X

dx

Tato sila brzdi nasi vrstvu a urychluje pomaleji se pohybujici vnéjsi sousedni vrstvu. Urychlujici a
brzdici sily musi byt za ustaleného proudéni v rovnovdze :

F+F, -F,=0

Po dosazeni .

du du d2u
27 - xdx(p; — —xXln— + In(x+dx)| —+—dx |} = 0.
79 xdx(py = pp) =Xl + In(x+dx)-| 2

Po vydéleni 2z , po roznasobeni, zanedbani ¢lenu s dx? a po vydéleni dx dostaneme :

du Ix@——x(p - ps)
g HX 2 1- P2

Levou stranu miZeme upravit do tvaru :

Po vydéleni konstantami miiZeme integrovat :

2
du X
X——=———(p1—p2)+Cy
dx 2n1
Integra¢ni konstanta je ziejmé& nulova (pro¢ ?), pak po vydé€leni X dostaneme :
du_ x(p1-po)
dx 2n1

Provedeme druhou integraci :

__X(p=pP2)_
4nl 2

Pti sténé trubice je rychlost proudici kapaliny velmi mala, poloZime ji pfimo rovnou nule, potom :
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_r?(p1-py)
4nl '

Dosazenim ziskame koneény vyraz pro undsivou rychlost plynu — tedy rychlost proudéni -

_ I0147—7 |p2 ,(rz —x2)

Vidime, Ze jde o kvadratickou zavislost na vzdalenosti X od 0sy trubice, a je to parabola s vrcholem

v ose trubky (viz obr.) :

o

rychlost v prameér 2r

X = -r

Objem plynu, ktery projde prifezem trubky za jednotku Casu - objemovy proud, vypocitame
integraci soucinu rychlosti plynu a piislusné plochy vrstvy plynu :

qQy = ju27zxdx = jpl;pz( )Zyzxdx = %-Zﬂ-j(rz—XZ)XdX
0

Po integraci dostaneme .

721'4

Qv = _8 (pl - pz) Hagen-Poiseuliiv zdkon

Pro uréeni pV-proudu musime jesté ziskany vyraz vynasobit tlakem, ktery se ovSem v trubce
spojit¢ méni od hodnoty P1 na vstupu do hodnoty P2 na vystupu. Ziejmé nejjednodussi moznosti
bude pouzit stiedni hodnotu tlaku v trubici, kterou vypocteme jako aritmeticky pramer :

= Pat P
Psty 2

stifedni tlak v potrubi




Po vynasobeni touto hodnotou tlaku tedy dostaneme vztah pro pV-proud plynu :

r +
q= P ( P1 > P2 ) ( P1— P2 ) pV-proud pi#i visk6znim proudéni
7

Vidime, ze proud plynu vzrusta se ¢étvrtou mocninou poloméru trubice, je Gmérny stiednimu tlaku
V potrubi a zavisi na druhu plynu (koeficient viskozity).

Rovnice ov§em neplati pro malé |, protoze pro | -0 je ( —> o0 , dokonce pfestava platit uz pro

| ~ r. Dosti komplikovany vypocet pro kratkou trubku (otvor ve sténg) ale nebudeme provadét.

Vztah pro pV-proud lze napsat formalné ve tvaru :

7Zr4
q= - Pst (PL=P2) = Cyis-(PL—P2),

8nl
kde jsme oznacili :

4
r .
Cvis = ﬁ * Psty [ m3s?] vodivost trubky p#i viskéznim proudéni
U

(Povsimnéte si jednotky vodivosti)

Vidime, ze vodivost trubky poloméru r a délky | je damérna stiednimu tlaku a ctvrté mocning
poloméru a zavisi na druhu plynu.
Nejcast&ji ¢erpame vzduch pfi 20 °C, pak je 7=1,82-10°Pas a vodivost trubky za téchto
podminek je:

4 1t
Cyis =2,15-10 I Pst--

2. Molekularni proudéni (za molekuldrni podminky | >> d, vétsinou postacuje | > d )

K tomuto proudéni dochazi za molekularnich podminek v plynu, pfi nichZ je stfedni volna draha
vétsi nez linearni rozmér systému. Za téchto podminek plyn neni moZno povaZovat za spojitou
latku, nebot’ prakticky nedochéazi k vzajemnym srazkdm a molekuly pohybujici se trubici méni sviyj

wvewv s

model.

Sila, ktera zpusobuje proudéni, je opét dana rozdilem tlakli a plochou, tentokrat celého prifezu
potrubi (nelze uz rozliSovat vrstvy).

F=xr?(p-py)



Proudéni plynu brzdi treci sila mezi plynem a vnitini sténou trubky, kterou vypocitame z celkového
impulsu, pfedavaného celé vnitini ploSe stény molekulami za 1 Casu, pfitom pouZzijeme vztah pro
Casticovy dést’ a predpokladame, Ze vSechny molekuly maji stejnou ptidavnou rychlost proudéni U
(kterd ovSem ovlivni pouzitou rovnovaznou stfedni rychlost molekul).

Uvazme jeste, ze tlak plynu v trubce se spojité¢ méni od hodnoty P1 na vstupu do hodnoty P2 na

vystupu, stejné tak (podle stavové rovnice) koncentrace plynu - proto veli¢ina N musi mit smysl
stiredni koncentrace plynu V potrubi :

F = anl-lnv-mu = 17zrln\7-mu
4 2

V ustaleném stavu se ob¢ sily musi rovnat :
F = Fl
Tedy :

m2(p - py) = %nrlnv-mu

Vypocitdme rychlost molekul :

4 2r(pL—p2)
Imnv

Stfedni koncentraci plynu N v potrubi mizeme podle stavové rovnice nahradit stfednim tlakem,
soucasné dosadime za stiedni rychlost molekul :

_ 8kT
Pst = n-k-T V= —m

Dostaneme :
y = 2r(p=pa) _ 2r(pr—pp) KT [ zm _ r(pi—pp) |zkT
Imnv Im Ptz | 8KT | psis 2m

Objem plynu, ktery projde prufezem trubky za jednotku ¢asu (objemovy proud), vypocitame jako
soucin rychlosti plynu a prifezu :

o ar® p-py [akT
I Psts 2m

Po vynasobeni stiednim tlakem v trubici pak dostaneme vztah pro pV-proud plynu :

d = Partv = (o o) [T
str | 1 2 om

Piesny vypocet, ktery vezme v tivahu, ze plyn neni v termodynamické rovnovaze - molekuly konaji
8



kromé& neuspotfadaného pohybu jesté pohyb ptidavnou rychlosti U ) - pouze nahradi ¢islo 7T
konstantou 8/3 , tedy bude :

w| oo

3

r
I

kT
'(pl—pz)qfﬁ

pV-proud pri molekuldrnim proudéni

Vidime, ze proud plynu zavisi na teplot¢ a na druhu plynu (a nezavisi na jeho viskozit¢ a na
sti‘ednim tlaku), na rozdil od viskézniho proudéni je tmérny pouze tieti mocniné poloméru trubice.

To ma za nasledek, ze tymz potrubim proudi pii nizkych tlacich mnohem méné plynu, nez pii
tlacich vyssich.

Vztah pro pV-proud lze opét napsat ve tvaru :

q = Cvis (p1 - pz)!

kde jsme oznacili :

C

vis

w | oo

r_3 kT
I 2m

vodivost trubky pi#i molekularnim proudéni

Vodivost trubky nyni nezdvisi na tlaku, je tmérna pouze r*, zavisi na teploté a druhu plynu.

Graficky — v celém oboru tlaki :

C

Pro vzduch pii 20°C, (hmotnost molekuly m=4,82.10*°kg ), dostavame:

3

Cinol = 968,5-%.

Ziskané vitahy opét neplati pro kratké trubky.

Proud plynu kratkou trubkou — vlastné otvoru — je vS8ak mozno u molekularniho proudéni odvodit
velmi snadno:



2 a). Molekularni proudéni otvorem v pi‘epazce

FI1 > pE

| ]

P,

Pti znalost veli¢iny casticovy dést’ snadno ur¢ime pocty ¢astic dopadajici za jednotku ¢asu na otvor
plochy S :

1 1
zleva dopadne anvs a zprava ZnZVS

Tedy ptes plochu S tece zleva doprava édsticovy proud dany rozdilem obou vyrazi :

1 _
aN = Z(nl—nz VS.

Dosadime za koncentrace ze stavové rovnice a znamy vztah pro stfedni rychlost:

_1(p pzj 8kT . _ S

= —. _ : §=__°  (p -
A 4 (kT KT m A 27rmKT (P1=P2)
A pro kruhovy otvor bude:

2

- T
qN_m(pl p2)

Vytvoiime pomoci stavové rovnice obecny vztah pro pievod casticového proudu na pV -proud:

d(pV)_ d(nkTV) d(nVv) (de
= = = =kT -——2=kT-| — |=kT -
A= = dt dt dt AN
Tedy:
721’2
q=KkT -qy =kTm(p1—pz)
A vysledek bude :
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) / KT
q=a er—m ( P1— P2 ) pV-proud otvorem pii molekulirnim proudéni

Vztah pro pV-proud lze tedy opét napsat ve tvaru :

d = Cgr-(pPL—p2)

kde jsme oznacili :

_ 2 | KT .
Ceg = ar efiizni vodivost otvoru

Efazni vodivost otvoru nezavisi na tlaku, pouze na teploté a druhu plynu (je vyssi pro leh¢i plyny),
je umérna plose otvoru, tedy pouze kvadratu poloméru otvoru.

Pro vzduch (m=4,82-10%kg)a 20°C:

Cer =363-r°m3s72,

D.cv.: Prepoditejte tuto eftizni vodivost na otvor velikosti 1 cm? , ktera se Casto pouziva k odhadu

vodivosti otvorii a také dovoluje odhadnout cerpaci rychlost vyvévy z plochy jejiho
vstupniho otvoru :

C(Elll = 11,6 s tem~2.

., . . . y , o 2 . o vixods
Efuzni vodivost je nejmensi ze vsech uvedenych vodivosti (= I'"), tedy vodivost otvori ($térbin)
za molekularnich podminek je mald, coz lze n¢kdy vyuZit pii konstrukci vakuovych zatizeni.

Dale si povSimnéte, Ze vSechny ziskané vztahy pro proud plynu maji tvar:

q=C-(pr—p2)

ktery je podobny Ohmovu zakonu pro elektricky proud :

1
kde: — je elektricka vodivost a U = @1 — @ jerozdil potenciali.
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Je proto mozné analogicky definovat velic¢inu (vakuovy) (plynovy) odpor potrubi, ktery bude mit
napf. pro vzduch hodnotu :

RViS = 1 = 877' = 1 . | = 4,63.10_5 . !

Cuis aripy: 2,158-10% | répy, r* psyy

2m | -3 |
Rmol = ==~ — 1,03-107% | —
mol Cmol r3 VakT 968 5 ( j (r3j

1 1 27m 1 1 3 (1
R = = . = = 1=2,75-10" | —
T Cer a2 VKT 363 (rzj (rz]

Velmi vyznamna je pak platnost Kirchhoffovych zdkonii pro proudéni plynu potrubim :

1) pfrisériovém spojeni potrubi se s¢itaji odpory jednotlivych ¢asti potrubi:

R:R1+R2+R3

A specialné:
I odpor jediné trubky je vlastné souc¢et molekularniho odporu trubky a efizniho odporu vstupniho
otvoru:

—jem (L 3 575103 [L 4103103 [ L
AT |27 8,3 .2 3
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2) a pri paralelnim spojeni potrubi se s¢itaji vodivosti jednotlivych potrubi:

C= Cl + C2 + C3
vakuova Ce
c komora —_—
, ———
- .
— —_—
C

3

Tyto vlastnosti 1ze pak dobie vyuzit pti konstrukci vakuovych aparatur.

D.cv.:

Ve vyse uvedené souvislosti proudu plynu a elektrického proudu vidime také analogii elektrického
potencidlu a mechanického tlaku.

Maji tyto dvé veliciny néjakou spole¢nou fyzikalni vlastnost (kromé toho, ze vystupuji ve formalné
podobnych matematickych rovnicich) ?

(konec kapitoly) K. Rusnak, verze 03/2013, rev. 03/2023, 03/25, 03/26
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