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Parametrická plocha

Definice (Parametrická plocha)

Parametrická plocha je zobrazeńı ťŕıdy alespoň C1

σ : U ⊂ R2 → R3,

kde U ⊂ R2 je oblast. Obraz S = σ(U) ⊂ R3 budeme nazývat plocha.

▶ Zobrazeńı σ je ťŕıdy Ck, pokud má spojité parciálńı derivace do řádu k.

▶ Zobrazeńı σ p̌rǐrazuje bodům p = [u, v] ∈ U body p = σ(p) = [x, y, z] ∈ S.

▶ Dvojice [u, v] ∈ U se nazývá lokálńı soǔradnice bodu p ∈ S vzhledem k parametrizaci σ.

U

σ

S = σ(U)pv

p

v
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Křivka na ploše

▶ Necht’ je dána parametrická plocha

σ : U ⊂ R2 → R3.

▶ Uvažujme ǩrivku v parametrické oblasti

α : I → U, α(t) = [u(t), v(t)].

▶ Jej́ı obraz na ploše źıskáme složeńım zobrazeńı:

α(t) = (σ ◦ α)(t) = σ(u(t), v(t)).

U

u

v
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Regulárńı parametrická plocha

Definice (Regulárńı parametrická plocha)

Plocha S = σ(U) se nazývá regulárńı, pokud v každém bodě p ∈ U jsou vektory

σu(p) a σv(p)

lineárně nezávislé, kde σu a σv jsou parciálńı derivace funkce σ podle u, resp. v.

▶ Vektory σu, σv dávaj́ı v bodě tečné směry na ploše.

▶ Křivky na ploše odpov́ıdaj́ıćı rovnici u = konst. a v = konst. se nazývaj́ı parametrické
ǩrivky.

U

u

v
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Obecněǰśı definice plochy (nebudeme použ́ıvat)

▶ Obecně se regulárńı plocha S ⊂ R3 definuje tak, že každý bod p ∈ S má okoĺı V ⊂ S,
které je hladce bijektivně zobrazené (difeomorfně) na nějakou otev̌renou množinu U ⊂ R2:

σ : U → V.

Tomuto zobrazeńı ř́ıkáme mapa.

▶ Jedna parametrizace obvykle nestač́ı – nap̌ŕıklad kouli nelze pokrýt jedinou hladkou mapou
bez degenerace (nap̌r. na pólech).

▶ Obecné plochy proto vyžaduj́ı v́ıce map, které se hladce p̌rekrývaj́ı. Soubor všech těchto
map tvǒŕı atlas plochy.

▶ V tomto kurzu budeme ale vždy pracovat jen s jednou globálńı parametrizaćı:

σ : U → S, S = σ(U).
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Tečný prostor

Definice (Tečný prostor)

Necht’ S = σ(U) je regulárńı plocha a p = σ(p). Tečný prostor plochy S v bodě p je

TpS = span {σu(p), σv(p)} .

▶ Jde o dvourozměrný podprostor vektorového
zamě̌reńı R3 afinńıho prostoru R3.

▶ Každý tečný vektor v ∈ TpS lze vyjáďrit jako

v = v1 σu(p) + v2 σv(p), v1, v2 ∈ R.

▶ Tečná rovina je potom afinńı rovina p+ TpS,
která vznikne posunut́ım tečného prostoru TpS
do bodu p.

p+ TpS

p

TpS

0

v

v
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Tečná rovina

Definice (Tečná rovina)

Tečná rovina plochy S v bodě p je afinńı rovina vzniklá posunut́ım tečného prostoru do bodu p:

p+ TpS = {p+ v ; v ∈ TpS }.

▶ Jde o afinńı podprostor afinńıho prostoru R3.

▶ Parametricky ji lze zapsat ve tvaru

x(u, v) = p+ uσu(p) + v σv(p), u, v ∈ R.

p e1

e2

σ

p+ TpS

p
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Diferenciál

▶ Množina U ⊂ R2 může být chápána jako regulárńı plocha, p̌ričemž v každém bodě p ∈ U
plat́ı: TpU ∼= R2.

Definice (Diferenciál parametrizace)

Mějme parametrickou plochu

σ : U ⊂ R2 → R3, p 7→ p = σ(p).

Diferenciál v bodě p = σ(p) je lineárńı zobrazeńı

dσp : TpU → TpS, v 7→ v = dσp(v).

▶ Diferenciál zobrazuje
”
vektory v parametrické rovině“ na tečné vektory na ploše.

U

σ

S = σ(U)pv

p
v
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Diferenciál – Jacobiho matice

Definice (Matice diferenciálu)

Diferenciál dσp parametrizace

σ(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]

v bodě p = σ(p) je vzhledem ke standardńı bázi v R2 a standardńı bázi v R3 určen Jacobiho
matićı

Jσ(p) =

 ∂x
∂u

(p) ∂x
∂v

(p)
∂y
∂u

(p) ∂y
∂v

(p)
∂z
∂u

(p) ∂z
∂v

(p)

 .

▶ Připomeňme, že sloupce této matice σu(p) a σv(p) generuj́ı tečný prostor TpS.

▶ Vektor v ∈ TpU se zobraźı na vektor v ∈ TpS podle vztahu

v = Jσ(p)v,

kde vektory v maticovém násobeńı chápeme vždy jako sloupcové.

▶ Soǔradnice vektoru v jsou tedy soǔradnice vektoru v v bázi {σu(p), σv(p)}.

Tvrzeńı

Parametrická plocha σ : U → R3 je regulárńı v bodě p = σ(p), pokud má Jacobiho matice
Jσ(p) hodnost 2.
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Př́ıklad: Parametrická plocha, tečná rovina a diferenciál

Př́ıklad (Paraboloid)

Mějme parametrizaci paraboloidu

σ(u, v) = [u, v, u2 + v2], u, v ∈ R.

▶ Bod s lokálńımi soǔradnicemi p = [1, 2] se zobraźı na bod plochy

p = σ(p) = [1, 2, 5].

▶ Parciálńı derivace v bodě p generuj́ı tečnou rovinu TpS

σu(p) = (1, 0, 2), σv(p) = (0, 1, 4).

▶ Diferenciál dσp je popsán Jacobiho matićı

Jσ(p) =

1 0
0 1
2 4

 .

▶ Vektor v = (1,−1) ∈ TpU se zobraźı jako

v = dσp(v) =

1 0
0 1
2 4

(
1
−1

)
=

 1
−1
−2

 .
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Normálový vektor k ploše

Definice (Normálový vektor)

Vektor n ∈ R3 se nazývá normálový vektor k ploše S v bodě p ∈ S, pokud plat́ı:

n · v = 0 pro všechna v ∈ TpS.

▶ Jednotkový normálový vektor je normálový vektor délky 1.

▶ Pokud S = σ(U) je regulárńı plocha a p = σ(p), potom jednotkový normálový vektor k
ploše v bodě p je dán vztahem:

n =
σu(p)× σv(p)

∥σu(p)× σv(p)∥
.

n

p+ TpS
p

S
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Vektorová pole na ploše

Definice (Vektorové pole na ploše)

Vektorové pole na regulárńı ploše S je zobrazeńı ťŕıdy alespoň C1

v : S → R3.

Nazývá se:

▶ tečné pole, pokud v(p) ∈ TpS,

▶ normálové pole, pokud v(p) je normálový vektor k ploše S v bodě p,

pro všechna p ∈ S.

▶ Jednotkové normálové pole typicky znač́ıme n(p).

n(p)
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Orientace na ploše

Definice (Orientace plochy)

Orientace regulárńı plochy znamená jednotkové normálové pole na ńı.

▶ Plocha S se nazývá orientovatelná, pokud na ńı existuje orientace.

▶ Orientovatelná plocha spolu s volbou konkrétńı orientace se nazývá orientovaná plocha.

▶ Orientace určuje, která strana plochy je považována za
”
horńı“.

▶ Každý jednotkový normálový vektor si lze p̌redstavit jako šipku ukazuj́ıćı
”
směr ven“ z

plochy.

▶ Každá orientovatelná plocha má p̌resně dvě orientace, které se lǐśı volbou pole n nebo −n.
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Př́ıklady orientovatelných ploch

Př́ıklad (Rovina, sféra, válec)

▶ Rovina xy má konstantńı normálové pole n(p) = (0, 0, 1).

▶ Sféra S2 má p̌rirozené normálové pole n(p) = p (pokud zvoĺıme orientaci
”
ven z koule“).

▶ Válec S1 × R má normálové pole n(x, y, z) = (x, y, 0) (pokud osa válce je z-ová osa).
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Neorientovatelnost Möbiova listu

Př́ıklad

Möbi̊uv list S neńı orientovatelný.

▶ Neexistuje spojité jednotkové normálové pole definované na celém listu.

▶ Pokud se pokuśıme definovat normálový vektor a oběhneme celý list, po návratu se
orientace vektoru obrát́ı.

▶ Möbi̊uv list má jen jednu stranu a jednu hranu, což znemožňuje globálńı volbu jednotkové
normály – tedy globálńı orientaci.

▶ Orientace plochy je nezbytná pro určeńı nap̌r. druhé fundamentálńı formy, hlavńıch ǩrivost́ı
a sťredńı ǩrivosti.
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Prvńı fundamentálńı forma – motivace

▶ Necht’ máme dva tečné vektory plochy S = σ(U) v bodě p dané svými lokálńımi
soǔradnicemi u, v ∈ R2.

▶ Skutečné tečné vektory v TpS dostaneme pomoćı Jacobiho matice:

u = Jσ u, v = Jσ v.

▶ Jejich skalárńı součin v R3 spočteme jako

u · v = (Jσu)
⊤ (Jσv) = u⊤ J⊤

σ Jσ︸ ︷︷ ︸
I

v.

▶ Matice I = J⊤
σ Jσ je Gramova matice bázových vektor̊u σu, σv a určuje skalárńı součin v

lokálńıch soǔradnićıch.

▶ Zobrazeńı, které dvojici lokálńıch soǔradnic u,v p̌rǐrazuje skalárńı součin odpov́ıdaj́ıćıch
vektor̊u u,v ∈ TpS, se nazývá prvńı fundamentálńı forma.

▶ Matici I budeme nazývat matice prvńı fundamentálńı formy.
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Prvńı fundamentálńı forma (v lokálńıch soǔradnićıch)

▶ Prvńı fundamentálńı forma popisuje vniťrńı geometrii plochy – umožňuje mě̌rit délky, úhly
a obsahy p̌ŕımo na ploše pouze pomoćı lokálńıch soǔradnic.

Definice (Koeficienty prvńı fundamentálńı formy)

Necht’ S = σ(U) je regulárńı plocha. Č́ısla

E = σu · σu, F = σu · σv , G = σv · σv

se nazývaj́ı koeficienty prvńı fundamentálńı formy v bázi {σu, σv}.

▶ Prvńı fundamentálńı forma je popsána matićı

I =

(
E F
F G

)
.

▶ Pro dva tečné vektory

u = a σu + b σv , v = c σu + d σv

plat́ı

Ip(u,v) =
(
a b

)︸ ︷︷ ︸
u
⊤

(
E F
F G

)
︸ ︷︷ ︸

I

(
c
d

)
︸︷︷ ︸

v

.
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Výpočty pomoćı prvńı fundamentálńı formy

▶ Matice prvńı fundamentálńı formy I(u, v) nám umožňuje mě̌rit délky, úhly a obsahy na
ploše, pouze pomoćı údaj̊u z parametrické roviny.

Tvrzeńı

Mějme ǩrivky α(t) = σ(α(t)), t ∈ I a β(s) = σ(β(s)), s ∈ J na ploše S = σ(U) takové, že
α(t0) = β(s0) = p. Potom:

▶ Délka ǩrivky α:

L =

∫
I

√
α′(t)⊤ I(α(t))α′(t) dt

▶ Úhel mezi ǩrivkami α, β v bodě p:

cosφ =
α′(t0)⊤ I(p)β

′
(s0)√

α′(t0)⊤ I(p)α′(t0)

√
β
′
(s0)⊤ I(p)β

′
(s0)

.

▶ Plocha obrazu oblasti D ⊂ U na ploše:

Area(σ(D)) =

∫∫
D

√
det I(u, v) dudv

▶ Všechny tyto výpočty jsou vniťrńı – nezáviśı na uložeńı plochy v prostoru.
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Př́ıklad: délka ǩrivky na paraboloidu

Př́ıklad (Paraboloid)

Mějme parametrizaci σ(u, v) a ǩrivku α(t) = σ(α(t)), kde

σ(u, v) = [u, v, u2 + v2], u, v ∈ R, α(t) = [t, t], t ∈ [0, 1].

▶ Parciálńı derivace:
σu = (1, 0, 2u), σv = (0, 1, 2v).

▶ Matice prvńı fundamentálńı formy:

I(u, v) =

(
1 + 4u2 4uv
4uv 1 + 4v2

)
.

▶ 1) Délka ǩrivky p̌res 1FF:

L =

∫ 1

0

√(
1 1

)
I(t, t)

(
1
1

)
dt =

∫ 1

0

√
2 + 16t2 dt ≈ 1,864.

▶ 2) Jako prostorová (3D) ǩrivka:

α′(t) = (1, 1, 4t), ∥α′(t)∥ =
√

2 + 16t2,

takže dostáváme stejný integrál.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 19 / 37



www.KMA.zcu.cz

Motivace: normálová ǩrivost

▶ Když mluv́ıme o ǩrivosti plochy, máme věťsinou jasnou
p̌redstavu, nap̌r.

ḿıč je ǩrivý, vs. st̊ul je rovný.

▶ Ale co ťreba pivńı láhev?

▶ V jednom směru (kolem láhve) je zaǩrivená,
▶ ve druhém směru (podél láhve) je rovná.

▶ Na ploše proto nestač́ı ř́ıct
”
má ǩrivost“, je ťreba mě̌rit

ǩrivost ve zvoleném směru v daném bodě.

▶ Tento pojem nazýváme normálová ǩrivost.

▶ Z normálové ǩrivosti źıskáme daľśı typy ǩrivost́ı, jako je
Gaussova nebo sťredńı.

t1

t2

p
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Co to je normálová ǩrivost

▶ Uvažujme normálovou rovinu plochy S v bodě p, která je určena
▶ bodem p na ploše,
▶ vektorem v ∈ TpS (směr v tečné rovině),
▶ normálovým vektorem n plochy S v bodě p.

▶ Pr̊unikem této roviny s plochou je rovinná ǩrivka, jej́ıž znaménková ǩrivost v bodě p je
normálová ǩrivost κn(v).

v

p

n

v
n

1/κn
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Hlavńı směry a hlavńı ǩrivosti

▶ V každém bodě p se můžeme ptát: ve kterých směrech se plocha zaǩrivuje nejv́ıce a ve
kterých nejméně?

▶ Směry, kde je normálová ǩrivost maximálńı a minimálńı, nazýváme hlavńı směry t1, t2.

▶ Odpov́ıdaj́ıćı ǩrivosti se nazývaj́ı hlavńı ǩrivosti κ1, κ2.

t1
p

t2

n

t1

n

1/κ1

t2
n

1/κ2
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Druhá fundamentálńı forma (v lokálńıch soǔradnićıch)

▶ Od tohoto ḿısta dál budeme p̌redpokládat, že σ je ťŕıdy alespoň C2.

▶ Prvńı fundamentálńı forma popisuje mě̌reńı v tečné rovině (délky, úhly).

▶ Druhá fundamentálńı forma popisuje zaǩriveńı plochy vzhledem k normále.

Definice (Koeficienty druhé fundamentálńı formy)

Necht’ S = σ(U) je regulárńı orientovaná plocha a n(u, v) je jej́ı jednotkové normálové pole. Č́ısla

e = σuu · n, f = σuv · n, g = σvv · n

se nazývaj́ı koeficienty druhé fundamentálńı formy v bázi {σu, σv}.

▶ Druhá fundamentálńı forma je popsána matićı

II =

(
e f
f g

)
.

▶ Pro dva tečné vektory

u = a σu + b σv , v = c σu + d σv

plat́ı

IIp(u,v) =
(
a b

)︸ ︷︷ ︸
u
⊤

(
e f
f g

)
︸ ︷︷ ︸

II

(
c
d

)
︸︷︷ ︸

v

.
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Normálová ǩrivost v soǔradnićıch

Definice (Normálová ǩrivost)

Normálová ǩrivost plochy S = σ(U) v bodě p ve směru v ∈ TpS je definována jako:

κn(v) =
IIp(v,v)

Ip(v,v)
.

▶ V bázi {σu, σv} zaṕı̌seme směr
v = a σu + b σv .

▶ Pak plat́ı:

Ip(v,v) = Ea2 + 2Fab+Gb2, IIp(v,v) = ea2 + 2fab+ gb2.

▶ Normálová ǩrivost ve směru v je tedy dána vztahem

κn(v) =
ea2 + 2fab+ gb2

Ea2 + 2Fab+Gb2
.
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Hlavńı ǩrivosti a hlavńı směry

Definice (Hlavńı ǩrivosti a hlavńı směry)

Necht’ S je orientovaná regulárńı plocha a p ∈ S.

▶ Hlavńı ǩrivosti κ1, κ2 v bodě p jsou maximálńı a minimálńı hodnoty normálové ǩrivosti
κn(v) pro tečné vektory v ∈ TpS.

▶ Směry, ve kterých je normálová ǩrivost těchto hodnot dosažena, se nazývaj́ı hlavńı směry.

▶ Normálová ǩrivost ve směru v = a σu + b σv je dána vztahem

κn(v) =
ea2 + 2fab+ gb2

Ea2 + 2Fab+Gb2
.

▶ Lze ukázat, že hledáńı extrémů této funkce vede na kvadratickou rovnici pro κ:

(EG− F 2)κ2 − (eG− 2fF + gE)κ+ (eg − f2) = 0.

▶ Kǒreny této rovnice jsou hlavńı ǩrivosti κ1, κ2.
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Gaussova a sťredńı ǩrivost

Definice (Gaussova a sťredńı ǩrivost)

Mějme hlavńı ǩrivosti κ1, κ2 v bodě p ∈ S.

▶ Gaussova ǩrivost je součin hlavńıch ǩrivost́ı:

K = κ1 κ2

▶ Sťredńı ǩrivost je aritmetický pr̊uměr hlavńıch ǩrivost́ı:

H =
κ1 + κ2

2
.

▶ Gaussovu a sťredńı ǩrivost lze spoč́ıtat p̌ŕımo z koeficient̊u prvńı a druhé fundamentálńı
formy:

K =
eg − f2

EG− F 2
, H =

eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
.

▶ Hlavńı ǩrivosti jsou pak kǒreny kvadratické rovnice

κ2 − 2H κ+K = 0,

tedy

κ1,2 = H ±
√

H2 −K.
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Určeńı hlavńıch směr̊u

▶ Hlavńı směry jsou směry v tečné rovině, ve kterých normálová ǩrivost nabývá svých
extrémńıch hodnot – hlavńıch ǩrivost́ı κ1, κ2.

▶ Hledáme tedy tečné vektory ti ∈ TpS takové, že plat́ı

IIp(ti, ti) = κi Ip(ti, ti), i = 1, 2.

▶ Po úpravě dostáváme maticovou rovnici v lokálńıch soǔradnićıch

(II− κiI) ti = 0.

▶ Po rozepsáńı, kde ti = (ai, bi), dostaneme explicitńı tvar homogenńı soustavy rovnic:(
e− κiE f − κiF

f − κiF g − κiG

)(
ai
bi

)
=

(
0
0

)
, i = 1, 2.

▶ Nenulová řešeńı ti = (ai, bi) určuj́ı hlavńı směry v bodě p:

ti = ai σu + bi σv .
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Alternativńı výpočet hlavńıch ǩrivost́ı a směr̊u

▶ Hlavńı ǩrivosti a hlavńı směry lze źıskat také jako vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
Weingartenova zobrazeńı.

▶ Necht’ σ : U → R3 je regulárńı parametrická plocha a p = σ(p).

▶ Weingartenovo zobrazeńı popisuje, jak se vektor normály měńı p̌ri pohybu po ploše.

▶ V bázi {σu, σv} je reprezentováno matićı

W(p) = I−1II =

(
E F
F G

)−1 (
e f
f g

)
,

kde
E = σu · σu, F = σu · σv , G = σv · σv ,

e = σuu · n, f = σuv · n, g = σvv · n.
▶ Vlastńı č́ısla matice W jsou hlavńı ǩrivosti κ1, κ2.

▶ Vlastńı vektory t1, t2 udávaj́ı hlavńı směry v parametrických soǔradnićıch a skutečné směry
na ploše jsou

ti = Jσ(p) ti, i = 1, 2.
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Typy bodů na ploše podle Gaussovy ǩrivosti

Definice (Klasifikace bod̊u)

Body p ∈ S rozlǐsujeme podle hodnoty Gaussovy ǩrivosti K(p):

▶ eliptický bod – K > 0,

▶ hyperbolický bod – K < 0,

▶ parabolický bod – K = 0.

p p+ TpS

p

p+ TpS

p

p+ TpS
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Př́ıklady ploch podle typu bodů

Př́ıklad

▶ Plocha pouze s eliptickými body: sféra.

▶ Plocha pouze s hyperbolickými body: hyperbolický paraboloid.

▶ Plocha pouze s parabolickými body: kužel (mimo vrchol), válec.

▶ Plocha obsahuj́ıćı všechny typy bodů: torus.
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Kolmost hlavńıch směr̊u a Eulerova identita

Tvrzeńı (Kolmost hlavńıch směr̊u)

Pokud jsou hlavńı ǩrivosti v bodě p r̊uzné, κ1 ̸= κ2, pak odpov́ıdaj́ıćı hlavńı směry t1, t2 jsou v
tečné rovině TpS navzájem kolmé.

Tvrzeńı (Eulerova identita)

Pro libovolný jednotkový vektor

vφ = cosφ t1 + sinφ t2 ∈ TpS

plat́ı
κn(φ) = κ1 cos

2 φ+ κ2 sin
2 φ.

▶ Normálová ǩrivost v libovolném směru je
”
vážený pr̊uměr“ hlavńıch ǩrivost́ı.

▶ Extrémy normálové ǩrivosti nastávaj́ı právě v hlavńıch směrech t1, t2.
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Hlavńı směry na válci

Př́ıklad (Hlavńı směry na válci)

Na rotačńım válci jsou hlavńı směry dány

▶ směrem t1 podél kružnic, kde κ1 =
1

r
,

▶ směrem t2 podél osy válce, kde κ2 = 0.
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Hlavńı ǩrivky

Definice (Hlavńı ǩrivka)

Parametrizovaná ǩrivka γ : I → S na orientované regulárńı ploše S se nazývá hlavńı ǩrivka,
jestliže v každém bodě plat́ı, že tečný vektor γ′(t) je hlavńı směr.

Př́ıklad

Hlavńı ǩrivky na válci jsou p̌ŕımky (podél osy) a kružnice (kolmé na osu).

p
κn = 1

0 < κn < 1

κn = 0
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Asymptotické směry a ǩrivky

Definice (Asymptotický směr)

Vektor v ∈ TpS na orientované regulárńı ploše S se nazývá asymptotický směr v bodě p, pokud
pro něj plat́ı

κn(v) = 0.

Definice (Asymptotická ǩrivka)

Parametrizovaná ǩrivka γ : I → S na orientované regulárńı ploše S se nazývá asymptotická
ǩrivka, jestliže v každém bodě plat́ı, že tečný vektor γ′(t) je asymptotický směr.

Př́ıklad

Na jednod́ılném rotačńım hyperboloidu tvǒŕı asymptotické
ǩrivky dvě navzájem sdružené rodiny p̌ŕımek.
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Rozvinutelné plochy

Definice (Rozvinutelná plocha)

Orientovaná regulárńı plocha S se nazývá rozvinutelná, pokud je jej́ı Gaussova ǩrivost identicky
nulová, tj. K(p) = 0 pro všechna p ∈ S.

Př́ıklad

Př́ıklady rozvinutelných ploch: válec, kužel, plocha tečen prostorové ǩrivky.
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Minimálńı plochy

Definice (Minimálńı plocha)

Orientovaná regulárńı plocha S se nazývá minimálńı, pokud je jej́ı sťredńı ǩrivost identicky
nulová, tj. H(p) = 0 pro všechna p ∈ S.

Př́ıklad

Př́ıklady minimálńıch ploch: rovina, helicoid, catenoid.
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Theorema egregium

Věta (Gaussovo theorema egregium)

Gaussova ǩrivost orientované regulárńı plochy S je vniťrńı veličina: lze ji vyjáďrit pouze pomoćı
prvńı fundamentálńı formy (jej́ıch koeficient̊u a jejich derivaćı), tedy jen z vniťrńıch mě̌reńı na
ploše.

▶ Gaussova ǩrivost je invariantńı v̊uči izometríım – nezáviśı na tom, jak je plocha ohnuta v
okolńım prostoru, pokud se p̌ri ohnut́ı nezměńı délky a úhly na ploše.

▶ Lze ji určit pouze z mě̌reńı na ploše (nap̌r. délky, úhly), aniž bychom znali, jak je plocha
uložena v prostoru.

Př́ıklad

Nap̌ŕıklad nelze rozvinout část sféry do roviny beze zkresleńı, protože sféra má kladnou Gaussovu
ǩrivost, zat́ımco rovina nulovou.
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