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Parametricka plocha

Definice (Parametricka plocha)

Parametricka plocha je zobrazenf t¥idy alespoii C'

o:UCR? 5 R?

’

kde U C R? je oblast. Obraz S = o(U) C R? budeme nazyvat plocha.

> Zobrazeni o je tiidy C'*, pokud ma spojité parcialni derivace do ¥adu k.
> Zobrazeni o p¥ifazuje bodiim p = [u,v] € U body p = o(P) = [z,y,2] € S.
> Dvojice [u,v] € U se nazyva lokalni soufadnice bodu p € S vzhledem k parametrizaci o.
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v Y
K¥ivka na plose
> Necht je ddna parametricka plocha
0:UCR? = R3.

> UvaZujme k¥ivku v parametrické oblasti

G I-U,  at) = [u),v)

> Jeji obraz na plo%e ziskdme sloZenim zobrazeni:

a(t) = (e 0@)(t) = o(u(t), v(t)).

a(t)
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Regularni parametrickd plocha

Definice (Regularni parametricka plocha)
Plocha S = o(U) se nazyva regularni, pokud v kaZdém bod& p € U jsou vektory
ou(P) a ou(P)

linedrn& nezavislé, kde o, a o, jsou parcidlni derivace funkce o podle u, resp. v.

> Vektory 0,0, davaji v bod& te¢né sméry na plose.
> KF¥ivky na plose odpovidajici rovnici u = konst. a v = konst. se nazyvaji parametrické
kFivky.

v
N

A
>
u
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Obecnégjsi definice plochy (nebudeme pouZivat)

> Obecné se reguldrni plocha S C R3 definuje tak, ¥e kaZdy bod p € S ma okoli V C S,
které je hladce bijektivné zobrazené (difeomorfn&) na n&jakou otevienou mnozinu U C R%:

o:U—V.
Tomuto zobrazeni ¥ikdme mapa.
R2
o
U >

> Jedna parametrizace obvykle nestaéi — napf¥iklad kouli nelze pokryt jedinou hladkou mapou
bez degenerace (nap¥. na pdlech).

> Obecné plochy proto vyZaduji vice map, které se hladce p¥ekryvaji. Soubor viech t&chto
map tvofi atlas plochy.

>V tomto kurzu budeme ale vZdy pracovat jen s jednou globdlni parametrizaci:
oc:U—= S, S =o(U).
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Tecny prostor

Definice (Te&ny prostor)

Necht S = o(U) je reguldrni plocha a p = o(p). Te¢ny prostor plochy S v bodé p je

TpS = span {ou (), ov(P)} -

p+TpS -

> Jde o dvourozmé&rny podprostor vektorového
zam&¥eni R3 afinniho prostoru R3.

> Kazdy te¢ny vektor v € Tp S lze vyjadfit jako
v =1 ou(P) + v2 0u (D), v1,v2 € R.

> Te&na rovina je potom afinni rovina p + Tp S,
kterad vznikne posunutim te¢ného prostoru TpS
do bodu p.
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Te&na rovina

Definice (Tetna rovina)
Tecna rovina plochy S v bod& p je afinni rovina vznikld posunutim te€ného prostoru do bodu p:

Pp+TpS={p+v; velpS}

> Jde o afinni podprostor afinniho prostoru R3.
> Parametricky ji lze zapsat ve tvaru
x(u,v) = p +uocu(p) +vou(P), u,v € R.
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Diferencial

> Mnozina U C R? mii%e byt chipana jako reguldrni plocha, p¥item? v kazdém bodé p € U
plati: TpU = R2.

Definice (Diferencial parametrizace)

Mé&jme parametrickou plochu
o:UCR? 5 R3, p—p=o0(p).
Diferencial v bodé p = o(P) je linedrni zobrazen{

dop : TgU — Tp S, vV — v =dop(V).

> Diferencidl zobrazuje ,,vektory v parametrické roviné" na te¢né vektory na plose.

KMA/GKP Geometrie k¥ivek a ploch

8 /37



www.KMA.zcu.cz

Diferencial — Jacobiho matice

Definice (Matice diferencialu)

Diferencial dop parametrizace

o(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)]

v bod& p = o(P) je vzhledem ke standardni bazi v R? a standardni bazi v R3 uréen Jacobiho

matici

22 (p) %(p)
Jo(P) = | 22(P) g%(p)
2P 5.

> PYipomefime, Ze sloupce této matice o (P) a o (P) generuji tetny prostor Tp.S.
> Vektor v € T5U se zobrazi na vektor v € TS podle vztahu
v=J:(P)V,
kde vektory v maticovém nasobeni chapeme vZdy jako sloupcové.

> Soutadnice vektoru V jsou tedy soufadnice vektoru v v bazi {0 (P), ov(P)}-

Parametrickd plocha o : U — R3 je reguldrni v bodé p = o(p), pokud mé Jacobiho matice
Jo(P) hodnost 2.
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P¥iklad: Parametricka plocha, te¢na rovina a diferencial

Ptiklad (Paraboloid)

M&jme parametrizaci paraboloidu

o(u,v) = [u,v,u? + v?], u,v € R.
> Bod s lokélnimi sou¥adnicemi p = [1, 2] se zobrazi na bod plochy
p=o0(p) =[1,2,5].
>

Parcidlni derivace v bod& p generuji te¢nou rovinu TS

ou(P) = (1,0,2), ov(P) = (0,1,4).

> Diferencial dop je popsan Jacobiho matici

v

Vektor Vv = (1, —1) € TgU se zobrazi jako

v =dop(Vv) = (

N O =
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Normdlovy vektor k plose

Definice (Normalovy vektor)

Vektor n € R? se nazyva norméalovy vektor k plode S v bodé p € S, pokud plati:

n-v=0 proviechnavecTpS.

> Jednotkovy normalovy vektor je normdlovy vektor délky 1.

> Pokud S = o(U) je reguldrni plocha a p = o(P), potom jednotkovy normalovy vektor k
plose v bodé& p je didn vztahem:
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Vektorova pole na plose

Definice (Vektorové pole na plose)

Vektorové pole na reguldrni plode S je zobrazeni t¥idy alespoii C!

v:S — RS
Nazyva se:
> tetné pole, pokud v(p) € TpS,

> normélové pole, pokud v(p) je normalovy vektor k plose S v bodé p,
pro vechna p € S.

> Jednotkové normalové pole typicky zna&ime n(p).
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Orientace na plose

Definice (Orientace plochy)

Orientace reguldrni plochy znamend jednotkové normalové pole na ni.
> Plocha S se nazyva orientovatelna, pokud na ni existuje orientace.

> Orientovatelnd plocha spolu s volbou konkrétni orientace se nazyva orientovana plocha.

Orientace urluje, kterd strana plochy je povaZovédna za , horni*.

KaZdy jednotkovy normalovy vektor si lze pfedstavit jako Sipku ukazujici ,,smé&r ven" z
plochy.

> Kazd3 orientovatelnd plocha ma presné& dvé orientace, které se |i&i volbou pole n nebo —n.
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Ptiklady orientovatelnych ploch

Ptiklad (Rovina, sféra, valec)
> Rovina xy ma konstantni normalové pole n(p) = (0,0, 1).
> Sféra S2 m3 prirozené normalové pole n(p) = p (pokud zvolime orientaci ,,ven z koule").

> Vilec ST x R ma normélové pole n(z,y, z) = (x,y,0) (pokud osa vilce je z-ova osa).
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Neorientovatelnost Mobiova listu

Mobitiv list S nenfi orientovatelny.

> Neexistuje spojité jednotkové normdalové pole definované na celém listu.

> Pokud se pokusime definovat normalovy vektor a ob&hneme cely list, po navratu se
orientace vektoru obrati.

> M@obidv list ma jen jednu stranu a jednu hranu, coz znemoZziiuje globalni volbu jednotkové
normaly — tedy globalni orientaci.

E [3

— =)

> Orientace plochy je nezbytna pro uréeni nap¥. druhé fundamentalni formy, hlavnich k¥ivosti
a stfednf kFivosti.
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Prvni fundamentalni forma — motivace

Necht mdme dva te&né vektory plochy S = o(U) v bod& p dané svymi lokaInimi
soufadnicemi u, v € R2.

Skutetné te¢né vektory v Tp S dostaneme pomoci Jacobiho matice:

u=J,1, v=J,V.

Jejich skaldrni soutin v R3 spotteme jako

u-v=Jou) J,v)=u' J] I, V.
——
I

Matice I = JIJG je Gramova matice bazovych vektorl o, 0, a uréuje skaldrni sou&in v
lokalnich sou¥adnicich.

Zobrazeni, které dvojici lokalnich soufadnic W, v p¥ifazuje skaldrni sou&in odpovidajicich
vektorli u, v € Tp S, se nazyva prvni fundamentalni forma.

Matici I budeme nazyvat matice prvni fundamentalni formy.



Prvni fundamentalni forma (v lokdlnich soufadnicich)

P Prvni fundamentdlni forma popisuje vnitini geometrii plochy — umoZiiuje mé&¥it délky, dhly
a obsahy p¥imo na ploSe pouze pomoci lokdlnich soufadnic.

Definice (Koeficienty prvni fundamentalni formy)

Necht S = o(U) je reguldrni plocha. Cisla
E=0y-0y, F=0y -0y, G=0y-0y

se nazyvaji koeficienty prvni fundamentalni formy v bazi {ow, o0 }.

> Prvni fundamentdlni forma je popsdana matici

(2 8)

> Pro dva te¢né vektory

u=aoy +boy, V=coyt+doy
plati
E F c
Ip(u,v) = (a b) (F G) (d) .
T ==
u 1 v
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Vypoéty pomoci prvni fundamentaini formy

> Matice prvni fundamentalni formy I(u,v) ndm umoZiuje mé&Fit délky, thly a obsahy na
plose, pouze pomoci Gdajd z parametrické roviny.

M&jme kfivky a(t) = a(a(t)),t € I a B(s) = o(B(s)),s € J na plofe S = o(U) takové, e
a(to) = B(so) = p. Potom:

> Délka k¥ivky a:

L= /1 VEOTIGEW) (1) dt
> Uhel mezi kfivkami «, 8 v bod& p:
@ (t0) " 1(D) ' (s0) ‘
@ (to) T I(D) @ (t0) /B (50) T 1(B) B (s0)

> Plocha obrazu oblasti D C U na plose:

Area(c(D)) = //D v det I(u,v) dudv

cosp =

> V8echny tyto vypolty jsou vnitini — nezavisi na uloZeni plochy v prostoru.
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P¥iklad: délka kfivky na paraboloidu

Ptiklad (Paraboloid)

Mg&jme parametrizaci o(u,v) a k¥ivku a(t) = o(a(t)), kde

o(u,v) = [u,v,u® +0%], wweR, alt)=[tt, tefo1]

v

Parcialni derivace:
ou =(1,0,2u), o, =(0,1,2v).

> Matice prvni fundamentalni formy:

T, 0) = 1+4u? 4w
W)= 4uv 1+40v2)"

> 1) Délka k¥ivky pres 1FF:

_/ 1/ I(t,t) dt /\/2+16t2dt~1864

> 2) Jako prostorova (3D) k¥ivka:

o (t) = (1,1,4t), |’ ()| = V2 + 16¢2,

takZe dostdvame stejny integral.
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Motivace: normalova k¥ivost

> KdyZ mluvime o kfivosti plochy, mame vé&tSinou jasnou
predstavu, napt.

mi¢ je kFivy, vs. stdl je rovny.

> Ale co tfeba pivni ldhev?

>V jednom sméru (kolem ldhve) je zakFivena,
> ve druhém smé&ru (podél Idhve) je rovna.

> Na ploSe proto nestali Fict ,,ma kfivost", je tfeba mé&¥it
k¥ivost ve zvoleném smé&ru v daném bod&.

Tento pojem nazyvdme normalova kFivost.

> Z normalové kFivosti ziskdme dalsi typy kFivosti, jako je
Gaussova nebo st¥edni.
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Co to je normalova kFivost

> UvaZzujme normélovou rovinu plochy S v bod& p, kterd je uréena
> bodem p na ploge,
> vektorem v € TpS (smér v te€né roving),
> normilovym vektorem n plochy S v bodg& p.
> Prinikem této roviny s plochou je rovinnd k¥ivka, jejiz znaménkova k¥ivost v bodé& p je
normalova k¥ivost kn (V).

KMA/GKP Geometrie kfivek a ploch
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Hlavni sméry a hlavni kfivosti

>V kazdém bod& p se miZeme ptat: ve kterych smé&rech se plocha zakfivuje nejvice a ve
kterych nejmén&?

> Sméry, kde je normalova k¥ivost maximalni a minimalni, nazyvdme hlavni sméry t1, to.

> Odpovidajici k¥ivosti se nazyvaji hlavni k¥ivosti k1, k2.
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Druhd fundamentalni forma (v lokdlnich soufadnicich)

> Od tohoto mista dal budeme ptedpoklddat, Ze o je t¥idy alespoii C2.
> Prvni fundamentdini forma popisuje mé¥eni v te€né roving (délky, dhly).

> Druha fundamentalni forma popisuje zakfiveni plochy vzhledem k normale.

Definice (Koeficienty druhé fundamentalni formy)

Necht S = o(U) je regulérni orientovana plocha a n(u, v) je jeji jednotkové norméalové pole. Cisla
e=0yyN, [f=0yp N, g=0yy- N

se nazyvaji koeficienty druhé fundamentalni formy v bazi {oy,0v}.

P Druha fundamentalni forma je popsdna matici
e f
II = .
(f 9)

u=aoy +boy, v=coy+doy

o= 9 ) ()

T Ne———
u 11 v

> Pro dva te¢né vektory

plati
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Normalova k¥ivost v soufadnicich

Definice (Normalova k¥ivost)

Normalova kFivost plochy S = o(U) v bod& p ve smé&ru v € T, S je definovana jako:
IIp(v,v)

)= T

> V bazi {ou,0v} zapieme sm&r
V=a0y+boy.

> Pak plati:
Ip(v,v) = Ea? + 2Fab + Gb?, Ip(v,v) = ea® + 2fab + gb?.
> Normilova kFivost ve sméru v je tedy dana vztahem

) ea® 4 2fab + gb>
K V) —m —F/—m/m——— = .
" Ea? + 2Fab + Gb2
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Hlavni kFivosti a hlavni sméry

Definice (Hlavni k¥ivosti a hlavni sméry)

Necht S je orientovana reguldrni plocha a p € S.

> Hlavni k¥ivosti k1, k2 v bod& p jsou maximalni a minimalni hodnoty normalové kFivosti
Kn (V) pro te€né vektory v € TpS.

> Sméry, ve kterych je normdlova k¥ivost téchto hodnot dosaZena, se nazyvaji hlavni sméry.

v

Normalova kfivost ve sméru v = a oy, + boy, je dana vztahem

ea? + 2fab + gb?

(V) = By oFab s G2

> Lze ukdzat, Ze hleddni extrémi této funkce vede na kvadratickou rovnici pro k:
(EG — F?) k% — (eG — 2fF + gE) k + (eg — %) = 0.

> Kofeny této rovnice jsou hlavni k¥ivosti k1, k2.
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Gaussova a stredni k¥ivost

Definice (Gaussova a stfedni kFivost)

M&jme hlavni k¥ivosti k1,k2 v bodé p € S.

> Gaussova kFivost je sou&in hlavnich kFivosti:
K = K1 ko

> Stredni kFivost je aritmeticky primér hlavnich k¥ivosti:

K1+ K2
—

H =

> Gaussovu a stfedni kF¥ivost lze spotitat pfimo z koeficienti prvni a druhé fundamentalni
formy:
_ eg — f2 H_eG—QfF-l—gE
" EG-F?’ T 2(EG-F?)
> Hlavni kF¥ivosti jsou pak kofeny kvadratické rovnice
k2—2Hrk+ K =0,

tedy

I€172=H:|:\/H2—K4
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Uréeni hlavnich smért

Hlavni smé&ry jsou sméry v te&né roving, ve kterych normalova k¥ivost nabyva svych
extrémnich hodnot — hlavnich k¥ivosti k1, ka.

Hledame tedy te¢né vektory t; € Tp.S takové, Ze plati
Hp(ti, ti) = ks Ip(ts, t5),  i=1,2.

Po dpravé dostdvame maticovou rovnici v lokdlnich soufadnicich

(IT — k1) E; = 0.

Po rozepsani, kde t; = (a;, b;), dostaneme explicitni tvar homogenni soustavy rovnic:

e—w B f—rF\ (a;\ _ (0 i=1.29
f—mF g—rG)\b;) \0)’ oo
Nenulova Yegeni t; = (a;,b;) uréuji hlavni sméry v bod& p:

t; =a;ou + b; 0y.

~
=

w
bl



Alternativni vypocet hlavnich k¥ivosti a smérii

> Hlavni k¥ivosti a hlavni smé&ry Ize ziskat také jako vlastni ¢isla a vlastni vektory
Weingartenova zobrazeni.

> Necht o : U — R3 je reguldrni parametrickd plocha a p = o(p).
> Weingartenovo zobrazeni popisuje, jak se vektor normdly mé&ni p¥i pohybu po ploge.

V bazi {ou,0v} je reprezentovano matici
-1
— _ 7—1 _ E F € f
W(p) =1 11_(F o ‘)

E:0'u~0'u, F:Uu'o'm G:G’U'U’Uy

kde

e=oyy N, [f=0yv N, g=0yy- N
> Vlastni &isla matice W jsou hlavni k¥ivosti k1, ka.

> Vlastni vektory t1,t2 uddvaji hlavni sm&ry v parametrickych soutadnicich a skute¢né sméry
na plo3e jsou

t; = Jo(P) ts, 1=1,2.
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Typy bodi na plose podle Gaussovy kFivosti

Definice (Klasifikace bodii)

Body p € S rozliujeme podle hodnoty Gaussovy kFivosti K (p):
> elipticky bod — K > 0,
> hyperbolicky bod — K < 0,
> parabolicky bod — K = 0.
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Ptiklady ploch podle typu bodi

Plocha pouze s eliptickymi body: sféra.
Plocha pouze s hyperbolickymi body: hyperbolicky paraboloid.

Plocha pouze s parabolickymi body: kuZel (mimo vrchol), vélec.

vvyyywy

Plocha obsahujici vechny typy bodi: torus.

K <0
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Kolmost hlavnich smért a Eulerova identita

Tvrzeni (Kolmost hlavnich smérii)

Pokud jsou hlavni k¥ivosti v bod& p rizné, k1 # ka2, pak odpovidajici hlavni smé&ry t1,t2 jsou v
te€né roviné TS navzijem kolmé.

Tvrzeni (Eulerova identita)

Pro libovolny jednotkovy vektor
Vo =cospt] +sinpty € TpS
plati

k(@) = K1 cosZ @ + ko sin? .

> Normdlova kfivost v libovolném sméru je ,,vaZeny primér" hlavnich kF¥ivosti.

> Extrémy normdlové kF¥ivosti nastdvaji pravé v hlavnich smérech tq, to.
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Hlavni sméry na valci

Pfiklad (Hlavni sméry na valci)

Na rotaénim vdlci jsou hlavni sméry dany

. . 1
> smérem t; podél kruznic, kde kK1 = —,
r

> smérem to podél osy vilce, kde k2 = 0.

- >t

KMA/GKP Geometrie kFivek a ploch
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Hlavni k¥ivky

Definice (Hlavni k¥ivka)

Parametrizovana kfivka v : I — S na orientované reguldrni ploge S se nazyva hlavni k¥ivka,
jestlize v kazdém bod& plati, Ze te€ny vektor v/ (t) je hlavni smér.

Hlavni k¥ivky na valci jsou p¥imky (podél osy) a kruznice (kolmé na osu).

yan
\_/

¢

KMA/GKP Geometrie k¥ivek a ploch 33 /37



www.KMA.zcu.cz

Asymptotické sméry a kfivky

Definice (Asymptoticky smér)

Vektor v € TS na orientované reguldrni ploSe S se nazyva asymptoticky smér v bodé p, pokud
pro n&j plati

Kkn(v) =0.

Definice (Asymptoticka k¥ivka)

Parametrizovana kfivka v : I — S na orientované reguldrni ploSe S se nazyva asymptoticka
kFivka, jestlize v kazdém bod& plati, Ze te€ny vektor 4/(t) je asymptoticky smér.

Na jednodilném rota&nim hyperboloidu tvoFi asymptotické
k¥ivky dvé& navzdjem sdruzené rodiny p¥imek.
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Rozvinutelné plochy

Definice (Rozvinutelnda plocha)

Orientovand reguldrni plocha S se nazyva rozvinutelnd, pokud je jeji Gaussova k¥ivost identicky
nulova, tj. K(p) = 0 pro viechna p € S.

P¥iklady rozvinutelnych ploch: valec, kuZel, plocha te¢en prostorové k¥ivky.
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Minimalni plochy

Definice (Minimalni plocha)

Orientovana reguldrni plocha S se nazyvd minimalni, pokud je jeji st¥edni k¥ivost identicky
nulovd, tj. H(p) = 0 pro viechna p € S.

P¥iklady minimalnich ploch: rovina, helicoid, catenoid.
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Theorema egregium

Vé&ta (Gaussovo theorema egregium)

Gaussova kFivost orientované regularni plochy S je vnitfni veli¢ina: lze ji vyjad¥it pouze pomoci

prvni fundamentalni formy (jejich koeficientd a jejich derivaci), tedy jen z vnitfnich m&eni na
plose.

> Gaussova kFivost je invariantni vi&i izometriim — nezdvisi na tom, jak je plocha ohnuta v
okolnim prostoru, pokud se p¥i ohnuti nezmé&ni délky a Ghly na ploZe.

> Lze ji urit pouze z m&eni na ploge (nap¥. délky, dhly), aniZ bychom znali, jak je plocha
uloZena v prostoru.

Napf¥iklad nelze rozvinout &3st sféry do roviny beze zkresleni, protoze sféra ma kladnou Gaussovu
kFivost, zatimco rovina nulovou.
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