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KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 1 / 54



CAGD www.KMA.zcu.cz

Osnova

1 CAGD
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4 Racionálńı techniky
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Geometrické modelováńı – CAGD

▶ CAGD (Computer Aided Geometric Design) je oblast na pomeźı
matematiky, poč́ıtačové grafiky a inženýrského návrhu, která se zabývá
konstrukćı a reprezentaćı ǩrivek, ploch a objemů volných tvar̊u.

▶ Terḿın CAGD byl zaveden R. Barnhillem a R. Riesenfeldem p̌ri
konferenci na University of Utah (1974).

▶ Prvńı časopis: Computer Aided Geometric Design, založený 1984.
▶ Hlavńı stavebńı kameny CAGD:

▶ Křivky: Bézierovy, B-spline, NURBS, subdivision ǩrivky.
▶ Plochy: Coonsovy, Bézierovy, B-spline a NURBS plochy.
▶ Algoritmy: interpolace, aproximace, subdivize, optimalizace tvaru.

▶ CAGD tvǒŕı teoretický základ moderńıch systémů CAD/CAE/CAM použ́ıvaných
v automobilovém, leteckém a stroj́ırenském pr̊umyslu.
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Digitálńı řetězec pr̊umyslového návrhu

▶ CAGD poskytuje matematický základ (ǩrivky, plochy), na kterém stoj́ı celý pr̊umyslový
návrhový proces.

▶ CAD (Computer Aided Design)

▶ Návrh tvaru výrobku pomoćı ǩrivek, ploch a těles.
▶ Výstupem je p̌resná geometrická reprezentace.

▶ CAE (Computer Aided Engineering)

▶ Fyzikálńı simulace navržené geometrie (pevnost, deformace, prouděńı, teplo).
▶ Výstupem je ově̌reńı funkčnosti a bezpečnosti návrhu.

▶ CAM (Computer Aided Manufacturing)

▶ Převod geometrie na dráhy nástroje pro CNC stroje.
▶ Výstupem je program pro výrobu (nap̌r. G-kód – seznam pohybů a p̌ŕıkaz̊u pro stroj).
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Stručná historie CAGD

▶ Počátky CAGD sahaj́ı do 40.–50. let 20. stolet́ı, kdy v leteckém a automobilovém pr̊umyslu
vznikla poťreba matematického popisu ǩrivek a ploch volných tvar̊u.

▶ Hlavńı motivaćı bylo:

▶ Digitálně uložit návrh plochy,
▶ Přenést geometrii na č́ıslicově ř́ızené obráběćı stroje (NC, CNC).

▶ Tyto praktické úkoly vedly k vývoji algoritmů, které bylo možné implementovat na
poč́ıtač́ıch – t́ım vznikl základ Computer Aided Geometric Design.

▶ Pr̊ukopńıci ploch volných tvar̊u:

▶ R. Liming a J. Ferguson (Boeing, USA) – prvńı numerické metody pro návrh
leteckých ploch.

▶ S. Coons (MIT) – Coonsovy plochy, prvńı matematický model plochy volného tvaru.
▶ M. Sabin (British Aircraft Corporation) – matematické podḿınky spojitosti mezi

plochami a vývoj raných B-spline technik.
▶ P. de Casteljau (Citroën) – algoritmus pro konstrukci Bézierových ǩrivek.
▶ P. Bézier (Renault) – pr̊umyslové využit́ı ǩrivek a ploch ve výrobě (UNISURF).

▶ Požadavky pr̊umyslu formovaly matematiku: vznikly nástroje, které dnes tvǒŕı základ všech
moderńıch CAD systémů.

▶ CAGD se tak stalo mostem mezi matematikou, grafikou a pr̊umyslovým designem.
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Paul de Casteljau a Pierre Bézier

▶ Paul de Casteljau (Citroën, od 1959):

▶ Vyvinul metody pro návrh ǩrivek a ploch.
▶ Použil Bernsteinovy polynomy a zavedl tzv. de Casteljauův algoritmus.
▶ Přelom: použ́ıváńı ř́ıdićıch polygonů – návrh tvaru ǩrivky pomoćı bodů, které na

ǩrivce nelež́ı.
▶ Citroën dlouho výsledky tajil; věrejné uznáńı p̌rǐslo až koncem 70. let.

▶ Pierre Bézier (Renault, 1960s):

▶ Vyv́ıjel podobné metody nezávisle na Citroënu.
▶ Renault̊uv systém UNISURF byl založen na Bézierových ǩrivkách a plochách.
▶ Ovlivnil vývoj CAD systémů, nap̌r. CATIA (Computer Aided Three-dimensional

Interactive Application).
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Křivky volných tvar̊u

▶ Historicky se p̌ri návrhu použ́ıvaly kružnice a kuželosečky.

▶ Hladké ǩrivky volných tvar̊u, ř́ızené malým počtem ř́ıdićıch bodů, jsou moderńı nástroje,
rozv́ıjené od 50. let 20. stolet́ı.

Hlavńı typy ǩrivek volných tvar̊u:

▶ Bézierovy ǩrivky – základńı konstrukce, de Casteljauův algoritmus.

▶ B-spline ǩrivky – lokálńı kontrola tvaru, generováńı pomoćı děleńı (subdivision).

▶ NURBS ǩrivky – jemné doladěńı pomoćı vah; uḿı popsat i kuželosečky.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 7 / 54



CAGD www.KMA.zcu.cz

Jak navrhujeme ǩrivky volných tvar̊u?

▶ Při ručńım kresleńı záviśı kvalita ǩrivky na dovednosti kresĺı̌re a p̌ŕıpadně na mechanických
pomůckách (nap̌r. pružné lǐsty – spline).

▶ V CAD softwaru tento p̌ŕıstup napodobujeme:

▶ Bézierovy, B-spline a NURBS ǩrivky jsou určeny několika ř́ıdićımi body spojenými
ř́ıdićım polygonem.

▶ Hladká ǩrivka je pak automaticky dopoč́ıtána geometrickým algoritmem.

▶ Výhody:

▶ Rychlý vstup (pár ř́ıdićıch bodů ḿısto stovek ručně kreslených).
▶ Snadná úprava tvaru p̌res posun ř́ıdićıch bodů.
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Dva p̌ŕıstupy k návrhu ǩrivek

Interpolace
▶ Návrhá̌r zadá několik bodů, kterými má ǩrivka p̌resně procházet.

▶ Dále se mohou doplnit daľśı geometrické podḿınky, nap̌r.
▶ tečné směry v interpolačńıch bodech,
▶ ǩrivosti v interpolačńıch bodech.

Aproximace
▶ Návrhá̌r urč́ı hrubý

”
lomený“ ř́ıdićı polygon.

▶ Algoritmus spoč́ıtá hladkou ǩrivku, která se polygonu p̌ribližuje, ale obecně j́ım neprocháźı.

▶ Křivka interpoluje prvńı a posledńı ř́ıdićı bod.
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Bézierovy techniky

▶ Co jsou Bézierovy techniky?

▶ Geometricky intuitivńı metoda pro popis a manipulaci s polynomiálńımi ǩrivkami a
plochami.

▶ Základńı nástroj v 3D modelováńı a CAGD.

▶ Proč jsou d̊uležité?

▶ Umožňuj́ı kreativńı návrh d́ıky práci s ř́ıdićımi body.
▶ Maj́ı výbornou numerickou stabilitu, tedy odolnost v̊uči zaokrouhlovaćım chybám.

▶ Co zahrnuj́ı?

▶ Křivky, obdélńıkové plochy, trojúhelńıkové plochy.
▶ Základ pro pokročileǰśı metody jako B-spliny a NURBS ǩrivky a plochy.
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Motivace: kvadratická Bézierova ǩrivka

Př́ıklad

▶ Uvažujme parametrickou ǩrivku ve 2D:

x(t) = [x(t), y(t)] =
[
t, 1− t+ t2

]
.

▶ Ekvivalentńı zápis:
x(t) = a0 + a1t+ a2t

2,

kde
a0 = [0, 1], a1 = [1,−1], a2 = [0, 1].

jsou koeficienty ǩrivky a 1, t, t2 tvǒŕı kvadratickou monomickou bázi.

▶ Polynomiálńı ǩrivku lze vyjáďrit vzhledem k r̊uzným báźım, nap̌r.

x(t) = b0(1− t)2 + 2b1t(1− t) + b2t
2,

kde

b0 = [0, 1], b1 =

[
1

2
,
1

2

]
, b2 = [1, 1].

jsou Bézierovy ř́ıdićı body ř́ıdićıho polygonu a

B0(t) = (1− t)2, B1(t) = 2t(1− t), B2(t) = t2

jsou kvadratické Bernsteinovy polynomy (bázové funkce).
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Definice: Bézierova ǩrivka

Definice (Bézierova ǩrivka)

Bézierova ǩrivka stupně n má tvar:

x(t) =
n∑

i=0

biB
n
i (t), t ∈ ⟨0, 1⟩,

kde bi jsou ř́ıdićı body a Bn
i (t) jsou Bernsteinovy polynomy stupně n:

Bn
i (t) =

(n
i

)
(1− t)n−iti,

(n
i

)
=

n!

(n− i)!i!
.
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek

▶ Interpolace krajńıch bodů: Bézierova ǩrivka procháźı prvńım a posledńım ř́ıdićım bodem.

▶ Symetrie: Křivka je invariantńı v̊uči obráceńı pǒrad́ı ř́ıdićıch bodů.

▶ Afinńı invariance: Křivka se transformuje stejně jako ř́ıdićı polygon.

▶ Konvexńı obal: Křivka lež́ı v konvexńım obalu ř́ıdićıho polygonu.

▶ Útlum oscilaćı: Křivka se nevlńı v́ıce než ř́ıdićı polygon.

▶ Lineárńı p̌resnost: Pokud ř́ıdićı body lež́ı rovnoměrně na p̌ŕımce, ǩrivka je úsečka.

▶ Pseudolokálńı kontrola: Posun bodu bi nejv́ıce ovlivńı ǩrivku v okoĺı t = i
n
.
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek (1)

Interpolace krajńıch bodů

Bézierova ǩrivka stupně n vždy procháźı prvńımi a posledńımi ř́ıdićımi body:

x(0) = b0, x(1) = bn.

▶ Křivka vždy procháźı prvńım a posledńım kontrolńım bodem.

▶ V krajńıch bodech je ǩrivka tečná k prvńı a posledńı hraně kontrolńıho polygonu.

▶ Ostatńı kontrolńı body ǩrivka neinterpoluje, pouze se ř́ıd́ı tvarem polygonu.

x(0) = b0

b1

b2

x(1) = b3

x(t)

x(0) = b0

b1

b2

b3

b4

x(1) = b5

x(t)
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek (2)

Symetrie

Bézierova ǩrivka definovaná ř́ıdićımi body b0,b1, . . . ,bn je stejná jako ǩrivka definovaná
obráceným polygonem bn,bn−1, . . . ,b0; měńı se jen směr parametrizace.

▶ Křivka nezáviśı na pǒrad́ı zápisu ř́ıdićıho polygonu, pouze na pr̊uběhu parametru t.

▶ Pokud projdeme polygon pozpátku, dostaneme stejný tvar, ale s obráceným směrem
parametrizace (t → 1− t).

b0

b1

b2

b3

x(t)

b3

b2

b1

b0

x(t)
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek (3)

Afinńı invariance

Pokud na ř́ıdićı polygon b0, . . . ,bn aplikujeme afinńı zobrazeńı f , pak výsledná Bézierova ǩrivka
je obrazem původńı ǩrivky pod t́ımto zobrazeńım:

f

(
n∑

i=0

biB
n
i (t)

)
=

n∑
i=0

f(bi)B
n
i (t).

▶ Bézierova ǩrivka se transformuje
”
spolu“ se svým ř́ıdićım polygonem.

▶ To znamená, že můžeme transformovat bud’ ǩrivku, nebo ř́ıdićı body – výsledek je stejný.

b0

b1

b2

b3

x(t)

Φ(b0)

Φ(b1)

Φ(b2)

Φ(b3)

Φ(x(t))
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek (4)

Konvexńı obal

Každý bod x(t) na Bézierově ǩrivce pro t ∈ ⟨0, 1⟩ lež́ı uvniťr konvexńıho obalu ř́ıdićıho polygonu
b0, . . . ,bn.

▶ Křivka nemůže
”
opustit“ oblast vymezenou ř́ıdićımi body.

▶ Tato vlastnost poskytuje praktickou geometrickou kontrolu nad tvarem.

b0

b1

b2

b3

x(t)

b0

b1

b2

b3

b4

b5

x(t)
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Bézierovy ǩrivky www.KMA.zcu.cz

Vlastnosti Bézierových ǩrivek (5)

Útlum oscilaćı

Pokud p̌ŕımka prot́ıná rovinný ř́ıdićı polygon m-krát, pak protne Bézierovu ǩrivku nejvýše m-krát.

▶ Křivka
”
neosciluje“ v́ıc než jej́ı ř́ıdićı polygon.

▶ Prakticky: žádné zbytečné vlňeńı mezi ř́ıdićımi body.

▶ Tato vlastnost zajǐst’uje predikovatelné chováńı ǩrivky p̌ri modelováńı.

b0

b1

b2

b3

b0

b1

b2

b3

b4

b5
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek (6)

Lineárńı p̌resnost

Pokud ř́ıdićı body b0, . . . ,bn lež́ı rovnoměrně na úsečce mezi b0 a bn, pak Bézierova ǩrivka
stupně n je lineárńı interpolace mezi b0 a bn.

▶ Křivka se zjednoduš́ı na úsečku mezi krajńımi body.

▶ Mezilehlé ř́ıdićı body neurčuj́ı nový tvar, pouze podporuj́ı p̌ŕımkovost.

b0 b1 b2 b3

x(t)
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Vlastnosti Bézierových ǩrivek (7)

Pseudolokálńı kontrola

Pokud posuneme i-tý ř́ıdićı bod bi, ǩrivka se nejv́ıce změńı v okoĺı parametru t = i
n
.

▶ Úprava kontrolńıho bodu má nejvěťśı vliv v jeho okoĺı, ale ḿırně ovlivńı celou ǩrivku.

▶ Všechny body na ǩrivce se posunou rovnoběžně se změnou ∆bi.

b0

b1

b2

b3

x(t)

b̃2

x̃(t)
∆b2
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De Casteljauův algoritmus

▶ Ćıl: Pro dané ř́ıdićı body b0, . . . ,bn a konkrétńı volbu parametru t ∈ ⟨0, 1⟩ spoč́ıtat bod
x(t) na Bézierově ǩrivce.

▶ Vycháźıme z ř́ıdićıch bodů:
b0
i = bi.

▶ V každém kroku r = 1, 2, . . . , n spoč́ıtáme nové body:

br
i (t) = (1− t)br−1

i + tbr−1
i+1 , i = 0, . . . , n− r.

▶ Výsledný bod na ǩrivce je:
x(t) = bn

0 (t).

▶ Každý krok provád́ı lineárńı interpolaci mezi body z p̌redchoźıho kroku.

b0
0

b0
1

b0
2

b0
3
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De Casteljauův algoritmus

▶ Ćıl: Pro dané ř́ıdićı body b0, . . . ,bn a konkrétńı volbu parametru t ∈ ⟨0, 1⟩ spoč́ıtat bod
x(t) na Bézierově ǩrivce.

▶ Vycháźıme z ř́ıdićıch bodů:
b0
i = bi.

▶ V každém kroku r = 1, 2, . . . , n spoč́ıtáme nové body:

br
i (t) = (1− t)br−1

i + tbr−1
i+1 , i = 0, . . . , n− r.

▶ Výsledný bod na ǩrivce je:
x(t) = bn

0 (t).

▶ Každý krok provád́ı lineárńı interpolaci mezi body z p̌redchoźıho kroku.

b0
0

b0
1

b0
2

b0
3

b1
0

b1
1

b1
2
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De Casteljauův algoritmus

▶ Ćıl: Pro dané ř́ıdićı body b0, . . . ,bn a konkrétńı volbu parametru t ∈ ⟨0, 1⟩ spoč́ıtat bod
x(t) na Bézierově ǩrivce.

▶ Vycháźıme z ř́ıdićıch bodů:
b0
i = bi.

▶ V každém kroku r = 1, 2, . . . , n spoč́ıtáme nové body:

br
i (t) = (1− t)br−1

i + tbr−1
i+1 , i = 0, . . . , n− r.

▶ Výsledný bod na ǩrivce je:
x(t) = bn

0 (t).

▶ Každý krok provád́ı lineárńı interpolaci mezi body z p̌redchoźıho kroku.
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De Casteljauův algoritmus

▶ Ćıl: Pro dané ř́ıdićı body b0, . . . ,bn a konkrétńı volbu parametru t ∈ ⟨0, 1⟩ spoč́ıtat bod
x(t) na Bézierově ǩrivce.

▶ Vycháźıme z ř́ıdićıch bodů:
b0
i = bi.

▶ V každém kroku r = 1, 2, . . . , n spoč́ıtáme nové body:

br
i (t) = (1− t)br−1

i + tbr−1
i+1 , i = 0, . . . , n− r.

▶ Výsledný bod na ǩrivce je:
x(t) = bn

0 (t).

▶ Každý krok provád́ı lineárńı interpolaci mezi body z p̌redchoźıho kroku.

b0
0

b0
1

b0
2

b0
3

b1
0

b1
1

b1
2

b2
0 b2

1
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De Casteljauův algoritmus

▶ Ćıl: Pro dané ř́ıdićı body b0, . . . ,bn a konkrétńı volbu parametru t ∈ ⟨0, 1⟩ spoč́ıtat bod
x(t) na Bézierově ǩrivce.

▶ Vycháźıme z ř́ıdićıch bodů:
b0
i = bi.

▶ V každém kroku r = 1, 2, . . . , n spoč́ıtáme nové body:

br
i (t) = (1− t)br−1

i + tbr−1
i+1 , i = 0, . . . , n− r.

▶ Výsledný bod na ǩrivce je:
x(t) = bn

0 (t).

▶ Každý krok provád́ı lineárńı interpolaci mezi body z p̌redchoźıho kroku.

b0
0

b0
1

b0
2

b0
3

b1
0

b1
1

b1
2
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0 b2

1
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De Casteljauův algoritmus

▶ Ćıl: Pro dané ř́ıdićı body b0, . . . ,bn a konkrétńı volbu parametru t ∈ ⟨0, 1⟩ spoč́ıtat bod
x(t) na Bézierově ǩrivce.

▶ Vycháźıme z ř́ıdićıch bodů:
b0
i = bi.

▶ V každém kroku r = 1, 2, . . . , n spoč́ıtáme nové body:

br
i (t) = (1− t)br−1

i + tbr−1
i+1 , i = 0, . . . , n− r.

▶ Výsledný bod na ǩrivce je:
x(t) = bn

0 (t).

▶ Každý krok provád́ı lineárńı interpolaci mezi body z p̌redchoźıho kroku.

b0
0

b0
1

b0
2

b0
3

b1
0

b1
1

b1
2

b2
0 b2

1

x(t)
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Bernsteinovy polynomy

▶ Bernsteinovy polynomy stupně n tvǒŕı bázové funkce prostoru všech polynomů stupně
nejvýše n na intervalu t ∈ ⟨0, 1⟩ a maj́ı tvar

Bn
i (t) =

(n
i

)
(1− t)n−iti, pro i = 0, . . . , n.

0 1

1

t

B2
i (t)

0 1

1

t

B3
i (t)

0 1

1

t

B4
i (t)
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Vlastnosti Bernsteinových polynomů

▶ Rozklad jednotky: Pro libovolné t ∈ ⟨0, 1⟩ plat́ı

n∑
i=0

Bn
i (t) = 1.

Tato vlastnost zajǐst’uje, že Bézierova ǩrivka je barycentrická kombinace ř́ıdićıch bodů.

▶ Nezápornost: Pro t ∈ ⟨0, 1⟩ je každý Bernsteinův polynom nezáporný:

Bn
i (t) ≥ 0.

Spolu s rozkladem jednotky to vede ke konvexńımu obalu.

▶ Symetrie:
Bn

i (t) = Bn
n−i(1− t).

Tato vlastnost se odráž́ı v symetrii Bézierových ǩrivek.

▶ Rekurze:
Bn

i (t) = (1− t)Bn−1
i (t) + tBn−1

i−1 (t).

Umožňuje efektivńı výpočet nap̌r. pomoćı de Casteljauova algoritmu.
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Vlastnosti Bernsteinových polynomů

▶ Hodnoty na kraj́ıch:
Bn

i (0) = δi,0, Bn
i (1) = δi,n,

kde

δi,n =

{
1, pro i = n,

0, pro i ̸= n.

Odpov́ıdá interpolaci krajńıch bodů Bézierových ǩrivek.

▶ Lineárńı p̌resnost:
n∑

i=0

i

n
Bn

i (t) = t.

Bézierovy ǩrivky p̌resně interpoluj́ı úsečku mezi krajńımi body.

▶ Jediné maximum: Každý Bn
i (t) má maximum v

t =
i

n
,

což souviśı s pseudolokálńı kontrolou tvaru.
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Konverze mezi monomickou a Bernsteinovou báźı

▶ Necht’ p(t) je polynom stupně n ve tvaru:

p(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n =
n∑

i=0

ait
i.

▶ Ten lze také vyjáďrit pomoćı Bernsteinovy báze:

p(t) =
n∑

i=0

biB
n
i (t), Bn

i (t) =
(n
i

)
(1− t)n−iti.

▶ Existuje matice p̌rechodu Tn, která p̌revád́ı koeficienty:
b0
b1
...
bn

 = Tn


a0
a1
...
an

 .

▶ Pro n = 2, 3:b0
b1
b2

 =

 1 0 0
−2 2 0
1 −2 1

a0
a1
a2


︸ ︷︷ ︸

n=2

,


b0
b1
b2
b3

 =


1 0 0 0
−3 3 0 0
3 −6 3 0
−1 3 −3 1



a0
a1
a2
a3


︸ ︷︷ ︸

n=3

.
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Fergusonova kubika (kubická Hermitova ǩrivka)

▶ James C. Ferguson, působ́ıćı v 60. letech ve společnosti Boeing (Seattle, USA), publikoval
v roce 1964 koncept Hermitovské kubické interpolace, známý jako Fergusonova kubika.

▶ Fergusonova kubika je definována dvěma body p0,p1 a dvěma tečnými vektory t0, t1:

x(t) = p0H0(t) + t0H1(t) + t1H2(t) + p1H3(t), t ∈ ⟨0, 1⟩,

kde Hi(t) jsou Hermitovy bázové funkce:

H0(t) = B3
0(t) +B3

1(t) = 2t3 − 3t2 + 1,

H1(t) =
1
3
B3

1(t) = t3 − 2t2 + t,

H2(t) =
1
3
B3

2(t) = − t3 + t2,

H3(t) = B3
2(t) +B3

3(t) = − 2t3 + 3t2.

p0

t0

p1

t1

x(t)

p0

t0

x(t)

t1

p1
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Skládáńı Bézierových ǩrivek

▶ Pro deľśı volné ǩrivky lze spojit v́ıce ńızkostupňových Bézierových ǩrivek (stupně 2 nebo 3).

▶ V napojovaćıch bodech chceme zajistit:

▶ stejnou tečnu (kvadratické ǩrivky),
▶ p̌ŕıpadně i stejnou ǩrivost (kubické a vyš̌śı ǩrivky).

▶ U složených Bézierových ǩrivek lze zajistit tečnou spojitost, ale dosažeńı stejné ǩrivosti v
napojovaćıch bodech je už komplikované.

▶ Omezeńı Bézierových a složených Bézierových ǩrivek vedlo k zavedeńı B-spline ǩrivek.
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Osnova

1 CAGD

2 Bézierovy ǩrivky

3 B-spline ǩrivky

4 Racionálńı techniky

5 Subdivizńı ǩrivky
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B-spline ǩrivky – pojem a historie

▶ B-spline ǩrivky = ǩrivky složené z Bézierových segment̊u stejného stupně.

▶ Segmenty jsou spojeny automaticky s maximálńı možnou spojitost́ı (stejná tečna,
stejná ǩrivost, pokud je to možné).

▶ Výhody:

▶ Snadněǰśı manipulace a editace než u složených Bézierových ǩrivek,
▶ Lépe sleduj́ı tvar kontrolńıho polygonu,
▶ Sd́ıĺı užitečné vlastnosti Bézierových ǩrivek (afinńı invariance, konvexńı obal, atd.).

▶ Historie:

▶
”
Spline“ = pružná lǐsta použ́ıvaná lodńımi staviteli pro kresleńı hladkých ǩrivek,

▶ B-spline = basis spline, pojem zaveden I. J. Schoenbergem,
▶ Bézierova ǩrivka je speciálńım p̌ŕıpadem B-spline ǩrivky.
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B-spline bázové funkce

Definice (B-spline báze)

Necht’ U = {t0, . . . , tm} je uzlový vektor, tj. neklesaj́ıćı posloupnost reálných č́ısel. i-tá B-spline
funkce stupně p je definována rekurźı:

Ni,0(u) =

{
1, ti ≤ u < ti+1,

0, jinak,

Ni,p(u) =
u− ti

ti+p − ti
Ni,p−1(u) +

ti+p+1 − u

ti+p+1 − ti+1
Ni+1,p−1(u).

▶ Nezápornost a kompaktńı nosič (funkce je nenulová pouze) na intervalu ⟨ti, ti+p+1).

▶ Na každém intervalu ⟨tj , tj+1) je nenulových nejvýše p+ 1 funkćı.

▶ Plat́ı
∑

i Ni,p(u) = 1.

0

1

1 2 3 4 5 t

N0
i (t)

0

1

1 2 3 4 5 t

N1
i (t)

0

1

1 2 3 4 5 t

N2
i (t)

bázové funkce Np
i (t) pro p = 0, 1, 2 a uniformńı uzlový vektor

U = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 31 / 54
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Definice B-spline ǩrivky

Definice (B-spline ǩrivka)

Necht’ máme n+1 kontrolńıch bodů d0, . . . ,dn, uzlový vektor U = {t0, . . . , tm} a stupeň p, kde
m = n+ p+ 1. B-spline ǩrivka stupně p je

c(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)di, u ∈ ⟨tp, tm−p⟩.
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Otev̌rená B-spline ǩrivka

▶ Pokud jsou všechny uzly r̊uzné, tj.

t0 < t1 < · · · < tm (open knot vector),

dostáváme tzv. otev̌renou B-spline ǩrivku.

▶ Otev̌rená B-spline ǩrivka neprocháźı prvńım ani posledńım kontrolńım bodem.

▶ Použ́ıvá se nap̌r. uniformńı uzlový vektor, kde jsou rozd́ıly mezi sousedńımi uzly konstantńı:

ti+1 − ti = h = konst.

Uzly tak tvǒŕı aritmetickou posloupnost, nap̌r.

U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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Clamped B-spline ǩrivka

▶ Pokud maj́ı koncové uzly násobnosti p+ 1, tj.

t0 = · · · = tp, tm−p = · · · = tm (clamped),

dostáváme tzv. clamped B-spline ǩrivku.

▶ clamped B-spline ǩrivka procháźı prvńım a posledńım kontrolńım bodem a je tečná k prvńı
a posledńı hraně kontrolńıho polygonu.

0

1

1 2 3 4 5 t

N1
i (t)

{0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5}
0

1

1 2 3 4 5 t

N2
i (t)

{0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5}
0

1

1 2 3 4 5 t

N3
i (t)

{0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5, 5}
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Uzav̌rená B-spline ǩrivka

▶ Pokud jsou prvńı a posledńı segment B-spline ǩrivky spojeny tak, že

c(k)(t0) = c(k)(tm) pro k = 0, 1, . . . , p− 1,

dostáváme tzv. uzav̌renou (closed) B-spline ǩrivku. Křivka i jej́ı derivace až do řádu p− 1
jsou spojité v ḿıstě spojeńı.

▶ Uzav̌renost se dosahuje periodickým rozš́ı̌reńım uzlového vektoru a kontrolńıch bodů:

dn+i = di, tm+i = ti + (tm − t0),

tedy opakováńım prvńıch p kontrolńıch bodů na konci.
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Spojitost B-spline ǩrivky v uzlech

▶ Spojitost B-spline ǩrivky v uzlových bodech záviśı na násobnosti uzlu r.

▶ Pokud má uzel ti násobnost r, pak je ǩrivka v tomto bodě spojitá řádu C p−r.

▶ Důsledky:

▶ všechny uzly jednoduché (r = 1) ⇒ spojitost Cp−1,
▶ uzel dvojnásobný (r = 2) ⇒ spojitost Cp−2,
▶ uzel s násobnost́ı r = p ⇒ pouze spojitost C0 (spojitá, ale nehladká).

▶ Zvyšováńı násobnosti uzlu tedy snižuje hladkost ǩrivky v daném ḿıstě.

kvadratická clamped B-spline ǩrivka:

U = {0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5} U = {0, 0, 0, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 4}
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Vlastnosti B-spline ǩrivek

▶ Lokálńı kontrola: změna di ovlivńı jen úsek ⟨ti, ti+p+1).

▶ Silný konvexńı obal: na intervalu ⟨tj , tj+1) lež́ı c(u) v konvexńım obalu p+ 1 bodů.

▶ Spojitost: ř́ızena násobnost́ı uzl̊u.

▶ Afinńı invariance: afinńı transformace kontrolńıch bodů = afinńı transformace ǩrivky.

▶ Útlum oscilaćı: ǩrivka nemá v́ıce pr̊useč́ık̊u s p̌ŕımkou než kontrolńı polygon.

▶ Bézierovy ǩrivky jsou speciálńım p̌ŕıpadem B-splinů (n = p).
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Motivace: kružnice jako racionálńı ǩrivka

▶ Polynomiálńı ǩrivky (nap̌r. Bézierovy nebo B-spline) nemohou p̌resně popsat kružnici.

▶ Rovnice kružnice
x2 + y2 = 1

neńı splnitelná pro žádné polynomiálńı funkce x(u), y(u).

▶ Pomoćı polynomiálńıch segment̊u lze kružnici pouze aproximovat.

▶ Poťrebujeme racionálńı ǩrivky.

Uzav̌rená B-spline ǩrivka stupně 8:
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Osnova
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2 Bézierovy ǩrivky

3 B-spline ǩrivky

4 Racionálńı techniky

5 Subdivizńı ǩrivky
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Racionálńı techniky www.KMA.zcu.cz

Racionálńı techniky – úvod

▶ Racionálńı parametrické ǩrivky a plochy jsou kĺıčové v poč́ıtačovém geometrickém
modelováńı.

▶ Historicky: počátky CAD systémů stavěly na kuželosečkách a kvadratických plochách.

▶ Kuželosečky se použ́ıvaly nap̌r. v leteckém pr̊umyslu (Ford, Boeing).

▶ Poťreba jednotného formátu pro výměnu dat vedla k vývoji NURBS (Non-Uniform Rational
B-Splines).

▶ NURBS byly zavedeny ve Versprillově disertaci a standardizovány v softwaru I-DEAS
(Integrated Design and Engineering Analysis Software), což byl jeden z prvńıch
integrovaných CAD/CAE systémů.

▶ Dnes jsou NURBS ned́ılnou součást́ı formát̊u IGES a STEP, a standardem v komerčńıch
CAD baĺıćıch.

▶ IGES (Initial Graphics Exchange Specification) je stařśı standardńı formát pro výměnu
geometrických dat mezi CAD systémy.

▶ STEP (ISO 10303, Standard for the Exchange of Product model data) je moderněǰśı a
obecněǰśı standard pro výměnu CAD model̊u včetně topologie a struktury.

▶ Algoritmy pro Bézierovy ǩrivky a plochy lze snadno zobecnit na racionálńı p̌ŕıpad.
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NURBS ǩrivky – definice

Definice (NURBS ǩrivka)

NURBS ǩrivka (Non-Uniform Rational B-Spline) stupně p je parametrická ǩrivka definovaná
kontrolńımi body di ∈ Rn, n = 2, 3, vahami wi > 0 a uzlovým vektorem U = {t0, t1, . . . , tm},
kde m = n+ p+ 1:

c(u) =

n∑
i=0

Ni,p(u)wi di

n∑
i=0

Ni,p(u)wi

, u ∈ ⟨tp, tm−p⟩.

kde Ni,p(u) jsou B-spline bázové funkce stupně p.

▶
”
Non-Uniform“ znamená, že uzlový vektor nemuśı být rovnoměrný (ale může být).

▶
”
Rational“ označuje, že jde o zobecněńı polynomiálńıch B-spline ǩrivek – d́ıky vahám wi.
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NURBS ǩrivky – geometrická interpretace

▶ Mějme kontrolńı body d0, . . . ,dm, které vlož́ıme do roviny z = 1.

▶ Z počátku vedeme p̌ŕımky Li k bodům di a posuneme po nich body do nových pozic d∗
i .

▶ Body d∗
i tvǒŕı kontrolńı polygon prostorové B-spline ǩrivky c∗(u).

▶ Centrálńı projekćı této ǩrivky do roviny z = 1 vznikne rovinná NURBS ǩrivka c(u).
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NURBS ǩrivky – váhy

▶ Zvýšeńı váhy wi p̌ritahuje ǩrivku k odpov́ıdaj́ıćımu kontrolńımu bodu di.

▶ Sńıžeńı váhy wi naopak oddaluje ǩrivku od bodu di.

▶ Váhy jsou tedy smysluplný tvarový parametr – umožňuj́ı lokálńı ř́ızeńı tvaru ǩrivky.

▶ Z geometrické konstrukce plyne, že změna váhy wi odpov́ıdá posunu bodu d∗
i prostorové

B-spline ǩrivky po p̌ŕımce Li.

▶ Posun jednoho kontrolńıho bodu ovlivňuje pouze lokálńı část ǩrivky – tedy i změna jedné
váhy má lokálńı účinek.
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B-spline ǩrivky jako speciálńı NURBS

▶ B-spline ǩrivka je zvláštńı p̌ŕıpad NURBS ǩrivky, kde všechny váhy jsou stejné:

w0 = w1 = · · · = wn = w.

▶ Skutečnou NURBS ǩrivku dostaneme pouze tehdy, když alespoň jedna váha wi je odlǐsná
od ostatńıch.
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NURBS ǩrivky – designové parametry

▶ Každá Bézierova i B-spline ǩrivka je speciálńım p̌ŕıpadem NURBS ǩrivky.

▶ Následuj́ıćı p̌rehled shrnuje, jaké designové parametry může uživatel nastavovat:

Typ ǩrivky Kontrolńı body Stupeň Uzlový vektor Váhy
Bézier ✓
B-spline ✓ ✓ ✓
NURBS ✓ ✓ ✓ ✓

▶ U Bézierovy ǩrivky lze měnit pouze kontrolńı body, stupeň a uzlový vektor jsou implicitně
pevně dány a váhy jsou všechny rovny 1.

▶ U B-spline ǩrivky lze volit kontrolńı body, stupeň a uzlový vektor, ale váhy jsou opět
wi = 1.

▶ Pouze u obecné NURBS ǩrivky lze nastavovat všechny čty̌ri parametry: kontrolńı body,
stupeň, uzlový vektor i váhy.

▶ NURBS ǩrivky zároveň děd́ı vlastnosti B-spline ǩrivek: lokálńı ř́ızeńı tvaru a konvexńı obal.
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NURBS ǩrivky – kuželosečky jako speciálńı p̌ŕıpady

▶ Kuželosečky lze reprezentovat jako speciálńı NURBS ǩrivky se ťremi kontrolńımi body
d0,d1,d2 a odpov́ıdaj́ıćımi vahami w0, w1, w2.

▶ Volbou vah źıskáme oblouky paraboly, hyperboly, elipsy i kružnice:

Kuželosečka w0 w1 w2

Parabola 1 1 1
Hyperbola 1 > 1 1
Elipsa 1 < 1 1
Kružnice 1 sin(φ/2) 1
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Osnova
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4 Racionálńı techniky

5 Subdivizńı ǩrivky
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Subdivizńı ǩrivky – základńı princip

▶ Subdivizńı ǩrivky vznikaj́ı iterativńım zp̌resňováńım (refinaćı) zadaného hrubého
kontrolńıho polygonu, dokud v limitě nedostaneme hladkou ǩrivku.

▶ S pojmem subdivize jsme se setkali již u de Casteljauova algoritmu pro generováńı
Bézierovy ǩrivky.

▶ Vlastnost subdivize znamená, že kontrolńı polygon lze opakovaně zp̌resňovat tak, že
sekvence těchto polygonů rychle konverguje k Bézierově ǩrivce.

▶ Proces lze chápat jako
”
ǒrezáváńı rohů“ – v každé iteraci oďrezáváme vrcholy aktuálńıho

polygonu, č́ımž se jeho tvar postupně vyhlazuje.
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Subdivizńı ǩrivky – definice a historie

▶ Subdivizńı ǩrivka je polygon určený dvěma entitami:

▶ kontrolńımi body a
▶ úrovńı subdivize (refinace) k.

▶ Mluv́ıme tedy o
”
subdivizńı ǩrivce úrovně k dané kontrolńımi body“.

▶ Podle typu algoritmu rozlǐsujeme aproximačńı a interpoluj́ıćı subdivize.

▶ Př́ıklady algoritmů:

▶ Chaikinův algoritmus – generuje kvadratické B-spline ǩrivky.
▶ Lane–Riesenfeldův algoritmus – zobecněńı Chaikina, v limitě dává uniformńı B-spline

ǩrivku stupně n.
▶ Čty̌rbodové schéma – interpolačńı subdivize (ǩrivka procháźı kontrolńımi body).

▶ Historie:

▶ Myšlenka
”
ǒrezáváńı rohů“ (corner cutting) sahá až k G. de Rahmovi (1947), který

popsal tzv.
”
ťretinové“ a později

”
čtvrtinové“ děleńı (v 1/4 a 3/4).

▶ G. Chaikin nezávisle znovuobjevil roku 1974 algoritmus s děleńım v 1/4 a 3/4 pro
rychlé generováńı hladkých ǩrivek na poč́ıtači.

▶ Tento postup se stal známým jako Chaikinův algoritmus.
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Chaikinův algoritmus – aproximačńı subdivize

▶ VSTUP: kontrolńı polygon.

▶ V každém kroku subdivize provedeme ǒrezáńı rohů (corner cutting):

▶ každou hranu rozděĺıme v poměrech 1/4 a 3/4 pomoćı lineárńı interpolace,
▶ nové body propoj́ıme a vytvǒŕıme tak nový polygon.

▶ Opakováńım procesu źıskáme posloupnost polygonů, která v limitě konverguje ke
kvadratické uniformńı B-spline ǩrivce.

▶ Chaikinův algoritmus je p̌ŕıklad aproximačńı subdivize – výsledná ǩrivka neprocháźı
vstupńımi kontrolńımi body.

▶ Pro otev̌rený kontrolńı polygon je nutná modifikace: prvńı a posledńı hrana se děĺı pouze
jednou – v jej́ım sťredu.
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Chaikinův algoritmus – metoda
”
split and average“

▶ Chaikinův ǒrezávaćı algoritmus lze chápat také jako postup rozděl a zpr̊uměruj.

▶ Každý krok subdivize se skládá ze dvou fáźı:

1 Rozděleńı (split): do každé hrany vlož́ıme jej́ı sťred, č́ımž vznikne nový polygon s
dvojnásobným počtem vrchol̊u.

2 Pr̊uměrováńı (average): pro všechny hrany nového polygonu vypočteme jejich sťredy
(pr̊uměry sousedńıch bodů).

▶ Spojeńım těchto nových vrchol̊u źıskáme polygon pro daľśı krok subdivize.

▶ V limitě tento proces vede opět ke kvadratické uniformńı B-spline ǩrivce.
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Lane–Riesenfeldův algoritmus

▶ Roku 1980 Lane a Riesenfeld zobecnili Chaikinův postup na
”
split and n× average“.

▶ V limitě vzniká uniformńı B-spline ǩrivka stupně n+ 1.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 52 / 54
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Čty̌rbodové schéma – interpolačńı subdivize

▶ Na rozd́ıl od Chaikinova algoritmu má výsledná ǩrivka body interpolovat.

▶ Dubuc (1986) ukázal, že z bodů pi−1,pi,pi+1,pi+2 lze vytvǒrit nový bod podle vztahu:

p new
i = − 1

16
pi−1 + 9

16
pi +

9
16

pi+1 − 1
16

pi+2.

▶ Součet koeficient̊u
(−1 + 9 + 9− 1)/16 = 1

zaručuje geometrický smysl schématu.

▶ Koeficienty byly odvozeny matematicky z jednoznačně určené kubické ǩrivky interpoluj́ıćı
čty̌ri dané body.
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Čty̌rbodové schéma – obecná forma

▶ Obecněǰśı tvar čty̌rbodového schématu je dán vztahem

p new
i = −wpi−1 +

(
1
2
+ w

)
pi +

(
1
2
+ w

)
pi+1 − wpi+2.

▶ Pro
w = 1

16

dostáváme původńı Dubucovo čty̌rbodové schéma.

▶ Ne všechny hodnoty parametru w však vedou k hladké limitńı ǩrivce.
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