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Geometrické modelovani — CAGD
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» CAGD (Computer Aided Geometric Design) je oblast na pomezi
matematiky, poéitacové grafiky a inZzenyrského navrhu, ktera se zabyva
konstrukei a reprezentaci k¥ivek, ploch a objemi volnych tvard.

> Termin CAGD byl zaveden R. Barnhillem a R. Riesenfeldem pf¥i
konferenci na University of Utah (1974).

> Prvni &asopis: Computer Aided Geometric Design, zaloZeny 1984.
> Hlavni stavebni kameny CAGD:
> KFivky: Bézierovy, B-spline, NURBS, subdivision k¥ivky.
> Plochy: Coonsovy, Bézierovy, B-spline a NURBS plochy.
> Algoritmy: interpolace, aproximace, subdivize, optimalizace tvaru.
> CAGD tvof¥i teoreticky zdklad modernich systémi CAD/CAE/CAM pouZivanych
v automobilovém, leteckém a strojirenském primyslu.
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CAGD

Digitdlni Yetézec priimyslového navrhu

>

»

CAGD poskytuje matematicky zdklad (k¥ivky, plochy), na kterém stoji cely primyslovy
navrhovy proces.
CAD (Computer Aided Design)
» Navrh tvaru vyrobku pomoci k¥ivek, ploch a téles.
> Vystupem je pfesna geometricka reprezentace.
CAE (Computer Aided Engineering)
> Fyzikalni simulace navrZené geometrie (pevnost, deformace, proud&ni, teplo).
> Vystupem je ovéfeni funkénosti a bezpecnosti navrhu.
CAM (Computer Aided Manufacturing)

> P¥evod geometrie na drahy nastroje pro CNC stroje.
> Vystupem je program pro vyrobu (nap¥. G-kéd — seznam pohybi a p¥ikazi pro stroj).

CAD CAE

Névrh Simulace
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CAGD

Struéna historie CAGD

> Potatky CAGD sahaji do 40.-50. let 20. stoleti, kdy v leteckém a automobilovém priimyslu
vznikla potfeba matematického popisu kfivek a ploch volnych tvari.

> Hlavni motivaci bylo:

> Digitaln& ulozit navrh plochy,
> PYenést geometrii na &islicové Fizené obrabéci stroje (NC, CNC).

> Tyto praktické dkoly vedly k vyvoji algoritmi, které bylo moZné implementovat na
pocitacich — tim vznikl zdklad Computer Aided Geometric Design.

> Prikopnici ploch volnych tvari:

> R. Liming a J. Ferguson (Boeing, USA) — prvni numerické metody pro ndvrh
leteckych ploch.

> S. Coons (MIT) — Coonsovy plochy, prvni matematicky model plochy volného tvaru.

> M. Sabin (British Aircraft Corporation) — matematické podminky spojitosti mezi
plochami a vyvoj ranych B-spline technik.

> P. de Casteljau (Citroén) — algoritmus pro konstrukci Bézierovych kFivek.

> P. Bézier (Renault) — priimyslové vyuZiti k¥ivek a ploch ve vyrob& (UNISURF).

> Pozadavky primyslu formovaly matematiku: vznikly ndstroje, které dnes tvofi zdklad v8ech
modernich CAD systémd.

> CAGD se tak stalo mostem mezi matematikou, grafikou a primyslovym designem.
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Paul de Casteljau a Pierre Bézier

> Paul de Casteljau (Citroén, od 1959):

> Vyvinul metody pro ndvrh kfivek a ploch.
> Pouzil Bernsteinovy polynomy a zaved| tzv. de Casteljautiv algoritmus.
> Ptelom: pouZivani ¥idicich polygoni — ndvrh tvaru k¥ivky pomoci bodd, které na
kFivce neleZi.
> Citroén dlouho vysledky tajil; vefejné uznani pfislo az koncem 70. let.
> Pierre Bézier (Renault, 1960s):

> Vyvijel podobné metody nezdvisle na Citroénu.
> Renaultiv systém UNISURF byl zaloZzen na Bézierovych k¥ivkach a plochach.

> Ovlivnil vyvoj CAD systémii, nap¥. CATIA (Computer Aided Three-dimensional
Interactive Application).




K¥ivky volnych tvari

> Historicky se pfi navrhu pouZivaly kruZnice a kuZelosecky.
> Hladké kfivky volnych tvari, ¥izené malym poctem Fidicich bodd, jsou moderni néstroje,
rozvijené od 50. let 20. stoleti.
Hlavni typy kfivek volnych tvara:
> Bézierovy k¥ivky — zdkladni konstrukce, de Casteljauiiv algoritmus.
> B-spline kFivky — lokaIni kontrola tvaru, generovani pomoci d&leni (subdivision).

> NURBS k¥ivky — jemné doladéni pomoci vah; umi popsat i kuZelose&ky.
Bézier curve B-spline curve NURBS curve

control polygon
| control point
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CAGD

Jak navrhujeme k¥ivky volnych tvar(?

> P¥i ruénim kresleni zavisi kvalita kfivky na dovednosti kreslite a pfipadn& na mechanickych

pomiickdch (nap¥. pruzné listy — spline).
>V CAD softwaru tento p¥istup napodobujeme:
> Bézierovy, B-spline a NURBS k¥ivky jsou uréeny né€kolika Fidicimi body spojenymi

Fidicim polygonem.
> Hladka k¥ivka je pak automaticky dopocitdna geometrickym algoritmem.

> Vyhody:

> Rychly vstup (pér ¥idicich bodii misto stovek ru¢n& kreslenych).
> Snadn3 lprava tvaru pres posun Fidicich boda.

T
move /
control /

point /

freeform curve

control polygon
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Dva pfistupy k navrhu kfivek

Interpolace
Navrha¥ zadd nékolik bodi, kterymi ma k¥ivka pfesn& prochazet.
Daéle se mohou doplnit dalsi geometrické podminky, nap¥.
te¢né sméry v interpola&nich bodech,
k¥ivosti v interpolagnich bodech.
Aproximace
Navrha¥ ur&i hruby , lomeny“ Fidici polygon.
Algoritmus spotitd hladkou k¥ivku, kterd se polygonu p¥ibliZuje, ale obecn& jim neprochazi.
K¥ivka interpoluje prvni a posledni Fidici bod.

interpolating curve with tangent directions approximating curve

10
last

control point

first
control point

"°6
point
tangent direction control polygon
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Bézierovy kFivky

Bézierovy techniky

Co jsou Bézierovy techniky?

Geometricky intuitivni metoda pro popis a manipulaci s polynomidlnimi k¥ivkami a
plochami.
Zakladni néstroj v 3D modelovani a CAGD.

Prot jsou dilezité?

UmoZiiuji kreativni ndvrh diky préci s fidicimi body.

Maji vybornou numerickou stabilitu, tedy odolnost viiéi zaokrouhlovacim chybdm.
Co zahrnuji?

K¥ivky, obdélnikové plochy, trojiihelnikové plochy.
Z3aklad pro pokrotilej$i metody jako B-spliny a NURBS k¥ivky a plochy.
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Motivace: kvadraticka Bézierova kfivka

> UvaZujme parametrickou kfivku ve 2D:

x(t) = [x(t), y(t)] = [t,1 -t + 7]

> Ekvivalentni z3pis:
x(t) = ag + ait + ast?

kde
ap = [07 1}7 ar = [17 _1]7 az = [07 1]

jsou koeficienty k¥ivky a 1,t,t2 tvo¥i kvadratickou monomickou bazi.
> Polynomialni k¥ivku lze vyjad¥it vzhledem k riznym bazim, napft.

x(t) = bo(1 — t)2 + 2b1t(1 — t) + bat?,

kde
bo = [0, 1] b—{l 1} by = [1,1]
0 = Y 1], 1= 27 2 ) 2 = [4, 1].
jsou Bézierovy ¥idici body Fidiciho polygonu a
Bo(t) = (1—t)?, Bi(t)=2t(1—1t), Ba2(t)=1¢*

jsou kvadratické Bernsteinovy polynomy (bazové funkce).
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Bézierovy k¥ivky

Definice: Bézierova k¥ivka

Definice (Bézierova kfivka)

Bézierova kFivka stupn& n ma tvar:

n
x(t) => b;BJ'(t), te€(0,1),
i=0
kde b; jsou Fidici body a B}*(t) jsou Bernsteinovy polynomy stupné n:

B} (t) = (T;) (1— )", (n> _ n!

i (n — )kl
v
cubic Bézier curve Bézier curve of degree 4 Bézier curve of degree 5
with a loop
bZ
bZ
b3
bl]

KMA/GKP Geometrie k¥ivek a ploch
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Bézierovy kfivky

Vlastnosti Bézierovych kfivek

vV VY VvV VvV VvV VvYYy

Interpolace krajnich bodi: Bézierova k¥ivka prochazi prvnim a poslednim ¥idicim bodem.
Symetrie: K¥ivka je invariantni vi&i obrdceni po¥adi Fidicich bodi.

Afinni invariance: K¥ivka se transformuje stejné& jako ¥idici polygon.

Konvexni obal: K¥ivka leZi v konvexnim obalu ¥idiciho polygonu.

Utlum oscilaci: K¥ivka se nevIni vice ne¥ ¥idici polygon.

Linedrni pfesnost: Pokud Fidici body leZi rovnom&rné na p¥imce, k¥ivka je tsetka.

Pseudolokalni kontrola: Posun bodu b; nejvice ovlivni k¥ivku v okoli ¢t = %

14 / 54
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (1)

Interpolace krajnich bodd

Bézierova kFivka stupné n vzdy prochazi prvnimi a poslednimi ¥idicimi body:

x(0) = by, x(1) =bn.

> K¥ivka vZdy prochazi prvnim a poslednim kontrolnim bodem.
>V krajnich bodech je k¥ivka te€na k prvni a posledni hran& kontrolniho polygonu.

> Ostatni kontrolni body k¥ivka neinterpoluje, pouze se ¥idi tvarem polygonu.

x(1) = bs

bo

x(t)

X(O) = b() X(l) = bS

KMA/GKP Geometrie kFivek a ploch 15 / 54
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (2)

Bézierova k¥ivka definovand ¥idicimi body bg, b1, ..., by, je stejnd jako k¥ivka definovana
obracenym polygonem by,,b,—1,...,bg; méni se jen smér parametrizace.

> KFivka nezavisi na pofadi zapisu ¥idiciho polygonu, pouze na prib&hu parametru t.

> Pokud projdeme polygon pozpatku, dostaneme stejny tvar, ale s obracenym smérem
parametrizace (t — 1 —t).

b2 bl

x(t) x(t)

bo b3 b3 bo
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (3)

Afinni invariance

Pokud na Fidici polygon by, ..., by, aplikujeme afinni zobrazeni f, pak vysledna Bézierova k¥ivka
je obrazem plvodni kfivky pod timto zobrazenim:

f (Z biB,-"(t)> =Y f(b:) BL(t).
1=0

1=0

> Bézierova kfivka se transformuje ,,spolu” se svym Fidicim polygonem.

> To znamend, Ze miZeme transformovat bud k¥ivku, nebo ¥idici body — vysledek je stejny.

®(by)

®(bo)

bo
@(b2)
x(t)
bo bs ®(bs)
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (4)

Konvexni obal

KaZdy bod x(t) na Bézierov& kFivce pro ¢ € (0, 1) leZi uvnitf konvexniho obalu Fidiciho polygonu
bo,. .., bn.

> K¥ivka nemize , opustit" oblast vymezenou F¥idicimi body.

> Tato vlastnost poskytuje praktickou geometrickou kontrolu nad tvarem.

b1
by

S x(t)
x(t)

b2
b() b3 b4
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (5)

Pokud p¥imka protind rovinny Fidici polygon m-krat, pak protne Bézierovu kfivku nejvyse m-krat.

> KF¥ivka , neosciluje vic neZ jeji ¥idici polygon.
> Prakticky: Zadné zbyte&né viiieni mezi ¥idicimi body.

> Tato vlastnost zajistuje predikovatelné chovani k¥ivky p¥i modelovani.

b1
b,

b2 b3

bo by

bo bs by
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (6)

Linedrni pFesnost

Pokud ¥idici body by, ..., by leZi rovhomé&rn& na lseéce mezi by a by, pak Bézierova k¥fivka
stupné& n je linearni interpolace mezi by a by,.

> K¥ivka se zjednodudi na dsetku mezi krajnimi body.

> Mezilehlé Fidici body neur&uji novy tvar, pouze podporuji p¥fimkovost.
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Vlastnosti Bézierovych k¥ivek (7)

Pseudolokalni kontrola

Pokud posuneme i-ty ¥idici bod b;, k¥ivka se nejvice zméni v okoli parametru ¢t = %

> Uprava kontrolniho bodu m3a nejvé&tsi vliv v jeho okoli, ale mirn& ovlivni celou k¥ivku.

> V3echny body na kF¥ivce se posunou rovnob&zn& se zmé&nou Ab;.

bo b3
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Bézierovy kfivky
Casteljauliv algoritmus

Cil: Pro dané Fidici body by, ..., by, a konkrétni volbu parametru ¢ € (0, 1) spo&itat bod
x(t) na Bézierov& kFivce.
Vychazime z ¥idicich bodi:

b) = b;.

V kazdém kroku r = 1,2, ..., n spo&itdme nové body:

bi(t)=1-t)b/ "' +tb/ |, i=0,...,n—r

Vysledny bod na kFivce je:
x(t) = bg (1)

KaZdy krok provadi linearni interpolaci mezi body z pfedchoziho kroku.
b?
b5
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Bézierovy k¥ivky

Bernsteinovy polynomy

> Bernsteinovy polynomy stupné n tvofi bazové funkce prostoru viech polynomi stupné&
nejvySe n na intervalu t € (0,1) a maji tvar

B (t) = (?)(1 — 0" proi=0,...,n.

1 1 1
)BZZ B} (t) Bi(t)
0 1 ¢t 0 1t

0 1t
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Bézierovy kFivky

Vlastnosti Bernsteinovych polynomii

> Rozklad jednotky: Pro libovolné ¢t € (0, 1) plati

iB{‘(t) =1.

i=0
Tato vlastnost zajituje, Ye Bézierova k¥ivka je barycentrickd kombinace ¥idicich bodi.

> Nezdpornost: Pro ¢t € (0,1) je kaZdy Bernsteindv polynom nezdporny:
B (t) > 0.
Spolu s rozkladem jednotky to vede ke konvexnimu obalu.
> Symetrie:
Bj'(t) = By _;(1 —1).
Tato vlastnost se odrdzi v symetrii Bézierovych kFivek.

» Rekurze:
By(t) = (1—t) B}~ '(t) + t B} (¢).

UmoZiiuje efektivni vypolet nap¥. pomoci de Casteljauova algoritmu.

24 / 54



Bézierovy kFivky

Vlastnosti Bernsteinovych polynomii
» Hodnoty na krajich:
B'(0) = 65,0, B (1) =in,

5 = 1, proi=mn,
"™ 710, prod # .

kde

Odpovidd interpolaci krajnich bodl Bézierovych kFivek.

P Linearni pfesnost:
n

>

=0

BI'(t) =t.

3|

Bézierovy k¥ivky pFesné interpoluji Gse¢ku mezi krajnimi body.
> Jediné maximum: Kazdy BJ*(t) ma maximum v
t=—,
n

coz souvisi s pseudolokalni kontrolou tvaru.



Bézierovy kFivky

Konverze mezi monomickou a Bernsteinovou bazi
Necht p(t) je polynom stupn& n ve tvaru:
p(t) = a0+ art + azt? + -+ ant” =3 a;t'.
i=0

Ten lze také vyjad¥it pomoci Bernsteinovy baze:

n
() = > b:Brw,  Brw=(7)a-omir
. )
=0
Existuje matice pfechodu T, kterd prevadi koeficienty:
bo ao
b1 al
=T,
b, an
Pron = 2,3:
bo 1 0 0 a0 bo 1 0 0 o0 ag
b1 -3 3 0 0 al
b1 | =1 -2 2 0 ai |, =
b 1 9 1 as bo 3 —6 3 0 a2
2 b3 -1 3 -3 1 as
n=2
n=3
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Fergusonova kubika (kubickd Hermitova k¥ivka)

> James C. Ferguson, pusobici v 60. letech ve spoletnosti Boeing (Seattle, USA), publikoval
v roce 1964 koncept Hermitovské kubické interpolace, znamy jako Fergusonova kubika.

> Fergusonova kubika je definovana dvéma body po, p1 a dvéma te¢nymi vektory to,t1:
x(t) = poHo(t) + toH1(t) + t1 Ha(t) + p1Hz(t), t€(0,1),

kde H;(t) jsou Hermitovy bazové funkce:

Ho(t) = B3(t) + B3(t) =23 —3t2 +1,
Hy(t) = 1B}(t) =3 — 2% ¢,
Ha(t) = $B3(t) = — 3442,
Hs(t) = B3(t) + B3(t) = —2t3 +3¢%.
to x(t)
to t1
Po P1
x(t)
t1 Po P1

KMA/GKP Geometrie kfivek a ploch 27 / 54



Bézierovy kFivky

Skladani Bézierovych k¥ivek

Pro del3i volné kFivky lze spojit vice nizkostupiiovych Bézierovych k¥ivek (stupn& 2 nebo 3).

V napojovacich bodech chceme zajistit:

stejnou te¢nu (kvadratické kFivky),
pFipadng i stejnou k¥ivost (kubické a vyssi kFivky).

U sloZenych Bézierovych k¥ivek Ize zajistit te¢nou spojitost, ale dosaZeni stejné k¥ivosti v
napojovacich bodech je uz komplikované.

Omezeni Bézierovych a sloZenych Bézierovych k¥ivek vedlo k zavedeni B-spline k¥ivek.
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B-spline k¥ivky
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B-spline kfivky — pojem a historie

B-spline kfivky = k¥ivky sloZené z Bézierovych segmentil stejného stupné.
Segmenty jsou spojeny automaticky s maximalni moZnou spojitosti (stejnd te&na,
stejnd kFivost, pokud je to moZné).

Vyhody:
Snadn&jsi manipulace a editace nez u sloZzenych Bézierovych kFivek,

Lépe sleduji tvar kontrolniho polygonu,
Sdili uZiteZné vlastnosti Bézierovych kF¥ivek (afinni invariance, konvexni obal, atd.).

Historie:

,Spline" = pruzna lista pouzivana lodnimi staviteli pro kresleni hladkych kFivek,
B-spline = basis spline, pojem zaveden |. J. Schoenbergem,
Bézierova kFivka je specidlnim p¥ipadem B-spline k¥ivky.

d
@ - d, d % d.
d, d,
o
0,
d, d,
d, ds d, d;
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B-spline bazové funkce

Definice (B-spline baze)

Necht U = {to,...,tm} je uzlovy vektor, tj. neklesajici posloupnost redlnych &isel. i-t4 B-spline
funkce stupné p je definovdna rekurzi:

1, & <u<tiiy1,
0, jinak,

Nio(u) = {

u—t; t; 1—U
Nip(u) = ——— Nip 1(w) + — 25— Nijy 1 ().
tivp =t titp+1 —tit1

> Nezdpornost a kompaktni nosi¢ (funkce je nenulovad pouze) na intervalu (¢;, ti4py1)-

> Na kazdém intervalu (t;,t;4+1) je nenulovych nejvySe p + 1 funkci.

> Plati >, N; p(u) = 1.

\ N (®) N (@)
1 1

! NZ(t)

o 1 2 3 4 5 ¢to0o 1 2 3 4 5 ¢ 0 1 2 3 4 5 t

bazové funkce NP (t) pro p=0,1,2 a uniformni uzlovy vektor
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B-spline kFivky

Definice B-spline kFivky

Definice (B-spline k¥ivka)

Necht mdme n+1 kontrolnich bod do, ..., dy, uzlovy vektor U = {to,...,tm} a stupefi p, kde
m =n+ p+ 1. B-spline kfivka stupné& p je

c(u) =D Nipu)di,  wE (tp,tm p).
=0
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B-spline k¥ivky

Otevrend B-spline k¥ivka

> Pokud jsou v3echny uzly riizné, tj.
to <t1 <---<tm (open knot vector),

dostavame tzv. otevienou B-spline k¥ivku.
> Otevfenad B-spline kfivka neprochazi prvnim ani poslednim kontrolnim bodem.

> PouZiva se nap¥. uniformni uzlovy vektor, kde jsou rozdily mezi sousednimi uzly konstantni:
tiy1 —t; = h = konst.
Uzly tak tvofFi aritmetickou posloupnost, nap¥.

U=1{0,1,2,3,4,5,6}.
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B-spline kfivky = www.KMA.zcu.cz
Clamped B-spline kFivka

> Pokud maji koncové uzly nasobnosti p + 1, tj.
to=---=tp, tm—p =" =1tm (clamped),

dostdvame tzv. clamped B-spline k¥ivku.

] A

> clamped B-spline k¥ivka prochazi prvnim a poslednim kontrolnim bodem a je te¢na k prvni
a posledni hrané& kontrolniho polygonu.

N (1)

—_
—_

0 1 2 3 4 5 ¢t 0 o0 1 2 3 4 5 ¢t
{0,0,1,2,3,4,5,5} {0,0,0,1,2,3,4,5,5,5} {0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5}
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B-spline kFivky

Uzaviend B-spline kfivka

> Pokud jsou prvni a posledni segment B-spline k¥ivky spojeny tak, Ze
c(k)(to) = c(k)(tm) prok=0,1,...,p—1,

dostdvame tzv. uzavienou (closed) B-spline k¥ivku. K¥ivka i jeji derivace aZ do ¥adu p — 1
jsou spojité v mist& spojeni.

> Uzav¥enost se dosahuje periodickym rozsitenim uzlového vektoru a kontrolnich bodi:
dpti =di,  tmgi =t + (tm — to),

tedy opakovanim prvnich p kontrolnich bodd na konci.
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B-spline k¥ivky www.KMA.zcu.cz

Spojitost B-spline k¥ivky v uzlech

> Spojitost B-spline k¥ivky v uzlovych bodech zavisi na nasobnosti uzlu 7.
> Pokud ma uzel t; ndsobnost 7, pak je kfivka v tomto bod& spojitd ¥adu CP~".
>

Disledky:

> viechny uzly jednoduché (r = 1) = spojitost CP~1,
> uzel dvojnasobny (r = 2) = spojitost CP~2,
> uzel s ndsobnosti 7 = p = pouze spojitost C° (spojita, ale nehladkd).

> ZvySovani nasobnosti uzlu tedy sniZzuje hladkost k¥ivky v daném misté.

\ kvadraticka clamped B-spline kivka: \

U ={0,0,0,1,2,3,4,5,5,5} U =1{0,0,0,1,2,2,3,4,4,4}
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B-spline k¥ivky

Vlastnosti B-spline kFivek

Lokalni kontrola: zm&na d; ovlivni jen dsek (t;,t;4p41).
Silny konvexni obal: na intervalu (t;,t;11) leZi c(u) v konvexnim obalu p + 1 bodu.

Spojitost: Fizena ndsobnosti uzld.

>
>
| 4
> Afinni invariance: afinni transformace kontrolnich bodi = afinni transformace k¥ivky.
» Utlum oscilaci: k¥ivka nemé vice pruseéikd s p¥fimkou neZ kontrolni polygon.

>

Bézierovy kFivky jsou specidlnim p¥ipadem B-splini (n = p).

s d
unchanged
part of curve



ww.KMA.zcu.cz

B-spline k¥ivky

Motivace: kruZznice jako racionalni kfivka

> Polynomidlni k¥ivky (nap¥. Bézierovy nebo B-spline) nemohou presné popsat kruZnici.
> Rovnice kruZnice
2 +y2 =1
neni splnitelnd pro Zadné polynomialni funkce z(u), y(u).
> Pomoci polynomidlnich segmentii Ize kruZnici pouze aproximovat.

> Potfebujeme racionalni k¥ivky.

Uzavfend B-spline kfivka stupné& 8:
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Osnova

Raciondlni techniky
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RacionalIni techniky

Racionalni techniky — tGvod

RaciondlIni parametrické kfivky a plochy jsou klitové v pocitatovém geometrickém
modelovani.

> Historicky: potatky CAD systémi stavély na kuZelose¢kach a kvadratickych plochach.
> KuZelosetky se pouZivaly nap¥. v leteckém primyslu (Ford, Boeing).

> Pot¥eba jednotného formatu pro vym&nu dat vedla k vyvoji NURBS (Non-Uniform Rational

B-Splines).

NURBS byly zavedeny ve Versprillové disertaci a standardizovany v softwaru [-DEAS
(Integrated Design and Engineering Analysis Software), coZ byl jeden z prvnich
integrovanych CAD/CAE systémii.

Dnes jsou NURBS nedilnou sou&asti formatd IGES a STEP, a standardem v komer&nich
CAD balicich.

IGES (Initial Graphics Exchange Specification) je starsi standardni format pro vymé&nu
geometrickych dat mezi CAD systémy.

STEP (ISO 10303, Standard for the Exchange of Product model data) je modern&j3i a
obecnéjsi standard pro vyménu CAD modell v&etné& topologie a struktury.

Algoritmy pro Bézierovy k¥ivky a plochy lze snadno zobecnit na raciondlni p¥ipad.
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Racionalni techniky

NURBS k¥ivky — definice

.KMA.zcu.cz

Definice (NURBS k¥ivka)

<
<
|
N
<

NURBS kfivka (Non-Uniform Rational B-Spline) stupné p je parametricks k¥ivka definovana
kontrolnimi body d; € R™, n = 2,3, vahami w; > 0 a uzlovym vektorem U = {to,t1,...,tm},
kdem=n+p+ 1:

n

3 N,

i—0
C(u) - n 4 u € (tp7tm—p>~

ZNJ’ u) w;

kde N; p(u) jsou B-spline bazové funkce stupné p.

>, Non-Uniform* znamen3, Ze uzlovy vektor nemusi byt rovnomé&rny (ale mizZe byt).

> Rational“ ozna&uje, Ze jde o zobecné&ni polynomidlnich B-spline k¥ivek — diky vahdam w;.
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RacionalIni techniky

NURBS k¥ivky — geometrickd interpretace

M&jme kontrolni body do, ..., dm, které vloZime do roviny z = 1.

Body d} tvoti kontrolni polygon prostorové B-spline kfivky c*(u).

vvyyvyy

Centralni projekci této k¥ivky do roviny z = 1 vznikne rovinnd NURBS k¥ivka c(u).
planar NURBS curve

o~

' spatial B-spline curve

42

Z potatku vedeme p¥imky L; k bodidim d; a posuneme po nich body do novych pozic d;.



RacionalIni techniky

NURBS k¥ivky — véhy

vVvyVvYyy

Zvy¥eni vahy w; ptitahuje k¥ivku k odpovidajicimu kontrolnimu bodu d;.
Snizeni vdhy w; naopak oddaluje kfivku od bodu d;.
Viéhy jsou tedy smysluplny tvarovy parametr — umoZiiuji lokalni ¥izeni tvaru kF¥ivky.

Z geometrické konstrukce plyne, Ze zména vdhy w; odpovidd posunu bodu dj prostorové
B-spline k¥ivky po pfimce L;.

Posun jednoho kontrolniho bodu ovliviiuje pouze lokalni &ast kfivky — tedy i zména jedné
vahy ma lokdlni (&inek.

uniform weights increasing weights in d, decreasing weights in d,

dD
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B-spline k¥ivky jako specialni NURBS

> B-spline kfivka je zvlastni p¥ipad NURBS k¥ivky, kde viechny véhy jsou stejné:
Wy =wW) =+ = Wy = W.

> Skutetnou NURBS k¥ivku dostaneme pouze tehdy, kdyz alespofi jedna vdha w; je odlisna
od ostatnich.
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Racionalni techniky

NURBS k¥ivky — designové parametry

> KaZd3 Bézierova i B-spline k¥ivka je specidlnim pfipadem NURBS k¥ivky.

N3sledujici pfehled shrnuje, jaké designové parametry mizZe uZivatel nastavovat:

Typ kfivky  Kontrolni body  Stupeii  Uzlovy vektor Vahy

Bézier v
B-spline v v v
NURBS v v v v

U Bézierovy kFivky Ize ménit pouze kontrolni body, stupeii a uzlovy vektor jsou implicitn&
pevn& dany a vahy jsou viechny rovny 1.

U B-spline k¥ivky lze volit kontrolni body, stupefi a uzlovy vektor, ale vahy jsou opé&t
w; = 1.

Pouze u obecné NURBS k¥ivky Ize nastavovat viechny &ty¥i parametry: kontrolni body,
stupeii, uzlovy vektor i vahy.

NURBS kf¥ivky zaroverii d&di vlastnosti B-spline k¥ivek: lokalni Fizeni tvaru a konvexni obal.
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NURBS k¥ivky — kuZelosetky jako specialni p¥fipady
> KuZelosetky lze reprezentovat jako specidlni NURBS kfivky se tfemi kontrolnimi body

do,d1,ds a odpovidajicimi vahami wg, w1, wa.

> Volbou vah ziskdme oblouky paraboly, hyperboly, elipsy i kruZnice:

Kuzelosetka wq w1 wa
Parabola 1 1 1
Hyperbola 1 >1 1
Elipsa 1 <1 1
KruZnice 1 sin(e/2) 1
parabolic arc hyperbolic arc elliptical arc circular arc
d, d. d, d,
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Osnova

Subdivizni kFivky
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Subdivizn{ k¥ivky

Subdivizni kfivky — zakladni princip

> Subdivizni k¥ivky vznikaji iterativnim zp¥esiiovanim (refinaci) zadaného hrubého
kontrolniho polygonu, dokud v limit& nedostaneme hladkou k¥ivku.

P> S pojmem subdivize jsme se setkali jiz u de Casteljauova algoritmu pro generovani
Bézierovy kFivky.

> Vlastnost subdivize znamend, Ze kontrolni polygon lze opakované& zpfesiiovat tak, Ze
sekvence téchto polygoni rychle konverguje k Bézierov& k¥ivce.

> Proces lze chapat jako ,ofezdvani rohi" — v kazdé iteraci odfezadvame vrcholy aktudlniho
polygonu, &mz se jeho tvar postupné vyhlazuje.
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Subdivizn{ k¥ivky

Subdivizni kfivky — definice a historie

> Subdivizni kfivka je polygon uréeny dvéma entitami:

> kontrolnimi body a
> drovni subdivize (refinace) k.

v

Mluvime tedy o ,subdivizni k¥ivce trovn& k dané kontrolnimi body“.

v

Podle typu algoritmu rozliSujeme aproximaéni a interpolujici subdivize.

v

P¥iklady algoritmi:

P Chaikiniv algoritmus — generuje kvadratické B-spline k¥ivky.

> Lane—Riesenfeldiiv algoritmus — zobecnéni Chaikina, v limit& dava uniformni B-spline
k¥ivku stupné n.

> Ctyrbodové schéma — interpolaéni subdivize (k¥ivka prochazi kontrolnimi body).

> Historie:

> Myslenka , ofezavani rohti* (corner cutting) saha az k G. de Rahmovi (1947), ktery
popsal tzv. ,tfetinové” a pozdgji , &tvrtinové" déleni (v 1/4 a 3/4).

> G. Chaikin nezavisle znovuobjevil roku 1974 algoritmus s d&lenim v 1/4 a 3/4 pro
rychlé generovani hladkych kFivek na poditaéi.

> Tento postup se stal zndmym jako Chaikintv algoritmus.
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Subdivizni k¥ivky
Chaikindv algoritmus — aproximaéni subdivize

> VSTUP: kontrolni polygon.
>V kazdém kroku subdivize provedeme ofezdni rohi (corner cutting):

> kazdou hranu rozd&lime v pomé&rech 1/4 a 3/4 pomoci linedrni interpolace,
> nové body propojime a vytvofime tak novy polygon.
> Opakovanim procesu ziskdme posloupnost polygon, kterad v limit& konverguje ke
kvadratické uniformni B-spline k¥ivce.
> Chaikinlv algoritmus je p¥iklad aproximaéni subdivize — vyslednd k¥ivka neprochazi
vstupnimi kontrolnimi body.

> Pro otevfeny kontrolni polygon je nutnd modifikace: prvni a posledni hrana se déli pouze
jednou — v jejim st¥edu.

3/4
3/4 1/4

1/4 1/2

1/2



Subdiviznf kFivky

Chaikinlv algoritmus — metoda ,,split and average*

> Chaikindv ofezadvaci algoritmus lze chapat také jako postup rozdél a zpriméruj.
> Kazdy krok subdivize se sklddd ze dvou fazi:
Rozdé&leni (split): do kaZdé hrany vloZime jeji stfed, &mz vznikne novy polygon s
dvojnasobnym po&tem vrchold.
| Primé&rovani (average): pro viechny hrany nového polygonu vypo&teme jejich stfedy
(praméry sousednich bodi).
> Spojenim téchto novych vrcholl ziskame polygon pro dalsi krok subdivize.

>V limité& tento proces vede opé&t ke kvadratické uniformni B-spline k¥ivce.

step 1 step 2

VOOC

split 1 x average split 1 x average




Subdivizn{ k¥ivky

Lane—Riesenfeldiiv algoritmus

> Roku 1980 Lane a Riesenfeld zobecnili Chaikinliv postup na ,split and nx average".
P>V limit& vznika uniformni B-spline k¥ivka stupné n + 1.

step 1

™

30
=

1 x average 2 x average
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Subdivizni kFivky

Cty¥bodové schéma — interpolaéni subdivize

Na rozdil od Chaikinova algoritmu ma vysledna k¥ivka body interpolovat.

Dubuc (1986) ukazal, Ze z bodl p;—1, Pi, Pi+1, Pi+2 |ze vytvofit novy bod podle vztahu:

P/ = — {5 Pi1 + 1§ Pi + 15 Pit1 — 15 Pit2:
Soulet koeficientl
(-1494+9-1)/16=1
zaru€uje geometricky smysl schématu.

Koeficienty byly odvozeny matematicky z jednoznainé urcené kubické k¥ivky interpolujici
&ty¥i dané body.




Subdivizni kfivky | www.KMA.zcu.cz

Ctyrbodové schéma — obecna forma

> Obecn&jsi tvar EtyFbodového schématu je dan vztahem

p7;new = —wpi_1 + (% +w) pi + (% +UJ) Pi+1 — WPi+2-
> Pro
_ 1
W= 16

dostavdme plvodni Dubucovo &ty¥bodové schéma.

> Ne v8echny hodnoty parametru w v3ak vedou k hladké limitni k¥ivce.

, A
W;:(S\ w:l/\lz\ w= 1/6\ w=1/3

KMA/GKP Geometrie kfivek a ploch 54 / 54



	CAGD
	Bézierovy křivky
	B-spline křivky
	Racionální techniky
	Subdivizní křivky

