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Tradičńı ťŕıdy ploch

▶ Tradičńı ťŕıdy ploch vznikaj́ı pomoćı jednoduchých kinematických konstrukćı: generuj́ıćı
ǩrivka se hladce pohybuje v prostoru.

▶ Podle typu pohybu rozlǐsujeme:

▶ Rotačńı plochy – vznikaj́ı rotaćı ǩrivky kolem p̌ŕımky.
▶ Translačńı plochy – profilová ǩrivka se posouvá podél jiné ǩrivky.
▶ Př́ımkové plochy – plocha je generována pohybem p̌ŕımky.
▶ Šroubové plochy – kombinace rotace a translace.

▶ Rozvinutelné plochy tvǒŕı speciálńı podťŕıdu p̌ŕımkových ploch: lze je izometricky rozvinout
do roviny.

▶ Daľśı ťŕıdou jsou obalové plochy – vznikaj́ı jako obal rodiny elementárńıch ploch (kouĺı,
rovin, válc̊u, . . . ), nap̌r. potrubńı plochy.
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KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 3 / 53
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Rotačńı plochy

▶ Rotačńı plochy vznikaj́ı rotaćı ǩrivky c (rovinné nebo prostorové) kolem osy A.

▶ Každý bod p ǩrivky c p̌ri rotaci opisuje kružnici cp. Jej́ı rovina Sc je kolmá k ose A.

▶ Rotačńı plocha tak nese systém kružnic lež́ıćıch v rovnoběžných rovinách – rovnoběžkové
kružnice.

▶ Každá rovina M , která obsahuje osu A, prot́ıná rotačńı plochu v meridiánu – rovinné ǩrivce
m. Všechny meridiány jsou shodné.

▶ Roviny Sc rovnoběžkových kružnic a roviny M meridiánů jsou navzájem kolmé. Proto se
meridiány a rovnoběžkové kružnice prot́ınaj́ı v pravých úhlech. Na ploše tak vzniká
ortogonálńı śıt’ ǩrivek.
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Rotačńı plochy – tečná rovina a normála

▶ Tečná rovina Tp v bodě p je určena:
▶ tečnou tc rovnoběžkové kružnice cp,
▶ tečnou tm meridiánu m.

▶ Normála np muśı být kolmá k tečně kružnice tc. Proto lež́ı v meridiánové rovině M a
prot́ıná osu A.

▶ Pr̊useč́ık normály s osou je sťred koule tečné k rotačńı ploše podél rovnoběžkové kružnice.
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Rotačńı plochy – meridiány a singularity

▶ Meridiány lépe vystihuj́ı tvar rotačńı plochy než libovolné prostorové generuj́ıćı ǩrivky, proto
preferujeme rovinné meridiány.

▶ Meridiány jsou symetrické k ose A:

▶ celý meridián → rotace o 180◦,
▶ polovina meridiánu → rotace o 360◦.

▶ Pokud meridián prot́ıná osu A pod jiným než pravým úhlem, vzniká singulárńı bod.
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Rotačńı plochy – matematický popis

▶ Parametrické vyjáďreńı rotačńı plochy źıskáme spojitou rotaćı generuj́ıćı ǩrivky c(v) kolem
osy.

▶ Rotace kolem osy z je dána:
x1 = x cosu− y sinu,

y1 = x sinu+ y cosu,

z1 = z.

▶ Dosazeńım c(v) = [x(v), y(v), z(v)] źıskáme:

x(u, v) = x(v) cosu− y(v) sinu,

y(u, v) = x(v) sinu+ y(v) cosu,

z(u, v) = z(v).

▶ Použijeme-li meridián m(v) = [x(v), 0, z(v)], dostaneme standardńı tvar:

x(u, v) = x(v) cosu,

y(u, v) = x(v) sinu,

z(u, v) = z(v).
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Rotačńı plochy – základńı p̌ŕıklady

▶ Mnoho tvar̊u v designu jsou speciálńı p̌ŕıpady rotačńıch ploch. Vznikaj́ı rotaćı kružnice nebo
p̌ŕımky kolem osy.

▶ Válec: vzniká rotaćı p̌ŕımky rovnoběžné s osou rotace.

▶ Kužel: generuje jej p̌ŕımka prot́ınaj́ıćı osu rotace A. Pr̊useč́ık je vrchol v kužele.

▶ Koule: vzniká rotaćı kružnice kolem jej́ıho pr̊uměru.
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Rotačńı plochy – anuloid

▶ Anuloid (torus) vzniká rotaćı kružnice c kolem libovolné p̌ŕımky lež́ıćı v jej́ı nosné rovině.

▶ Typ anuloidu je určen počtem pr̊useč́ık̊u kružnice c s osou rotace:

▶ žádný pr̊useč́ık → ring torus,
▶ jeden pr̊useč́ık → horn torus,
▶ dva pr̊useč́ıky → spindle torus.
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Parametrické vyjáďreńı anuloidu

▶ Uvažujme kružnici c v rovině xz o poloměru r, jej́ıž sťred lež́ı na ose x. Při rotaci kolem
osy z opisuje jej́ı sťred kružnici o poloměru s.

▶ Parametrizace generuj́ıćı kružnice:

c(v) = [s+ r cos v, 0, r sin v], v ∈ ⟨0, 2π⟩.
▶ Parametrizace toru rotaćı kolem osy z:

x(u, v) = (s+ r cos v) cosu,

y(u, v) = (s+ r cos v) sinu,

z(u, v) = r sin v,

u, v ∈ ⟨0, 2π⟩.

▶ Typ toru podle poměru s a r:
▶ s > r → ring torus,
▶ s = r → horn torus,
▶ s < r → self-intersecting spindle torus.
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Villarceauovy kružnice na prstencovém toru

▶ Mezi ťremi typy tor̊u má ring torus mimǒrádnou vlastnost: kromě meridiánů a
rovnoběžkových kružnic nese ještě dvě daľśı rodiny kružnic.

▶ Každá dvojitá tečná rovina (tj. rovina tečná k toru ve dvou r̊uzných bodech) prot́ıná torus
ve dvou Villarceauových kružnićıch.

▶ Na prstencovém toru lze každým bodem p vést čty̌ri kružnice: meridián, rovnoběžkovou
kružnici a dvě Villarceauovy kružnice.
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Sférický pás jako rotačńı plocha

▶ Mějme kružnici c, jej́ıž osa rotace b prot́ıná hlavńı osu rotace A v bodě m.

▶ Pro každý bod p ∈ c plat́ı podle pravoúhlého trojúhelńıka s vrcholy p,m, n, že vzdálenost
od pr̊useč́ıku os je konstantńı:

d = dist(p,m) =
√

r2 + k2,

kde r je poloměr kružnice c a k je vzdálenost jej́ı osy od osy A.

▶ Při rotaci kolem osy A oṕı̌se kružnice c část kulové plochy o poloměru d, vymezenou
dvěma rovnoběžkovými kružnicemi.

▶ Pokud jsou osy b a A mimoběžné, vzniká obecná rotačńı plocha – nikoliv část sféry.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 12 / 53
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Rotačńı plochy – jednod́ılný rotačńı hyperboloid

▶ Generuj́ıćı p̌ŕımka g, která je mimoběžná s osou rotace
A, opisuje p̌ri rotaci jednod́ılný rotačńı hyperboloid.

▶ Provedeme-li zrcadleńı p̌ŕımky g podle libovolné
meridiánové roviny, obdrž́ıme daľśı p̌ŕımku h lež́ıćı na
téže ploše.

▶ Jednod́ılný rotačńı hyperboloid obsahuje dvě soustavy
p̌ŕımek, a je tedy dvojp̌ŕımkovou plochou.

▶ Meridiány této plochy jsou hyperboly.

▶ Jednod́ılný rotačńı hyperboloid lze také źıskat rotaćı
hyperboly kolem jej́ı vedleǰśı osy.
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Rotačńı kvadriky

▶ Rotačńı kvadriky vznikaj́ı rotaćı kuželoseček
kolem jedné z jejich os.

▶ Jednod́ılný rotačńı hyperboloid vzniká rotaćı
hyperboly kolem jej́ı vedleǰśı osy a obsahuje dvě
soustavy p̌ŕımek.

▶ Dvoud́ılný rotačńı hyperboloid dostaneme
rotaćı hyperboly kolem jej́ı hlavńı osy.

▶ Protože elipsa má dvě r̊uzné osy souměrnosti,
existuj́ı dva rotačńı elipsoidy:

▶ zploštělý – rotace kolem vedleǰśı osy,
▶ protažený – rotace kolem hlavńı osy.

▶ Rotačńı paraboloid vzniká rotaćı paraboly
kolem jej́ı osy.
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Rotačńı kvadriky – standardńı rovnice

▶ Zploštělý rotačńı elipsoid (oblate):

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

c2
= 1, a2 > c2

▶ Protažený rotačńı elipsoid (prolate):

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

c2
= 1, a2 < c2

▶ Dvoud́ılný rotačńı hyperboloid:

x2

a2
+

y2

a2
−

z2

c2
= −1

▶ Jednod́ılný rotačńı hyperboloid:

x2

a2
+

y2

a2
−

z2

c2
= +1

▶ Rotačńı paraboloid:
z = a (x2 + y2)
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Pr̊uniky rotačńıch kvadrik s rovinami

▶ Pr̊unik rotačńı kvadriky s rovinou (pokud existuje) je obecně kuželosečka.

▶ Pr̊unik rotačńıho elipsoidu s rovinou je vždy elipsa.

▶ Pr̊unik rotačńıho paraboloidu s rovinou je elipsa nebo parabola.

▶ Pr̊unik rotačńıho hyperboloidu s rovinou může být elipsa, parabola nebo hyperbola.

▶ Pr̊unik jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu s tečnou rovinou je dvojice generuj́ıćıch p̌ŕımek.
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Obecné kvadriky a jejich symetrie

▶ Aplikaćı nezávislého škálováńı (scaling) ve směrech soǔradných os na rotačńı kvadriky
źıskáme obecné regulárńı kvadriky.

▶ Z rotačńıho paraboloidu vzniká nezávislým škálováńım eliptický paraboloid.

▶ Daľśı důležitý typ kvadriky je hyperbolický paraboloid (ukážeme v části o translačńıch
plochách).

▶ Každá kvadrika má alespoň dvě roviny souměrnosti; hyperboloidy a elipsoidy maj́ı ťri.

▶ Pr̊useč́ık jejich os symetrie je sťred plochy.
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2 Translačńı plochy
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Translačńı plochy

▶ Mějme dvě ǩrivky k a l, které se prot́ınaj́ı v jediném bodě – počátku o. Posouváńım
profilové ǩrivky k podél vodiče l vzniká translačńı plocha.

▶ Plocha obsahuje množinu ǩrivek kp, které jsou shodné s profilovou ǩrivkou k. Každá z nich
prot́ıná vodič l v bodě p.

▶ Bod x na ǩrivce kp źıskáme posunut́ım bodu q ∈ k o vektor p. Ekvivalentně jej źıskáme
jako x = p+ q.

▶ Přičteńım vektoru q ke všem bodům vodiče l dostaneme ǩrivku lq , shodnou s vodičem l.
Profil a vodič lze tedy v konstrukci vzájemně zaměnit.

▶ Obecný bod translačńı plochy źıskáme s využit́ım parametrizaćı k(u) a l(v):

x(u, v) = k(u) + l(v). (T)
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Translačńı plochy – tečná rovina

▶ V bodě x je tečná rovina translačńı plochy určena tečnami tk a tl ke generuj́ıćım ǩrivkám k
a l.

▶ Podél parametrické ǩrivky kx = k(u) jsou tečny druhé rodiny parametrických ǩrivek
rovnoběžné.

▶ Tvǒŕı tedy válcovou plochu s profilovou ǩrivkou kx, která je podél této ǩrivky tečná k
translačńı ploše.

▶ Protože k a l mohou v konstrukci translačńı plochy zaměnit své role, plat́ı totéž i pro
parametrickou ǩrivku lx.
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Rotačńı paraboloid jako translačńı plocha

▶ Rotačńı paraboloid je dán rovnićı

z = a(x2 + y2).

▶ Po zavedeńı parametr̊u u = x, v = y plat́ı[
u, v, a(u2 + v2)

]
=

[
u, 0, au2

]
+

[
0, v, av2

]
.

▶ Jde o speciálńı p̌ŕıpad rovnice (T):

x(u, v) = k(u) + l(v),

kde

k(u) =
[
u, 0, au2

]
, l(v) =

[
0, v, av2

]
.

▶ Rotačńı paraboloid tedy źıskáme jako translačńı
plochu dvou shodných parabol v kolmých rovinách.
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Eliptický paraboloid

▶ Eliptický paraboloid vznikne nezávislým škálováńım rotačńıho paraboloidu.

▶ Dvě shodné paraboly v kolmých rovinách se změńı na nezhodné paraboly s rovnoběžnými
osami. Jejich translaćı vzniká eliptický paraboloid.

▶ Nesingulárńı rovinné řezy jsou paraboly (roviny rovnoběžné s osou) nebo elipsy (ostatńı
pr̊uniky).

▶ Plocha obsahuje pouze eliptické body. Má dvě roviny symetrie; jejich pr̊usečnice je osa
paraboloidu.

▶ Pr̊useč́ık osy s plochou je vrchol v; tečná rovina ve vrcholu je kolmá k ose.
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Hyperbolický paraboloid

▶ Zrcadleńım jedné z generuj́ıćıch parabol podle jej́ı tečny ve vrcholu źıskáme translačńı
plochu se dvěma soustavami shodných parabol – hyperbolický paraboloid.

▶ Oba typy paraboloidů jsou kvadriky, ale hyperbolický paraboloid nelze źıskat škálováńım
rotačńıho paraboloidu.

▶ Tato plocha obsahuje výhradně hyperbolické body; celý tvar je sedlový.

▶ Má dvě roviny symetrie; jejich pr̊usečnice je osa hyperbolického paraboloidu.

▶ Pr̊useč́ık osy s plochou je vrchol v; tečná rovina ve vrcholu je kolmá k ose.
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Pr̊uniky hyperbolického paraboloidu s rovinami

▶ Existuj́ı ťri typy rovinných pr̊unik̊u:

▶ Rovnoběžné s osou → paraboly.
▶ Tečné roviny → dvě p̌ŕımky.
▶ Ostatńı roviny → hyperboly.

▶ Každá tečná rovina prot́ıná plochu ve dvou p̌ŕımkách → hyperbolický paraboloid má dvě
soustavy p̌ŕımek.

▶ Hyperbolický paraboloid je tedy daľśım p̌ŕıkladem p̌ŕımkové plochy.
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Př́ımkové plochy

▶ Válec, kužel, jednod́ılný rotačńı hyperboloid a hyperbolický paraboloid obsahuj́ı rodiny
p̌ŕımek → lze je generovat posuvem p̌ŕımky.

▶ Př́ımkové plochy jsou plochy vzniklé pohybem p̌ŕımky. Obsahuj́ı souvislou množinu p̌ŕımek
zvaných generátory (rulings).

▶ Existuje v́ıce způsobů, jak popsat pohyb generuj́ıćı p̌ŕımky; každý má své výhody, ale může
omezit typy výsledných ploch.

▶ Geometricky jsou p̌ŕımkové plochy neomezené, protože generuj́ıćı p̌ŕımky jsou nekonečné. V
praxi použ́ıváme pouze jejich konečné úseky.
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Př́ımkové plochy – posuv p̌ŕımky podél vodićı ǩrivky

▶ Začneme vodićı ǩrivkou c1, po které posouváme jeden bod generuj́ıćı p̌ŕımky (úsečky). K
určeńı polohy p̌ŕımky poťrebujeme také směrový vektor, který se podél c1 plynule měńı.

▶ Mějme parametrizaci

c(u) vodićı ǩrivky, d(u) směrového vektoru.

▶ Bod plochy dostaneme součtem

x(u, v) = c(u) + v d(u).

▶ Pro d(u) = konst dostáváme válcovou plochu.
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Př́ıklad: konoida

▶ Vodićı ǩrivku zvoĺıme jako p̌ŕımku (osu z). Generátory g ji prot́ınaj́ı kolmo a mohou se
kolem ńı otáčet.

▶ Parametrizace vodićı ǩrivky:
c(u) = [0, 0, u].

▶ Směrové vektory generátor̊u (nulová z-soǔradnice):

d(u) = [cos f(u), sin g(u), 0].

▶ Speciálńı p̌ŕıpady:
▶ f, g = konst → rovina,
▶ f = g = au+ b → šroubová plocha.
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Př́ıklad: Möbiova páska

▶ Vodićı ǩrivku c1 zvoĺıme jako kružnici. Generátor g se po ńı posouvá a zároveň se plynule
otáč́ı tak, že z̊ustává kolmý na c1.

▶ Po jednom oběhu generátor vykoná půlotáčku → konce generátoru splývaj́ı → Möbiova
páska.

▶ Parametrizace kružnice:
c(u) = [r cosu, r sinu, 0].

▶ Směrový vektor generátoru (rotace o u/2):

d(u) = [cos(u/2) cosu, cos(u/2) sinu, sin(u/2)].
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Obecněǰśı p̌ŕımkové plochy na kružnici

▶ Stejně jako u p̌ŕıkladu konoidy můžeme nahradit pevnou rotaci u/2 libovolnou funkćı f(u).

▶ Volba funkce f(u) určuje, jak se generátor otáč́ı v normálových rovinách kružnice a výrazně
tak měńı výsledný tvar p̌ŕımkové plochy.

▶ Různé volby f(u) vedou k široké škále tvar̊u.

f(u) = 3u f(u) = u2 f(u) = sinu
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Př́ımkové plochy – spojováńı bodů dvou ǩrivek

▶ Jednod́ılný rotačńı hyperboloid lze chápat i jinak: generátory vzniknou spojeńım
odpov́ıdaj́ıćıch bodů dvou kružnic c1 a c2.

▶ Tento princip zobecńıme: zvoĺıme dvě prostorové ǩrivky (vodićı ǩrivky)

c1(u), c2(u),

a spoj́ıme body se stejnou hodnotou parametru u.

▶ Různé parametrizace ǩrivek c1, c2 vedou k r̊uzným p̌ŕımkovým plochám, i když p̌ŕımky
spojuj́ı stejné ǩrivky.
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Př́ımkové plochy www.KMA.zcu.cz

HP plochy (hyperbolické paraboloidy)

▶ Kromě generováńı jako translačńı plochy lze HP plochu vytvǒrit také jako p̌ŕımkovou
plochu pomoćı dvou mimoběžných úseček ab a dc.

▶ Body se stejným parametrem u na úsečkách dáváme do souvislosti:

p(u) = (1− u)a+ u b, q(u) = (1− u)d+ u c.

▶ Generátor spojuj́ıćı p a q:

x(u, v) = (1− v) p(u) + v q(u).

▶ Body se stejným parametrem v na úsečkách ad a bc dávaj́ı druhou rodinu generátor̊u.
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Dvojitě p̌ŕımkové plochy

▶ HP plochy a jednod́ılné rotačńı hyperboloidy jsou dvojitě p̌ŕımkové plochy (double ruled
surfaces). Každým bodem x procházej́ı dvě r̊uzné p̌ŕımky (generátory) gx a hx.

▶ Tyto dvě p̌ŕımky gx a hx spolu určuj́ı tečnou rovinu v bodě x.

▶ Každé dvě p̌ŕımky téže rodiny jsou mimoběžné, zat́ımco libovolná p̌ŕımka jedné rodiny
prot́ıná všechny p̌ŕımky druhé.

▶ Lze dokázat, že jediné dvojitě p̌ŕımkové plochy jsou rovina, hyperbolický paraboloid a
jednod́ılný hyperboloid.
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Konoidy

▶ Konoidy jsou zobecněńım HP ploch: jsou to p̌ŕımkové plochy, jejichž generátory jsou
rovnoběžné s určitou ř́ıdićı rovinou a zároveň prot́ınaj́ı jednu p̌ŕımku c1.

▶ Části konoid se často použ́ıvaj́ı v architektǔre (sťrechy, skǒrepiny, p̌ŕısťrešky).

▶ Druhá vodićı ǩrivka c2 může být libovolná, ale jej́ı parametrizace muśı zajistit, aby byly
všechny generátory rovnoběžné s danou ř́ıdićı rovinou.
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Tečné roviny p̌ŕımkových ploch

▶ Tečná rovina v bodě p p̌ŕımkové plochy vždy obsahuje generátor g procházej́ıćı bodem p.

▶ Obvykle se tečná rovina dotýká plochy jen v jediném bodě p; pohybem bodu p po
generátoru se tečná rovina otáč́ı kolem g.

▶ Některé p̌ŕımkové plochy (nap̌r. válce a kužely) však obsahuj́ı generátory, podél nichž je
tečná rovina tečná v celé délce p̌ŕımky. Takové generátory se nazývaj́ı torzálńı.

▶ Konoidy obvykle obsahuj́ı alespoň jeden torzálńı generátor.
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Rozvinutelné plochy

▶ Př́ımkové plochy složené pouze z torzálńıch generátor̊u se nazývaj́ı rozvinutelné plochy.

▶ Př́ımkové plochy s p̌revahou netorzálńıch generátor̊u se označuj́ı jako ǩrivé p̌ŕımkové plochy.

▶ Mezi rozvinutelné plochy paťŕı:

▶ válcové plochy,
▶ kuželové plochy,
▶ plochy tečen prostorových ǩrivek.
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Osnova

1 Rotačńı plochy

2 Translačńı plochy

3 Př́ımkové plochy

4 Šroubové plochy

5 Potrubńı plochy

6 Rozvinutelné plochy
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Šroubové plochy

▶ Při šroubovém pohybu prostorové ǩrivky c vzniká šroubová plocha.

▶ Každý bod p ∈ c opisuje šroubovici hp; śıt’ ǩrivky c a šroubovic určuje tvar plochy.

▶ Tečná rovina je určena tečnami tc a th.

▶ Pr̊unik s rovinou procházej́ıćı osou se nazývá meridián; často se použ́ıvaj́ı i p̌ŕıčné řezy
kolmé k ose.

▶ Plocha je invariantńı v̊uči šroubovému pohybu, proto ji lze generovat také meridiánem nebo
p̌ŕıčným řezem.
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Šroubové plochy – matematický popis

▶ Generuj́ıćı ǩrivka:
c(v) = [x(v), y(v), z(v)].

▶ Šroubová transformace s krokem p:

x1 = x cosu− y sinu,
y1 = x sinu+ y cosu,
z1 = z + p u.

▶ Parametrizace šroubové plochy:

x(u, v) = x(v) cosu− y(v) sinu,
y(u, v) = x(v) sinu+ y(v) cosu,
z(u, v) = z(v) + p u.

▶ Pro meridián m(v) = [x(v), 0, z(v)] v rovině xz:

x(u, v) = x(v) cosu,
y(u, v) = x(v) sinu,
z(u, v) = z(v) + p u.
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Speciálńı šroubové plochy – potrubńı plocha

▶ Mezi šroubovými plochami jsou prakticky významné ty, které maj́ı kružnice nebo p̌ŕımky
jako generátory.

▶ Kružnice použ́ıvané jako meridiány nebo p̌ŕıčné řezy vedou ke šroubovým trubićım.

▶ Je-li nosná rovina kružnice c kolmá k tečně šroubovice th, opisuje kružnice šroubové
potrub́ı (helical pipe).

▶ Tento typ šroubové plochy je zástupcem ťŕıdy potrubńıch ploch (pipe surfaces).
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Speciálńı šroubové plochy – helicoid

▶ Aplikaćı šroubového pohybu na p̌ŕımku vznikaj́ı šroubové p̌ŕımkové plochy.

▶ (Ortogonálńı) helicoid: generátor g prot́ıná osu kolmo, p̌ŕıčné řezy jsou p̌ŕımky rovnoběžné
s rovinou kolmou k ose.

▶ Chápeme-li šroubovici h a osu A jako dvě vodićı ǩrivky, je helicoid speciálńım p̌ŕıpadem
konoidy.

x(u, v) = v cosu,

y(u, v) = v sinu,

z(u, v) = p u.
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Speciálńı šroubové plochy – plocha tečen šroubovice

▶ Daľśı důležitý p̌ŕıklad šroubové p̌ŕımkové plochy
vzniká aplikaćı šroubového pohybu na tečnu th
ke šroubovici h.

▶ Tečna th opisuje rozvinutelnou p̌ŕımkovou
plochu.

▶ Šroubovice h je na této ploše singulárńı ǩrivkou
a tvǒŕı na ńı ostrou hranu.

▶ Pro rozvinutelné plochy je typické, že tečná
rovina je tečná podél celé generuj́ıćı p̌ŕımky th.
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Potrubńı plochy (Pipe Surfaces)

▶ Potrubńı plocha je obalová plocha koule o poloměru r, jejichž sťredy lež́ı na prostorové
ǩrivce c (pátěrńı ǩrivka, spine curve).

▶ Speciálńı p̌ŕıpady:

▶ p̌ŕımka jako c → rotačńı válec,
▶ kružnice jako c → torus.

▶ Ekvivalentně ji lze generovat jako množinu kružnic o poloměru r v normálových rovinách
ǩrivky c se sťredy lež́ıćımi na c.
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Rozvinutelné plochy

▶ Rozvinutelnou plochu S lze izometricky p̌revést do roviny. Rovinný obraz Sd je tzv.
rozvinut́ı (development).

▶ Isometrie zachovávaj́ı Gaussovu ǩrivost → rozvinutelné plochy maj́ı nulovou Gaussovu
ǩrivost, stejně jako rovina.

▶ Existuj́ı pouze ťri základńı typy rozvinutelných ploch:
▶ válcové plochy,
▶ kuželové plochy,
▶ plochy tečen prostorových ǩrivek.

▶ Všechny rozvinutelné plochy jsou p̌ŕımkové plochy.

▶ Každá jejich p̌ŕımka muśı být torzálńı generátor → plocha má stejnou tečnou rovinu v
každém bodě dané p̌ŕımky.
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Hraněné (prizmatické) plochy

▶ Hraněná (prizmatická) plocha vzniká z mnohoúhelńıku p extruźı ve směru r.

▶ Je tvǒrena rovnoběžnými stěnami a je tedy rozvinutelná – každá stěna je rovinná.

▶ Jej́ı rozvinut́ı se skládá z řady rovnoběžńık̊u (včetně obdélńık̊u), které se v rovině rozlož́ı
bez deformace.

▶ Obraz základny pd je polygon a generátory se rozvinou na rovnoběžné p̌ŕımky.
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Válcové plochy

▶ Hladká válcová plocha S vzniká extruźı profilové ǩrivky p ve směru r a je tvǒrena
rovnoběžnými generátory.

▶ Je-li ǩrivka p v rovině kolmé ke směru extruze, jde o normálový řez. Generátory jsou k
tomuto řezu kolmé.

▶ V rozvinut́ı se normálový řez pd zobraźı jako p̌ŕımka a generátory jako rovnoběžné p̌ŕımky.
Pravý úhel mezi nimi se zachová.

▶ Válcové plochy jsou tedy rozvinutelné – lze je izometricky p̌revést do roviny.
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Př́ıklad: šroubovice na rotačńı válcové ploše

▶ Uvažujme rotačńı válcovou plochu se základńı kružnićı p o poloměru R. Jej́ı rozvinut́ı pd je
úsečka délky L = 2πR. Válec muśıme pro rozvinut́ı rozsťrihnout podél generátoru.

▶ Na rozvinut́ı zvoĺıme p̌ŕımku ld, která sv́ırá s pd úhel α ̸= 0, 90◦. Zpětným
”
svinut́ım“

vzniká prostorová ǩrivka l na válci.

▶ Protože úhly se p̌ri rozvinut́ı zachovaj́ı, ǩrivka l prot́ıná generátory válce pod konstantńım
úhlem 90◦ − α. Jej́ı tečny sv́ıraj́ı s rovinou základny konstantńı úhel α.

▶ Tedy: l je šroubovice s konstantńım sklonem (curve of constant slope).

▶ Geodetiky na válcové ploše p̌resně odpov́ıdaj́ı p̌ŕımkám v rozvinut́ı. Proto obecné geodetiky
válce jsou šroubovice (speciálńı p̌ŕıpady: kružnice a generátory).
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Rozvinut́ı elipsy na rotačńı válcové ploše

▶ Obecná elipsa e lež́ıćı na rotačńı válcové ploše S má po rozvinut́ı tvar sinusoidńı ǩrivky ed.

▶ Důvod: elipsa prot́ıná generátory válce pod proměnným úhlem. Protože rozvinut́ı
zachovává úhly mezi ǩrivkami a generátory, p̌rekládá se tato změna sklonu do roviny jako
sinusový pr̊uběh.

▶ Inflexńı body cd, dd obrazu ed odpov́ıdaj́ı bodům c, d na elipse, v nichž je rovina elipsy
kolmá k tečné rovině válcové plochy.

▶ Inflexńı body rozvinut́ı odpov́ıdaj́ı extrémům obtáčeńı elipsy kolem válce, nikoli extrémům
elipsy samotné.
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Rozvinut́ı šikmé válcové plochy

▶ Uvažujme šikmou válcovou plochu S: generátory nejsou kolmé k rovině základńı kružnice p.

▶ Proto p neńı normálový řez a jej́ı obraz pd v rozvinut́ı neńı úsečka. Úhel mezi p a
generátory se totiž měńı.

▶ Tato variace úhlu se zachová v rozvinut́ı a způsob́ı zaǩriveńı výsledné ǩrivky pd.

▶ Normálové řezy šikmé válcové plochy jsou elipsy (ne kružnice) → v rozvinut́ı se zobraźı
jako úsečky.

▶ Body c, d základńı kružnice, kde je rovina p kolmá k tečné rovině válce, se rozvinou na
inflexńı body cd, dd ǩrivky pd.
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Pyramidové plochy

▶ Pyramidová plocha vzniká z profilového mnohoúhelńıka p a vrcholu v – plocha je tvǒrena
všemi úsečkami spojuj́ıćımi v s body p. Je to hraněná (diskrétńı) obdoba hladké kuželové
plochy.

▶ Rozvinut́ı pyramidové plochy studujeme pomoćı referenčńıch polygonů q, jejichž vrcholy
lež́ı ve stejné vzdálenosti R od vrcholu v. Jsou analogíı normálových řez̊u u hraněné válcové
plochy.

▶ V rozvinut́ı maj́ı vrcholy qd tento stejný poloměr: lež́ı na kružnici se sťredem vd a
poloměrem R. Obvodová délka se p̌ri rozvinut́ı zachová.
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Kuželové plochy

▶ Kuželová plocha vzniká z profilové ǩrivky p a vrcholu v: obsahuje všechny p̌ŕımky spojuj́ıćı
v s body p.

▶ Zjemněńım profilového polygonu p u pyramidové plochy dostaneme v limitě hladkou
kuželovou plochu S.

▶ Polygon q v konstantńı vzdálenosti R od vrcholu p̌recháźı v limitě na pr̊unik kužele s kouĺı
se sťredem v a poloměrem R.

▶ V rozvinut́ı je obrazem této ǩrivky kružnicový oblouk se sťredem vd a poloměrem R. Délka
ǩrivky se p̌ri rozvinut́ı zachovává.
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