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Plochy volnych tvard (Freeform Surfaces)

> Kilasické plochy (rotaéni, translagni, Sroubové, apod.) maji omezenou flexibilitu p¥i ndvrhu
tvard.

> Plochy volnych tvari umoZiiuji modelovani hladkych a sloZitych tvar(, které nelze p¥irozen&
popsat pomoci klasickych ploch.

> Bézierovy a B-spline platy pfedstavuji pfirozené rozsiteni kfivek volnych tvari na plochy.

> Tyto plochy v8ak maji omezenou topologickou pruznost, protoZe jsou zaloZeny na
obdélnikovych nebo trojihelnikovych Fidicich sitich.

> Subdivizni plochy tato omezeni pfekondvaji elegantnim zpiisobem a dnes jsou b&zné v
animaci i primyslovém designu.

Bézier surface B-spline surface

coarse input mesh first two steps of subdivision refinement
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Bilinedrni plat

Definice (Bilinedrni Bézieriv plat)

Bilinedrni Bézierliv plat je uréen &ty¥mi ¥idicimi body bo o, bo,1, b1,0, b1,1 a ma parametrizaci:

o) = (i 5i) (320 200) (520)).

kde Bo(t) =1 —t, Bi(t) =t jsou linedrni Bernsteinovy polynomy.

> Bilinedrni plat je geometricky hyperbolicky paraboloid.

> Obsahuje dvé rodiny isoparametrickych p¥imek.

bO,l .

bo.o
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Bilinedrni plat (alternativni konstrukce)

> Plat |ze také chdpat jako interpolaci mezi dvéma tse¢kami v jednom sméru:
x(u,v) = (1 —v)co(u) + ver (u).

kde
co(u) = (1 —u)bg,o + ub1,0, ci(u) = (1 —u)bg,1 +ubq 1.
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Bézierovy plochy A.zcu.cz

Bilinedrni plat (alternativni konstrukce)

> Ekvivalentné Ize plat také chapat jako interpolaci mezi dvéma tsetkami v druhém sméru:

x(u,v) = (1 —u)do(v) + ud1 (v),

kde
do(v) = (1 —=v)bo,o +vbo,1,  di(v) = (1—v)b1o+vbi.
bo,1
c1(u)
bi1,1
do(v)
x(u, v) di(v)
b1 o
co(u)
bo.o
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Coonsiv plat

> Coonsiv plat je interpolacni plocha definovand &ty¥mi hraniénimi k¥ivkami
CO(u)a C1 (u)7 dO(U)v d1(’U),
které sdileji ¢ty¥i rohové body boo, b1o, bo1, b11.
> Plocha prochazi vdemi hranami a Ize ji chapat jako ,, napnutou” mezi té€mito k¥ivkami.
> Parametrizace Coonsova platu:
x(u,v) = (1 —v)co(u) +ver(u) + (1 —w)do(v) + udi(v) — xp(u,v),
kde
xp(u,v) = (1 —u)(1 —v)bgoo + u(l —v)big + (1 — u)vbor + uvbiy.
je bilinedrni interpolace rohovych bodii a odeéitad se proto, Ze rohy jsou v souétu okrajovych
interpolaci zapo&teny dvakrat.

> Bilinearni plat je specialni pfipad Coonsova platu s linedrnimi hranami.
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Obecny Bézierlv plat

Definice (Obdélnikovy Bézierav plat)

Bézieriiv plat bistupn& (m,n) je definovan jako:

’

boo -+ bon\ /BI()
x(u,v) = (Bg*(w) ---  Bp(uw) : :

)

bro - bma/ \Bp(v)

kde b; ; € R3 jsou Fidic body s indexy i =0,...,m, j =0,...,n a B"(u), B;l(v) jsou
Bernsteinovy polynomy stupné& m, resp. n.

> Bézieriiv plat miZeme také zapsat:

x(u,v) = > > by ;B (u) B} (v).

i=0j=0

> Ridici sit uréuje tvar pldtu podobn& jako
polygon u kFivky.

» Pro pevné u dostaneme Bézierovu k¥ivku ve
sméru v, a naopak.
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Bézierovy plochy

Vlastnosti Bézierovych plati

> Interpolace rohii: Plat prochazi &ty¥mi rohovymi body:
X(O7 0) = b0,0; X(I,O) = bm,Oa X(O7 1) = b(),n, x(l, 1) = bm,n-
> Okrajové k¥ivky: Jsou urteny okrajovymi ¥adky a sloupci ¥idici sit& (nap¥. k¥ivka x(u,0) ma
Fidici polygon b; ).

> Symetrie: P¥ecislovanim indexd v Fidici siti Ize zvolit libovolny roh jako poéatek, aniz by se
zménil tvar platu.

> Afinni invariance: Aplikace afinni transformace na ¥idici sit odpovida stejné afinni
transformaci celého platu.

Konvexni obal: Kazdy bod platu x(u, v) pro u,v € [0,1] leZi v konvexnim obalu bodi b; ;.

Bilinedrni presnost: Pokud ¥idici body leZi na bilinedrni plode (rovina nebo hyperbolicky
paraboloid) urené rohovymi body, pak plat tuto plochu reprodukuje pFesn&.

> Tenzorovy soudin: Bézierovy platy jsou plochy typu tenzorovy soudin:

> Umoziiuje vyhodnocovani pomoci izoparametrickych Bézierovych kFivek.
> Maximalni polet priselikli s ptimkou je ddn sou€inem stupiii mn.



Bézierovy plochy

de Casteljaullv algoritmus (2-krokova metoda)

> Cil: Najit bod x(u,v) na Bézierov& platu uréeném Fidicimi body b; ;.

> Postup:
Pro pevné v aplikujeme de Casteljauiv algoritmus na kazdy ¥adkovy polygon {b; ;};
a ziskdme body rg, ..., rp,.
Body ro, ..., r, tvofi Fidici polygon Bézierovy k¥ivky ve smé&ru u, tzv. u-k¥ivky, na

které vyhodnotime bod x(u,v).
> Analogicky Ize pro pevné u konstruovat v-k¥ivky.

> Rodiny u- a v-k¥ivek tvofi izoparametrickou sit Bézierova platu.

column polygon b row polygons
\ b -




Bézierovy plochy
Hladké napojeni Bézierovych plati

> Hladké napojeni ploch je vyrazné sloZitéjsi nez hladké napojeni k¥ivek.

> Mé&jme dva Bézierovy platy By a B2, které sdileji stejny okrajovy polygon Fidicich bodi,
urujici spole¢nou izoparametrickou v-k¥ivku b.

> Platy se podél této k¥ivky geometricky spojuji, ale obecn& maji riizné te¢né roviny, takZe na
rozhrani vznik3 ostrad hrana.

> Pro dosazeni hladkého napojeni (G'') musi byt sousednf sloupce ¥idicich bodii na obou

strandch hranice uspofadany tak, aby jejich vektory rozdili byly navzdjem kolinedrni a ve
stejném pomé&ru délek.




Bézierovy plochy

Bézierovy trojuhelnikové platy

> Skute¢né zobecnéni Bézierovych k¥ivek na plochy p¥edstavuji Bézierovy trojihelnikové
platy.

> Na rozdil od obdélnikovych plati umoZiiuji modelovani objektl s libovolnou topologif.
> Jsou definovény na trojihelnikové doméng, kde hraji zdsadni roli barycentrické soutadnice.

> Kontrolni body tvofi trojihelnikové schéma a kaZdy plat ma pouze jeden stuper.

> Indexace kontrolnich bodi ilustrovand na platu ¢tvrtého stupné:

booa
bois bios
bo22 bii2 b2o2
bos1 bi21 ba11 bso1
boao biso ba2o bsio baoo

> Kazdy kontrolni bod splfiuje i + j + k = 4.

> Vrcholy platu jsou bsoo, boso, boo4.
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Bézieriiv trojuhelnikovy plat stupné n

Definice (Bézieruv trojihelnikovy plat)

Béziertiv trojihelnikovy plat stupné n je definovan vztahem
x(u,v,w) = Z bl]k B?jk(uzvzw)y
i+j+k=n

kde wu, v, w jsou barycentrické soufadnice spliiujici u+v+w =1 a

n = ulpiwk
B”k(u,'u,w) i!j!k!uv w

jsou Bernsteinovy bivariagni polynomy. PI4t tvo¥i mnoZina viech bodl x(u, v, w) pro u,v,w >0
aut+v+w=1

KMA/GKP Geometrie kFivek a ploch 13 / 54



Bézierovy plochy

Vlastnosti Bézierovych trojuhelnikovych plati

> Interpolace vrcholil: Plat prochazi tfemi vrcholovymi body:
x(1,0,0) = broo, x(0,1,0) = bono, x(0,0,1) = boon.
> Okrajové k¥ivky: Okraje platu jsou Bézierovy k¥ivky dané kontrolnimi body na hranach
(nap¥. x(0,v,w) ma kontrolni polygon by, kde j + k = n).

> Symetrie: P¥eznadeni barycentrickych soufadnic a indexil tak, aby libovolny vrchol byl
bnoo, neméni tvar platu.

> Afinni invariance: Aplikace afinni transformace na ¥idici sit nebo p¥imo na plat dava stejny
vysledek.

> Konvexni obal: Pro u,v,w >0 a u+ v+ w =1 leZi kazdy bod platu v konvexnim obalu

> Linedrni pfesnost: Jsou-li kontrolni body umist&ny v roviné€ podle barycentrickych soufadnic
(%, %, %) plat tuto rovinu reprodukuje presné.

> Algebraicky stupeii: Maximalni potet priisetiki platu s p¥imkou je n2.
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de Casteljaudv algoritmus pro trojihelnikové platy

> Cil: Najit bod x(u, v, w) na Bézierové trojiihelnikovém pldtu stupn& n definovaném
kontrolni siti by

Zatneme s potatedni siti b?jk =b;jk, kde i +j + k = n.

B V kazdém kroku provedeme linedrni interpolaci v barycentrickych soutadnicich:

T r—1
bijk(u v,w) = ub/ ik +Ub”+1 & +wb”7k+1
B Po n krocich ziistane jediny bod b{},, = x(u, v, w), ktery leZi na platu.

> Algoritmus je pfimym zobecn&nim de Casteljauova postupu pro Bézierovy kFivky.

> Interpolace probihd uvnit¥ trojdhelnikové domény pomoci barycentrickych soufadnic.

KMA/GKP Geometrie kfivek a ploch



Osnova

B-spline plochy a NURBS plochy

KA/ GKP Gaamatrie kfivek = pioch” IR



B-spline plochy a NURBS plochy

B-spline plochy a NURBS plochy

> Bézierovy platy jsou tvofeny rodinami Bézierovych kF¥ivek, a proto p¥ebiraji jejich nevyhody:

> pFi vy8Sim stupni Spatné& aproximuji tvar ¥idici sit&,
> zmé&na jediného ¥idiciho bodu ovlivni celou plochu, coZ zt&Zuje lokalni editaci.
P B-spline plochy tato omezeni odstraiuji:
> plocha je stdle popsana ¢tyfihelnikovou Fidici siti,
> stupné& ve smérech u a v lIze volit nezavisle,
> hladkost zavisi na stupnich a uzlovych vektorech stejné& jako u kFivek.
» NURBS plochy (Non-Uniform Rational B-Splines) jsou raciondlnim zobecn&nim B-spline
ploch:
> kazdy ¥idici bod ma svou vahu,
> zmé&na vahy ovliviiuje lokalni tvar plochy stejné jako u NURBS kF¥ivek.

NURBS surface 5 B-spline surface NURBS surface

increased
weight
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B-spline plocha

Definice (B-spline plocha)

B-spline plocha bistupng& (p, ¢) je definovana jako
m n
x(u,v) =Y > iy NP (u) N (v),
i=0j=0

kde b; ; jsou ¥idici body a NP (u), N]‘.l(v) jsou B-spline bazové funkce stupiili p, ¢ uréené
uzlovymi vektory {u;}, {v;}.

> Plocha je typu tenzorovy soutin a zachovava lokalni vlastnosti B-spline k¥ivek.

> Zmé&na jednoho ¥idiciho bodu ovlivni pouze lokalni oblast plochy.

decrease weights

[ ight:
’ B-spline surface WElGgnEs NURBS surface
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B-spline plochy a NURBS plochy = www.KMA.zcu.cz

Definice (NURBS plocha)

NURBS plocha (Non-Uniform Rational B-Spline) je definovana jako
D> wiybiy NP(u) Ni(v)

i=0j=0

Z Z Wi, 5 Nlp(u) N]q(v)

i=0 ;=0

x(u,v) =

)

kde w; ; > 0 jsou vahy Fidicich bodd.

> Vahy umoZiiuji racionalni reprezentaci a tim p¥esny popis kvadrik.
> P¥i w; ; = 1 pro v8echny body dostadvdme obytejnou B-spline plochu.

decrease weights

/ increase
> weights
v B o

-spline surface

NURBS surface
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B-spline plochy a NURBS plochy

Topologie NURBS ploch

> B-spline / NURBS plocha obsahuje dv& rodiny k¥ivek, u-k¥ivky a v-kFivky, p¥itemz kazdd z
nich miZe byt otevrend (clamped) nebo uzavrena.
> To vede ke tfem zdkladnim typim topologie:
> Otevfeny rezim v u i v: plocha je topologicky obdélnik.
> Uzavieny rezim v jednom sméru (u nebo v): plocha je topologicky viélec.
> Uzav¥eny rezim v obou smérech: plocha je topologicky torus.
> Tyto t¥i p¥ipady p¥edstavuji jediné mozné topologie, které lze realizovat jedinou NURBS
plochou typu tenzorovy soulin, a to bez degenerace hran nebo vrcholi.

ek a ploch 20 / 54

KMA/GKP Geometrie k




B-spline plochy a NURBS plochy

Degenerované ptipady NURBS ploch

> Pokud se jeden nebo vice okrajovych polygont ¥idici sité zdegeneruje do bodu, vznikaji
pldty s mensim po&tem hran.

> Geometrie se tim vyrazn& mé&ni (nap¥. vznikd kuZel nebo disk), ale topologie zlstavd jako u
obdélnikového platu.

Degeneraci dvou protilehlych hran vznikne plocha se dvéma hranami (topologie valce).
Pokud se navic zbyvajici dvé& hrany ztotoZni, vznikne uzavfena plocha s topologii koule.

> SloZitéjsi topologie vyZaduji vice NURBS plati; to pfirozené Yesi aZ subdivizni plochy.

2-sided patch 3-sided patch
by by, =by,=by, boy=bo,=by,

boy=bo=by,
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Polygonidlni sité

| 4

>

Dosud jsme se zabyvali hladkymi plochami (Bézier, B-spline, NURBS). Jejich realizace ve
velkém mé&Fitku (nap¥. v architektu¥e) byva viak nikladna a slozita.

Praktickou alternativou jsou polygonidlni sit& (meshes) — kolekce bodi (vrcholii)
usporadanych do zakladnich stén.

KaZd3 st&na je ohrani&ena polygony (nej¢astgji trojuhelniky nebo &tyFdhelniky), které se
dotykaji podél hran.

Sit& mohou mit i nehladké rysy (ostré hrany, vrcholy) a p¥esto dob¥e popisuji tvar.

Ve skutecnosti jsou témé&F viechny zdanlivé hladké plochy v animacich, hrach a CAD
aplikacich pouze jemné renderované polygonidini sité.

.
trojdhelnikové stény \ \ CtyFiihelnikové stény \ \ Zestitihelnikové stény
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Polygonialni sit&

Geometrie a konektivita sité

> P¥i praci se sitémi je nutné rozliSovat dvé slozky:

> geometrii — polohy vrcholid v prostoru,

> konektivitu (topologii sité) — informace, které vrcholy jsou spojeny hranami a tvo¥i
stény.

> Sité se stejnou konektivitou mohou mit zcela odlisné tvary — sta&i zmé&nit soufadnice
vrcholdl, ale zachovat jejich propojeni.

> Pocet stén urluje miru volnosti p¥i ndvrhu tvaru: vice sté€n znamena vétsi flexibilitu, ale i
vy3si slozitost modelu.

> Je proto nutné hledat strategie generovani siti, které vyvazi p¥esnost, estetiku a konstrukeni
proveditelnost.

> Estetické vlastnosti (nap¥. rovnomérnost, plynulost, symetrie) hraji kli¢ovou roli p¥i volb&
vhodné sit& pro dany tvar.

‘ stejnd konektivita, rGzné tvary ‘ stejny tvar, riizné konektivity ‘
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Polygonidlni sité

Reprezentace geometrie a konektivity (format OBJ)

Pro popis sité je nutné uloZit geometrii (sou¥adnice vrcholl) a konektivitu (vztahy mezi
vrcholy, hranami a sténami).

B&zn& pouzivany je OBJ (object) format, ktery obsahuje dv& hlavni &3sti:
Seznam vrcholii: KaZdy vrchol je definovén trojici soufadnic [z, y, z]. Pofadi v
seznamu uréuje indexy vrcholl: prvni trojice ma index 1, dalsi 2, atd.
Prikazy stén: Kazd3 st&na je definovana vy&tem indexd vrchold, nap¥.
f 1 36 4 — C&tyFdhelnikova sténa, f 2 4 6 — trojuhelnik.
Pofadi vrcholil uréuje orientaci st&ny. Pro konzistenci plati:

sousedni st&ny sdileji hranu s opa&nym smé&rem (nap¥. 46 a 64),
vnit¥ni hrany se v souboru objevuji dvakrat, okrajové hrany pouze jednou.




Polygonialni sit& | www.KMA.zcu.cz

Formaty pro ulozZeni polygonidlnich siti

>

Polygonidlni sit& (meshes) Ize uklddat v riznych formatech podle tGidelu pouZiti: vyména
dat, vizualizace, animace nebo vyroba.
Jednoduché vymé&nné formaty:
> OBJ (Object) — jednoduchy textovy format pro vrcholy, stény, normaly a texturovaci
soufadnice.
> PLY (Polygon) — format pdvodné& urteny pro 3D skenovdni, umoZziiuje ukladat i barvy
a dalsi atributy vrchold.
> OFF (Object File Format) — minimalisticky akademicky format pro vrcholy a st&ny.
Formaty pro 3D tisk a vyrobu:
» STL (STereoLithography) — standard 3D tisku, uklad4 sit trojihelniki bez topologie
a bez barev.
» 3MF (3D Manufacturing Format) — modern&jsi ndhrada STL s podporou barev,
materidld a jednotek.
Formaty pro grafiku, hry a animaci:
> FBX (Filmbox) — ukldda geometrii, materidly i animace, b&zny v hernich enginech.
> gITF / GLB (GL Transmission Format) — efektivni format pro p¥enos 3D modeli,
zejména na webu.
CAD a primyslové formaty:
> STEP (Standard for the Exchange of Product model data) a IGES (Initial Graphics
Exchange Specification) — primarn& pro NURBS, ale mohou obsahovat i polygonialni
sité.
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Polygonidlni sit¢ = www.KMA.zcu.cz

Kvalita a omezeni siti

> Pomoci seznamu vrchold a st&n mdme vie pottebné pro definici geometrie i konektivity sit&.
> P¥i konstrukei siti je vyhodné vyloucit T-spoje (T-junctions) — mista, kde dv& st&ny sdileji
pouze &ast hrany jiné st&ny.

> Je také vhodné vyhnout se degenerovanym trojihelnikiim, jejichZ vrcholy leZi na jedné
p¥imce. Takové st&ny nedefinuji rovinu a mohou zpisobovat chyby pfi dalsim zpracovani.
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Polygonialnf sft&

Eulerova charakteristika a genus

>

>

Jaké vztahy plati mezi po&ty vrcholil, hran a stén dané plochy?

Tento vztah popisuje Eulerova charakteristika plochy, kterd je definovdna vztahem

X:/U7€+f:

kde v je pocet vrcholil, e poet hran a f polet st&n v libovolné siti, kterd plochu pokryva.

Hodnota x nezdvisi na konkrétni siti, ale pouze na topologii plochy (tj. na tom, zda m&
plocha okraje, dity nebo tunely), nap¥.

»> Rovina (nekone¢na), valec, torus: x = 0.
> Disk (kone&nd plocha s okrajem): x = 1.
> Koule: x = 2.

P> Zndme-li x, zndme tim omezeni mezi potty v, e, f.

Pro uzavfené orientovatelné plochy (koule, torus, viced&rové torusy) plati elegantni vztah
X =2-2g,
kde g je genus — pocet tunell (podet , drzadel” plochy).

Napftiklad povrch krychle ma topologii koule, tedy g = 0 = x = 2. Pro krychli plati
v=_8, e=12, f=6, 8—-12+6=2,

coZ presn& odpovidd Eulerov& charakteristice koule.
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CtyFiihelnikové sit& (Quad Meshes)

>

Cty¥iihelnikova sit (quad mesh) vznika pravidelnym dlazd&nim roviny &tverci nebo
obdélniky. Ve vnit¥nich vrcholech se setkdvaji ¢tyfi stény — valence 4.

Pravidelny vrchol: valence = 4. Nepravidelny vrchol: valence # 4.
P¥iklad: krychle je &tyFihelnikova sit, ale viechny jeji vrcholy maji valenci 3 — jsou tedy
nepravidelné.

Pravidelné &tyFihelnikové sité Ize vytvoFit pouze na plochach s nulovou Eulerovou
charakteristikou, jako je rovina, vélec nebo torus.

Na jinych plochédch (nap¥. na kouli) musi existovat nepravidelné vrcholy.

CtyFihelniky nemusi byt rovinné, ale rovinné stény jsou praktické pro architekturu a vyrobu.

“four sided patch” “cylinder” “torus”
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Polygonialni sit&

Trojdhelnikové sité (Triangle Meshes)

>

Trojuhelnikova sit se sklddd vyhradng& z trojuhelnikii. Rovinu Ize dlazdit pravideln& Zesti
trojihelniky kolem jednoho vrcholu.

Pravidelny vrchol: valence = 6. Nepravidelny vrchol: valence # 6.

Stejnou konektivitu ziskdme, pokud &tvercovou sit rozdélime jednou rodinou rovnob&znych
diagonal.

Naopak odstranénim jedné sady hran z pravidelné trojihelnikové sit& vznikne dlazdéni
pomoci rovnob&znikd.

Trojuhelnikové sité& jsou velmi vhodné pro architekturu — v8echny jejich stény jsou rovinné.
Pro popis stejného tvaru viak obvykle vyZzaduji zhruba dvojndsobny po&et stén oproti
EtyFuhelnikovym sitim.

square tiling triangle tiling

regular planar parallelogram tiling
triangle mesh

irregular
vertex

regular vertex



Polygonialnf sit&

Hexagonalni sit& (Hexagonal Meshes)

>

P¥i dlaZd&ni roviny pravidelnymi mnohodhelniky, jejichZ dhly se v kaZdém vrcholu seétou na
360°, existuji pouze tfi moZnosti: trojuhelniky, ¢tverce a Sestitihelniky.

Hexagonalni sit vznika pravidelnym usporadanim Zestitihelnikii — tzv. v&eli pldst
(honeycomb tiling).

V kazdém pravidelném vrcholu se setkdvaji t¥i stény — valence = 3.

Takova sit je lokaln& pravidelnd a &asto slouZi jako inspirace pro architektonické konstrukce
a fasadni struktury.

Na uzavfenych plochich (nap¥. na kouli, kde x = 2) nelze mit &ist& hexagonalni sit — musi
se objevit nepravidelné vrcholy (s valenci jinou nez 3).

honeycomb tiling regular triangular tiling




Polygonialni sit&

Pro¢ existuji jen tfi pravidelné dlaZzdéni roviny

> Pravidelny n-thelnik ma vnit¥ni dhel
(n —2)180°
o= —
n

> Aby bylo moZné jimi vydlazdit rovinu, musi se v kazdém vrcholu sejit k£ takovych
mnohodhelnikd tak, aby jejich dhly p¥esn& vyplnily cely kruh:

ka = 360°.
> Po dosazeni dostdvame podminku
k@:%o" <— k(n—2)=2n.
P Tato rovnice ma v kladnych celych &islech pouze t¥i ¥eSeni:

(n, k) = (3,6), (4,4), (6,3).

> To odpovida pravé tfem pravidelnym dlaZdicim roviny: trojihelnikové, &tvercové a
Sestithelnikové.
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Zjemnéni sité (Mesh Refinement)

>

Zjemnéni sité znamend vytvoreni jemné&jsi sité z hrubé pomoci systematické zmény
konektivity a geometrie.

Cil je zvysit hustotu vrcholl a tim i presnost reprezentace hladkého tvaru.
Zjemnéni probiha ve dvou krocich:

zmé&na konektivity — pfidani novych vrchold a hran,
Uprava geometrie — posun vrcholl podle tvaru plochy.

Subdivizni plochy jsou specidlnim p¥ipadem zjemiiovani, kde se tento proces opakuje
iterativné.

Cim jemn&jsi sit, tim vt flexibilita a v&rn&jsi aproximace hladké plochy.

coarse input mesh first two steps of subdivision refinement
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Zjemnéni trojuhelnikové sité

> Nejjednodussi zplsob zjemné&ni trojihelnikové sité: vloZit stfedy hran a spojit je.
Kazda sténa se rozdéli na ¢tyfi nové trojuhelniky.

> Tento postup zachovava topologickou pravidelnost sité a nevytvd¥i nové nepravidelné
vrcholy.

> Geometrie se zatim nemé&ni — v8echny vrcholy leZi na pivodni plose.
Nasledné Ize jejich polohu upravit podle tvaru.

> Tento krok je topologickym zakladem Loopovy subdivize.
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Zjemnéni trojuhelnikové sité

> Alternativni zjemné&ni: vloZeni téZisté kazdého trojihelniku a jeho propojeni s vrcholy.

> Tento postup rusi pravidelnost sité — vdechny pivodn& pravidelné vrcholy (valence 6) se
stanou nepravidelnymi.

> Na druhou stranu miZe mit vizudlné zajimavy a ornamentdlni efekt.

> Spojenim t&Zist se stfedy hran lze navic vytvof¥it &tyfiihelnikovou sit.,

irregular tri mesh

KMA/GKP Geometrie kfivek a ploch
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s v

Zjemnéni ¢tyrahelnikové sité

P Zjemnéni ctyfihelnikové sité probihd podobné jako u trojihelnikové — vloZime stfedy hran a
vhodné je propojime uvnit¥ kazdé stény.

> Spojenim st¥edl protilehlych hran v jedné st&n& se ziskaji tselky, které se protinaji v t&zisti
stény.

P KaZd3 sténa se tak rozdéli na ctyfi podstény leZici na jednom hyperbolickém paraboloidu.

> Tento postup zachovava pravidelnost vrcholil a poskytuje vhodny zaklad pro dalsi tpravy
sité.

quad mesh refined mesh
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Zjemnéni ¢tyrahelnikové sité

> Alternativni zjemnéni — propojenim v3ech st¥ed(l hran kaZdé sté&ny vznikne novy &tyFahelnik,

vVvyYvYyyvyy

ktery je vidy rovnobé&znikem (Varignonova v&ta) a tedy rovinny.

Okolo plivodnich vrcholli se nov& vytvoFi ¢tyfi trojuhelniky.

Spojenim téchto trojuhelniki kolem pivodniho vrcholu vznikne novy polygon.
Pokud byl vrchol pravidelny, jde opét o ¢tyfiihelnik — obvykle v8ak nerovinny.
Schéma zhruba zdvojndsobi polet stén.

U pravidelné &tvercové sité v roving zlistdva sit pravidelna, jeji st&ny se pouze zmen¥i
o faktor 1/\/5 a pooto&i o 45°.

quad mesh —> insert edge midpoints —> refined quad mesh
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Varignonova véta

Véta (Varignonova véta)

Spojenim st¥edi stran libovolného &tyfuhelniku vznikne rovnobé&znik.

Dukaz:

> Mgjme libovolny &tyFihelnik ABC' D a oznalme stfedy jeho stran:
Sap = 3(A+ B), Spc = 5(B+0), Sop = 3(C+ D),
> Tyto &ty¥i body tvoFi novy &tyFuhelnik
SaSpcScpSpa-
> Vektor jedné dvojice protilehlych stran:
SapSpc =Spc —Sap=4(B+C)—1(A+B) =
SpaScp =Scp —Spa=3(C+D)—$(D+A) =

> Tedy tyto dvé& strany jsou rovnob&zné a stejné dlouhé.

> Analogicky:
nalogicky

—
SpcScp = 5(D — B), SapSpa = 3(D—

takZe i druhd dvojice protilehlych stran je rovnobé&zna.
> Proto &tyFihelnik tvoFeny stfedy stran je rovnobéznik.

KMA/GKP Geometrie kFivek a ploch

Spa=4(D+A).

%(C - A)7
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B),
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s v

lterované zjemnéni Etyfuhelnikové sité

> Pokud opakujeme zjemnéni &tyFlihelnikové sité typu se stfedy hran vicekrat, sit se postupn&
pfibliZzuje hladké ploge.

> Kazd3 iterace rozdéli st&ny na mensi EtyFuhelniky a upravi polohu vrcholl podle
jednoduchého pravidla.

> Opakovénim subdivize vznika posloupnost siti, ktera konverguje k hladké plose.

> Tento proces predstavuje nejjednodussi subdivizni algoritmus pro generovani hladkych
ploch.

mesh refinement by edge midpoint insertion
level 1 level 2 level 3 level 4

coarse mesh
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Zjednoduseni sité (Mesh Decimation)

> Zjednoduseni sité je proces opa&ny ke zjemn&ni — odstraiiuje vhodné& zvolené vrcholy a
nahrazuje je novymi hranami tak, aby byla zachovana lokalni geometrie plochy.

> Algoritmus vybira vrcholy podle zakfiveni a lokalnich tvarovych vlastnosti a propojuje
zbyvajici vrcholy konzistentnim zplisobem.

> Prestoze vyslednd sit obsahuje mnohem méné trojiihelnikii, miiZe stéle vérné reprezentovat
plvodni tvar a rozdily ve stinovani byvaji ¢asto téméF nepostfehnutelné.

original mesh reduced mesh
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Spatné sité (Bad Meshes)

> To, zda je sit , dobrd " nebo , ¥patnd ", zavisi na jejim G&elu — nap¥. na vizudlni kvalité nebo
numerické stabilité p¥i simulacich.

> P¥ili¥ mnoho nepravidelnych vrcholil, zejména pokud jsou rozloZeny nepravideln&, maze
vizualn& narusit plynulost povrchu.

> P¥i pouZiti ve vypottech metodou kone&nych prvkii (FEM) je kritické, aby sit neobsahovala
. tenké trojihelniky " s velmi malymi dhly.

>V tenkém" trojdhelniku je polomér vepsané kruznice mnohem mensi neZ polomé&r opsané
kruZnice, coZ sniZzuje p¥esnost numerickych vypo&td.
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Relaxace sité (Mesh Relaxation

> Kromé technickych vlastnosti Ize sit vylepsit i esteticky — cilem je vyvdZené rozlozeni
vrchold a témé¥ pravidelné stény.

> PIné& pravidelné st&ny (nap¥. rovnostranné trojdhelniky) obvykle nejsou mozné, ale Ize se
jim numericky ptibliZit.

> Fyzikalni interpretace: vrcholy pfedstavuji hmotné body a hrany pruziny. Systém se nechd
dojit do rovnovazného stavu — relaxace.

mesh before relaxation mesh after relaxation
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Subdivizni plochy

Subdivizni plochy (Subdivision Surfaces)

> Subdivizni plochy vznikaji opakovanym zjemiiovanim sité podle jednoduchého pravidla.
» Opakovanou aplikaci se sit postupn& vyhlazuje a v limit& vznikd hladka plocha.
> Existuje mnoho schémat — nap¥. Doo—Sabin, Catmull-Clark a Loop.

Doo-Sabin subdivision

L

Catmull-Clark subdivision

L

Loop subdivision

=S
B S
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Historie subdiviznich ploch

> Koncem 70. let vznikly prvni subdivizni algoritmy, které v limité generuji B-spline plochy
z hrubé &tyFahelnikové sité.

> Doo-Sabin (1978) — plocha stupné (2,2), Catmull-Clark (1978) — plocha stupn& (3, 3);
ob& metody davaji hladké limitni plochy opakovanym zjemiiovanim sité&.

> Loop (1987) — zobecn&ni na trojihelnikové sit&, Dyn—Gregory—Levin (1987) — interpola&nf
subdivize, kde plocha prochazi vsemi vrcholy.

> U v8ech téchto metod jemné&jsi trovei plochy aproximuje tu p¥edchozi.

"
Malcom Sabin Edwin Catmull Charles Loop

Tony de Rose
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Subdivizni plochy — vyuZiti a vyznam

> Pixar v 90. letech prikopnicky vyuZil subdivizni plochy v pocitacové animaci
(nap¥. Toy Story, 1995), &imZ odstartoval jejich Siroké uplatnéni.

P Subdivize se stala efektivnim nastrojem pro tvorbu hladkych, estetickych a snadno
upravitelnych 3D modeld.

> Moderni CAD systémy (nap¥. Rhino) maji subdivizni plochy integrovany jako standardni
nastroj.

P Shrnuti: Subdivizni plochy nejsou jen matematicky koncept, ale i praktickd metoda
generovani vizualné plsobivych siti.

Inc. and Pixar

© 2006 Disney Enterprises, Inc. and Pixar
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Subdivizni plochy

Kvadratické B-spline plochy pomoci subdivize

P Chaikindv algoritmus generuje kvadratickou B-spline k¥ivku tak, Ze na
kazdé hran& vloZi dva nové body délenim v poméru 1:3 a 3:1 a tyto
body propoji.

SN

> Tento postup tvoFi jeden zjemiiovaci krok, ktery se opakuje iterativn&. E,,a,km,sa,.go,,mm

> Stejnd myslenka se uplatni na pravidelné &tyfahelnikové sité.

> Postup:
Chaikinovo zjemnéni se provede podél viech sloupcovych polygon.
| Nové body se propoji.
B Algoritmus se zopakuje pro fadkové polygony.

> Kazdy krok vytvofi sit s asi &tyfndsobnym poétem stén a limitn& se blizi kvadratické
B-spline plose.

column polygons

new row polygons new column polygons
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Subdivizni plochy

Kvadratické B-spline plochy pomoci subdivize

| g

>

Rozd&lovat pfechod mezi dv€ma drovn&mi sit& do dvou krokil je nepohodIné. Lze jej popsat

jednoduse v jediném kroku.
UvaZujme jeden &tyFahelnik s vrcholy a, b, ¢, d.

Postup:
Délime tsetky ab a dc v poméru 1:3 a 3:1.
| Spojime odpovidajici body a tyto spojnice op&t délime v poméru 1:3 a 3:1.

V3echny pouZité body a p¥imky leZi na hyperbolickém paraboloidu, tj. na Bézierové platu
stupn& (1,1).
Vypocet nového bodu:

al = %a—&— 13—6b+ %d—i— 1—160.
Nové body vznikaji linedrni kombinaci &ty¥ vrcholi s koeficienty 9/16, 3/16, 3/16, 1/16,
které lze graficky vyznat&it pfimo v siti.
Kazdy &tyFihelnik ddva &ty¥i nové vrcholy, které tvofi zjemnénou sit. Omezenim je
topologie sité — jeji zobecn&ni pfedstavuje Doo—Sabin subdivizni schéma.

1/16
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Doo-Sabin subdivizni schéma

> Doo—Sabin aplikuje stejné pravidlo subdivize na kazdou sténu stejné jako dfive popsany
postup pro &tyFihelniky.

> Na rozdil od pfedchoziho schématu vdak Doo—Sabin funguje i pro nettyfihelnikové stény a
Ize jej pouZit na libovolnou polygonalini sit.

> Vrchol valence 3 vytvofi po zjemnéni trojihelnik, vrchol valence 5 vytvoFi pétitihelnik atd.

> Vysledkem jsou nepravidelné (extraordinary) stény, pro které je v dal3ich krocich potfeba
pouZit odpovidajici pravidla.

> Opakovanim procesu vznika hladka plocha odpovidajici kvadratické B-spline plose.

level 3

level 0 level 2
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Subdivizni plochy

Doo-Sabin subdivizni schéma

» Doo—-Sabin plocha velmi dob¥e zachovava globalni tvar pavodni sit&.

P¥i opakované subdivizi ziistava kazdy &tyfuhelnik na stejném hyperbolickém paraboloidu
(nebo v rovin& v p¥ipad& rovinného &tyFihelniku) a smrétuje se k t&Zisti pivodni stény.

> Hrany t&chto &tyfuhelnikld konverguji k te¢nam limitni plochy, takZe vysledna plocha je
v t&Zisti plvodni sté&ny k limitni plose te¢na.

To znamend, Ze se piivodni sit b&hem subdivize nehrouti ani nesmrstuje, ale jeji globalni

tvar zlstdva zachovan.

Doo-Sabin subdivision surface
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Od kubickych B-splinli ke Catmull-Clark subdivizi

> Stejnd strategie jako u kvadratickych B-splinii (Chaikin) funguje i pro kubické B-spliny.

v

Kubické B-spline kfivky se generuji pomoci Lane—Riesenfeldova algoritmu.
> Subdivizni krok:
vloZime stfedy hran,
| provedeme dvé kola priimérovani.
> Vznikaji dva typy novych bodi:
> stfedy hran,
> posunuté vrcholy pivodniho polygonu.
> Nova poloha vrcholu b, (se sousedy by, b,) je prim&rem Chaikinovych bod:
bn = 3co+ Scr = £bp+ b+ Lby.

> Tento princip se pfendsi na plochy a vede k Catmull-Clark subdivizi.
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Doo-Sabin vs. Catmull-Clark

> Catmull-Clark pouZiva vice priimé&rovani, a proto ddva hladsi limitni plochu nez Doo—Sabin.

> Na nepravidelnych (extraordinary) vrcholech viak hladkost stale neni idedIni, coZ je problém
nap¥. v automobilovém priimyslu.

> Siln&jsi vyhlazovéni zplisobuje, Ze Catmull-Clark plocha leZi dale od ¥idici sit& neZ plocha
Doo—-Sabin.

Doo-Sabin Catmull-Clark

initial control mesh
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Subdivizni plochy
Neplanarni ¢tyfahelniky pti subdivizi

> | kdyZ za&neme s rovinnymi ctyfuhelniky, subdivize obvykle vytvoFi neplanarni quady.
> Divod: b&Zna subdivizni schémata (Doo—Sabin, Catmull-Clark) pouZivaji pouze linedrni
kombinace vrcholi, takZe plandrnost se nezachovava.

level 0 level 1 level 2 level 3

5

> Reenim jsou planarizaéni algoritmy: po kazdém kroku subdivize provedou malou
optimalizaci, aby nové quady byly opét co nejvice rovinné.

non-planar quads planar quads




Subdivizni plochy
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Loopova subdivize

> Trojuhelnikovd sit md dileZitou vlastnost: vechny stény jsou vzdy
rovinné.

> Pouhé zjemnéni pouze rozdéli trojihelniky, ale jest& nevytvofi hladkou
plochu.

> Loopova subdivize k tomuto zjemnéni p¥idava geometricky prepolet vrcholi
> Nové i plavodni vrcholy se posouvaji pomoci vazenych priméri sousednich bodd.
> Tim vznikd posloupnost siti, kterd konverguje k hladké limitni plose.

> Vyslednd hladkost je srovnatelnd s Catmull-Clarkovymi plochami.

level 2 level 3 level 4
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