Vybrané priklady z diferencialni geometrie — kiivost, znaménkova
ktivost a torze

Uvazujme regularni kiivku v : I — R™. Rychlost a zrychleni jsou ddny pomoci prvni a druhé
derivace

v(t)=9(1), a(t)=7"().

Vektor zrychleni rozlozime na slozku rovnobéznou a kolmou ke sméru pohybu:

a(t) =al(t) +a'(1),

e ) -1
all(py = 28V o at(t) = a(t) —al (1)
(1) EOIE (1), (1) =a(t)-a'(t)
Krivost ktivky je dana vztahem i(8)]
at(t
0 = e

Pii vypoctech kiivosti v bodé nejprve spocitime v(t) a a(t), poté uréime v(ty) a a(tp) v
konkrétnim bodé ~(tp) a dale pracujeme jiz pouze s ¢iselnymi vektory.

N

Priklad 1 — kfivost primky

Urcete kiivost kiivky
~v(t) =[t, 2t +1], teR.

Rychlost a zrychleni jsou
v()=(1,2),  a(t) = (0,0).

Rozklad zrychleni je

a(t)-v(t N
al(t) = wv(t) —0, a'(t)-o.

Kiivost je
Jat®)] o
v v

k(1) =0.

Priklad 2 — kfivost kruznice

Urcete kiivost kiivky
v(t) =[3cost+1, 3sint—2], te(0,2m).

Rychlost a zrychlen{ jsou

v(t) = (-3sint, 3cost), a(t) = (-3cost, —3sint).



Rozklad zrychleni je

a(t)-v(t N
all(t) = % v(t)=0,  a'(t)=a(f).

Kiivost je
_Jat@®f 3 _1

Cv@®))r 9 3

k(1)

Priklad 3 — krivost krivky v bodé

Urcete kiivost kiivky
y(t)=[t, t*+t], teR
v bodé to =0.

Rychlost a zrychleni jsou
v(t)=(1, 2t +1), a(t) = (0, 2).

V bodé to = 0:
v(0)=(1,1),  a(0)=(0,2).

Rozklad zrychleni je

a”(O):WV(O):E(LI):(LU, a(0) = a(0) —al(0) = (0,2) - (1,1) = (~1,1).
Kiivost je
NSO
O voR™ 2

Priklad 4 — krivost krivky v bodé
Urcete kiivost kiivky

v(t) = [~e' +t* - cost, t* + cost +sint], teR
v bodé t() =0.

Rychlost a zrychleni jsou
v(t) = (—e' + 2t +sint, 2t —sint + cost),
a(t) = (—e' + 2 + cost, 2 —cost —sint).
V bodé to =0:
v(0)=(-1,1),  a(0)=(2,1).

Rozklad zrychleni je

a”(O):%v(O):%(—l,l):(%,—%), al(O):a(O)-al(O):(g,g).
Krivost je
lat )] _ V@) +(3) _3v2
Iv(O)[*  (-1)?+12 4

k(0) =



Priklad 5 — kiivost kfivky v bodé
Urcete kiivost kiivky
v(t) = [1+€' —sint, t* —cost —sint, t* + cost +sint], teR
v bodé tg = 0.
Rychlost a zrychleni jsou
v(t) = (e' —cost, 2t +sint — cost, 2t —sint + cost),

a(t) = (e +sint, 2+ cost +sint, 2 —cost —sint).

V bodé to =0:
v(0) = (0,-1,1),  a(0)=(1,3,1).

Rozklad zrychleni je

_a(0)-v(0)

al(0) = OIE v(o):g(o,—1,1):(o,1,—1), a’(0) =a(0) -al(0) = (1,2,2).

Kfivost je
lat(0)] V12+22+22 3

#(0) = V)2~ 02+ (C1)2+12 2

Priklad 6 — krivost krivky v bodé
Urcete kiivost kiivky

y(t)=[1+t, —e' +t+1* +sint, -1 —t> —sint], teR
v bodé tg = 0.

Rychlost a zrychleni jsou
v(t) = (1, —e" + 1 +2t + cost, -2t — cost),
a(t) = (0, -t +2- sint, -2 +sint).

V bodé tg = 0:
v(0) = (1,0,-1), a(0) = (0,1,-2).

Rozklad zrychleni je

a(0)-v(0)

2O =" o

v(0) = 2(1,0, -1) = (1,0,-1), a'(0) =a(0) -al(0) = (-1,1,-1).

Kiivost je

x(0) = lat(0)]  (-1)2+12+(-1)2 /3
TNOPE T Eeoi(E 2




-

Uvazujme regularni rovinnou parametrickou kiivku

V() = [x(®),y(®)],  tel

Rychlost a zrychleni jsou dany

v(t)=9'(t) = (@'().¥' (1), at)=9"()=(2"(),y" ().
Zmaménkova kiivost je definovana vztahem

a(t) - Roo(v(t)) _ o' (t)y"(t) — =" ()y'(t)

ks(t) = TIOIE - (x’(t)2 R y’(t)2)3/2

kde Rgo(u1,u2) = (—ug,u1) je otoceni vektoru o 90° proti sméru hodinovych rucicek. Plati

R(t) = |rs (8]

Priklad 1 — znaménkova krivost primky
Urcete znaménkovou kfivost a kiivost kfivky
v(t) =[t,2t+1], telR.
Rychlost a zrychleni jsou
v(t)=(1,2),  a(t)=(0,0).

Otoceni rychlosti je

Roo(v(t)) = (=2, 1).

Znaménkova ktivost je

_ a(t) . Rgo(v(t)) _ 0 _
SO=TEROE @
Kfivost je
k(t) =0.

Priklad 2 — znaménkova krivost kruznice

Urcete znaménkovou kiivost a kiivost kiivky

v(t) =[3cost+1, 3sint—2], te(0,2m).

Rychlost a zrychleni jsou
v(t) = (-3sint, 3cost), a(t) = (-3cost, -3sint).

Otoceni rychlosti je
Roo(v(t)) = (-3 cost, —3sint).
Znaménkova krivost je
a(t)- Roo(v(t)) (-3cost, -3sint)-(-3cost, —3sint)
[v(®)? ((~3sint)? + (3cost)?)*/?

ks(t) =



9cos?t +9sin?t 9 1

(9s1112t+9c052t)3/2 27 3

Kiivost je
1
R(8) = rs(B)] = 5.

Priklad 3 — znaménkova krivost krivky v bodé

Urcete znaménkovou kiivost a kiivost kiivky
v(t)=[t, 2 +t], teR
v bodeé tg = 0.

Rychlost a zrychleni jsou
v(t)=(1, 2t +1), a(t) = (0, 2).

V bodé to = 0:
v(0)=(1,1),  a(0)=(0,2).

Otoceni rychlosti je
Rgo(v(0)) = (-1,1).

Znaménkova kiivost je

K (0) _ a(O) ) RQO(V(O)) _ (072) ’ (_L 1) _ 2 _ L
) MOIE (12+12)32 22 2
Kiivost je .
H(O) = E

Priklad 4 — znaménkova krivost krivky v bodé

Urcete znaménkovou kiivost a kiivost kiivky
v(t) = [-e' + % — cost, t* + cost +sint], teR
v bodé to =0.

Rychlost a zrychleni jsou
v(t) = (—e' + 2t +sint, 2t —sint + cost),

a(t) = (e’ +2+cost, 2 - cost —sint).
V bodé ty = 0:
V(O) = (_L 1)7 a(O) = (27 ]-)
Otoceni rychlosti je
Rgo(v(0)) = (-1,-1).
Zmaménkova kiivost je

a(0) - Roo(v(0)) (2,1)-(-1,-1) -3 3ﬁ_

COTTTROF (Gt 2E
Kiivost je
K(0) = s (0)] = 22



Uvazujme regularni prostorovou kiivku « : I - R3. Kfivost poéitdame pomoci vzorce

w(t) = ) xa()] ' (&) x "]
O]k v @®1°

Torzi pocitame pomoci vzorce

('(8) x7"(8) -+ (1)
[y (#) <~ () ]2

T(t) =

Priklad 1 — kfivost a torze Sroubovice

Urcete kiivost a torzi kiivky
~v(t) = [acost, asint, bt], teR.

Prvni, druha a tieti derivace jsou
v'(t) = (-asint, acost, b),
7" (t) = (~acost, —asint, 0),
7v""(t) = (asint, —acost, 0).

Vektorovy soucin je
v (t) x~4"(t) = (absint, —abcost, a?).

Krivost je
) Va2b?sin®t + a2b?cos?t +at  Va2b2 +at  aVa? + b2 a
/{ = = = = .
(a?sint +a2cos2t +12)3/2 (a2 +b2)3/2 (a2 +1b2)3/2  a? + b2
Torze je
) (absint, —abcost, a?) - (asint, —acost, 0) a?bsin®t + a’bcos®t a’b b
T = = =

a2b?sin?t + a2b? cos? t + at a?b? +at a?(a?+b%) a?+b?

Priklad 2 — krivost a torze kruznice

Urcete kiivost a torzi kiivky

~v(t) = [Rcost, Rsint, 0], te(0,2n).

Prvni, druhd a tteti derivace jsou
~'(t) = (-Rsint, Rcost, 0),
v"(t) = (-Rcost, —Rsint, 0),
7" (t) = (Rsint, —Rcost, 0).

Vektorovy soucin je
7' () x"(1) = (0, 0, R?).

Krivost je
- oo Ey B 1
((-Rsint)? + (Rcost)z)?’/2 (R?)32 R
Torze je
0, 0, R?) - (Rsint, —Rcost, 0) 0
7(t) = =—=0
) [(0, 0, R?)]? SR



Priklad 3 — kiivost a torze kfivky v bodé

Urcete kiivost a torzi kiivky
v(t) = [1+€' —sint, t* —cost —sint, t* + cost +sint], teR

v bodé tg = 0.
Prvni, druha a treti derivace jsou

7' (t) = (€' = cost, 2t +sint — cost, 2t —sint + cost),

7"(t) = (¢" +sint, 2+ cost +sint, 2 - cost —sint),

7" (t) = (e' + cost, —sint + cost, sint — cost).
V bodé ¢ty = 0:

Y(0)=(0, -1, 1),  ~"(0)=(1,3,1), "(0)=(2, 1, -1).

Vektorovy soucin je
,.y’(O) x 7,,(0) = (_47 17 1)

Kiivost je
#(0) = (-4, 1, )]  VI6+1+1 3V2 3
S0 LD 32 2v2 2

Torze je
-4,1,1)-(2,1,-1) -8+1-1 4
7_(0):( 77)(77 )_ 8+ _ =

I(-4, 1, D2 16+1+1 9

Priklad 4 — krivost a torze kiivky v bodé

Urcete kiivost a torzi kiivky

v(t)=[1+t, —e' +t+1% +sint, -1 —t>—sint], teR
v bodé tg = 0.
Prvni, druha a tfeti derivace jsou

7'(t) = (1, —e" + 1+ 2t + cost, =2t — cost),
7"(t) = (0, —e' +2 —sint, =2 +sint),
A"(t) = (0, —€' - cost, cost).

V bodé tg = 0:
7'(0) = (1, 0, -1), ~v"(0) = (0, 1, -2), 7"(0) = (0, -2, 1).

Vektorovy soucin je
7'(0) x4"(0) = (1, 2, 1).

Krivost je
<(0) - 1,2, 1)) Vivdarl V6 V3
S0, -DE T (1132 22 2
Torze je
1,2, 1)-(0, =2, 1 4+1 1
r(o):(’ ,1)-(0, -2, 1) +1 1

(1, 2, 1)|2 T 1+4+1 2



