
Vybrané př́ıklady z diferenciálńı geometrie – křivost, znaménková

křivost a torze

Uvažujme regulárńı křivku γ ∶ I → Rn. Rychlost a zrychleńı jsou dány pomoćı prvńı a druhé
derivace

v(t) = γ′(t), a(t) = γ′′(t).

Vektor zrychleńı rozlož́ıme na složku rovnoběžnou a kolmou ke směru pohybu:

a(t) = a∥(t) + a⊥(t),

kde

a∥(t) =
a(t) ⋅ v(t)

∥v(t)∥2
v(t), a⊥(t) = a(t) − a∥(t).

Křivost křivky je dána vztahem

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

.

Při výpočtech křivosti v bodě nejprve spoč́ıtáme v(t) a a(t), poté urč́ıme v(t0) a a(t0) v
konkrétńım bodě γ(t0) a dále pracujeme již pouze s č́ıselnými vektory.

Př́ıklad 1 – křivost př́ımky

Určete křivost křivky
γ(t) = [t,2t + 1], t ∈ R.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (1,2), a(t) = (0,0).

Rozklad zrychleńı je

a∥(t) =
a(t) ⋅ v(t)

∥v(t)∥2
v(t) = 0, a⊥(t) = 0.

Křivost je

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

=
0

∥v(t)∥2
= 0.

Př́ıklad 2 – křivost kružnice

Určete křivost křivky
γ(t) = [3 cos t + 1, 3 sin t − 2], t ∈ ⟨0,2π⟩.

Rychlost a zrychleńı jsou

v(t) = (−3 sin t, 3 cos t), a(t) = (−3 cos t, −3 sin t).
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Rozklad zrychleńı je

a∥(t) =
a(t) ⋅ v(t)

∥v(t)∥2
v(t) = 0, a⊥(t) = a(t).

Křivost je

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

=
3

9
=
1

3
.

Př́ıklad 3 – křivost křivky v bodě

Určete křivost křivky
γ(t) = [t, t2 + t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (1, 2t + 1), a(t) = (0, 2).

V bodě t0 = 0:
v(0) = (1,1), a(0) = (0,2).

Rozklad zrychleńı je

a∥(0) =
a(0) ⋅ v(0)

∥v(0)∥2
v(0) =

2

2
(1,1) = (1,1), a⊥(0) = a(0) − a∥(0) = (0,2) − (1,1) = (−1,1).

Křivost je

κ(0) =
∥a⊥(0)∥
∥v(0)∥2

=

√

2

2
.

Př́ıklad 4 – křivost křivky v bodě

Určete křivost křivky
γ(t) = [−et + t2 − cos t, t2 + cos t + sin t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (−et + 2t + sin t, 2t − sin t + cos t),

a(t) = (−et + 2 + cos t, 2 − cos t − sin t).

V bodě t0 = 0:
v(0) = (−1,1), a(0) = (2,1).

Rozklad zrychleńı je

a∥(0) =
a(0) ⋅ v(0)

∥v(0)∥2
v(0) =

−1

2
(−1,1) = (

1

2
,−

1

2
) , a⊥(0) = a(0) − a∥(0) = (

3

2
,
3

2
) .

Křivost je

κ(0) =
∥a⊥(0)∥
∥v(0)∥2

=

√

(
3
2
)
2
+ (

3
2
)
2

(−1)2 + 12
=
3
√

2

4
.
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Př́ıklad 5 – křivost křivky v bodě

Určete křivost křivky

γ(t) = [1 + et − sin t, t2 − cos t − sin t, t2 + cos t + sin t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Rychlost a zrychleńı jsou

v(t) = (et − cos t, 2t + sin t − cos t, 2t − sin t + cos t),

a(t) = (et + sin t, 2 + cos t + sin t, 2 − cos t − sin t).

V bodě t0 = 0:
v(0) = (0,−1,1), a(0) = (1,3,1).

Rozklad zrychleńı je

a∥(0) =
a(0) ⋅ v(0)

∥v(0)∥2
v(0) =

−2

2
(0,−1,1) = (0,1,−1), a⊥(0) = a(0) − a∥(0) = (1,2,2).

Křivost je

κ(0) =
∥a⊥(0)∥
∥v(0)∥2

=

√

12 + 22 + 22

02 + (−1)2 + 12
=
3

2
.

Př́ıklad 6 – křivost křivky v bodě

Určete křivost křivky

γ(t) = [1 + t, −et + t + t2 + sin t, −1 − t2 − sin t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (1, −et + 1 + 2t + cos t, −2t − cos t),

a(t) = (0, −et + 2 − sin t, −2 + sin t).

V bodě t0 = 0:
v(0) = (1,0,−1), a(0) = (0,1,−2).

Rozklad zrychleńı je

a∥(0) =
a(0) ⋅ v(0)

∥v(0)∥2
v(0) =

2

2
(1,0,−1) = (1,0,−1), a⊥(0) = a(0) − a∥(0) = (−1,1,−1).

Křivost je

κ(0) =
∥a⊥(0)∥
∥v(0)∥2

=

√

(−1)2 + 12 + (−1)2

12 + 02 + (−1)2
=

√

3

2
.
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Uvažujme regulárńı rovinnou parametrickou křivku

γ(t) = [x(t), y(t)], t ∈ I.

Rychlost a zrychleńı jsou dány

v(t) = γ′(t) = (x′(t), y′(t)), a(t) = γ′′(t) = (x′′(t), y′′(t)).

Znaménková křivost je definována vztahem

κs(t) =
a(t) ⋅R90(v(t))

∥v(t)∥3
=
x′(t)y′′(t) − x′′(t)y′(t)

(x′(t)2 + y′(t)2)3/2
,

kde R90(u1, u2) = (−u2, u1) je otočeńı vektoru o 90○ proti směru hodinových ručiček. Plat́ı

κ(t) = ∣κs(t)∣.

Př́ıklad 1 – znaménková křivost př́ımky

Určete znaménkovou křivost a křivost křivky

γ(t) = [t,2t + 1], t ∈ R.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (1,2), a(t) = (0,0).

Otočeńı rychlosti je
R90(v(t)) = (−2,1).

Znaménková křivost je

κs(t) =
a(t) ⋅R90(v(t))

∥v(t)∥3
=

0

(12 + 22)3/2
= 0.

Křivost je
κ(t) = 0.

Př́ıklad 2 – znaménková křivost kružnice

Určete znaménkovou křivost a křivost křivky

γ(t) = [3 cos t + 1, 3 sin t − 2], t ∈ ⟨0,2π⟩.

Rychlost a zrychleńı jsou

v(t) = (−3 sin t, 3 cos t), a(t) = (−3 cos t, −3 sin t).

Otočeńı rychlosti je
R90(v(t)) = (−3 cos t, −3 sin t).

Znaménková křivost je

κs(t) =
a(t) ⋅R90(v(t))

∥v(t)∥3
=
(−3 cos t, −3 sin t) ⋅ (−3 cos t, −3 sin t)

((−3 sin t)2 + (3 cos t)2)3/2
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=
9 cos2 t + 9 sin2 t

(9 sin2 t + 9 cos2 t)
3/2 =

9

27
=
1

3
.

Křivost je

κ(t) = ∣κs(t)∣ =
1

3
.

Př́ıklad 3 – znaménková křivost křivky v bodě

Určete znaménkovou křivost a křivost křivky

γ(t) = [t, t2 + t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (1, 2t + 1), a(t) = (0, 2).

V bodě t0 = 0:
v(0) = (1,1), a(0) = (0,2).

Otočeńı rychlosti je
R90(v(0)) = (−1,1).

Znaménková křivost je

κs(0) =
a(0) ⋅R90(v(0))

∥v(0)∥3
=
(0,2) ⋅ (−1,1)

(12 + 12)3/2
=

2

2
√

2
=

1
√

2
.

Křivost je

κ(0) =
1
√

2
.

Př́ıklad 4 – znaménková křivost křivky v bodě

Určete znaménkovou křivost a křivost křivky

γ(t) = [−et + t2 − cos t, t2 + cos t + sin t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Rychlost a zrychleńı jsou
v(t) = (−et + 2t + sin t, 2t − sin t + cos t),

a(t) = (−et + 2 + cos t, 2 − cos t − sin t).

V bodě t0 = 0:
v(0) = (−1,1), a(0) = (2,1).

Otočeńı rychlosti je
R90(v(0)) = (−1,−1).

Znaménková křivost je

κs(0) =
a(0) ⋅R90(v(0))

∥v(0)∥3
=
(2,1) ⋅ (−1,−1)

((−1)2 + 12)
3/2 =

−3

2
√

2
= −

3
√

2

4
.

Křivost je

κ(0) = ∣κs(0)∣ =
3
√

2

4
.
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Uvažujme regulárńı prostorovou křivku γ ∶ I → R3. Křivost poč́ıtáme pomoćı vzorce

κ(t) =
∥v(t) × a(t)∥

∥v(t)∥3
=
∥γ′(t) × γ′′(t)∥
∥γ′(t)∥3

.

Torzi poč́ıtáme pomoćı vzorce

τ(t) =
(γ′(t) × γ′′(t)) ⋅ γ′′′(t)
∥γ′(t) × γ′′(t)∥2

Př́ıklad 1 – křivost a torze šroubovice

Určete křivost a torzi křivky
γ(t) = [a cos t, a sin t, bt], t ∈ R.

Prvńı, druhá a třet́ı derivace jsou

γ′(t) = (−a sin t, a cos t, b),
γ′′(t) = (−a cos t, −a sin t, 0),
γ′′′(t) = (a sin t, −a cos t, 0).

Vektorový součin je
γ′(t) × γ′′(t) = (ab sin t, −ab cos t, a2).

Křivost je

κ(t) =

√

a2b2 sin2 t + a2b2 cos2 t + a4

(a2 sin2 t + a2 cos2 t + b2)3/2
=

√

a2b2 + a4

(a2 + b2)3/2
=

a
√

a2 + b2

(a2 + b2)3/2
=

a

a2 + b2
.

Torze je

τ(t) =
(ab sin t, −ab cos t, a2) ⋅ (a sin t, −a cos t, 0)

a2b2 sin2 t + a2b2 cos2 t + a4
=
a2b sin2 t + a2b cos2 t

a2b2 + a4
=

a2b

a2(a2 + b2)
=

b

a2 + b2
.

Př́ıklad 2 – křivost a torze kružnice

Určete křivost a torzi křivky

γ(t) = [R cos t, R sin t, 0], t ∈ ⟨0,2π⟩.

Prvńı, druhá a třet́ı derivace jsou

γ′(t) = (−R sin t, R cos t, 0),

γ′′(t) = (−R cos t, −R sin t, 0),

γ′′′(t) = (R sin t, −R cos t, 0).

Vektorový součin je
γ′(t) × γ′′(t) = (0, 0, R2

).

Křivost je

κ(t) =
∥(0, 0, R2

)∥

((−R sin t)2 + (R cos t)2)
3/2 =

R2

(R2
)
3/2 =

1

R
.

Torze je

τ(t) =
(0, 0, R2

) ⋅ (R sin t, −R cos t, 0)

∥(0, 0, R2
)∥

2
=

0

R4
= 0.
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Př́ıklad 3 – křivost a torze křivky v bodě

Určete křivost a torzi křivky

γ(t) = [1 + et − sin t, t2 − cos t − sin t, t2 + cos t + sin t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Prvńı, druhá a třet́ı derivace jsou

γ′(t) = (et − cos t, 2t + sin t − cos t, 2t − sin t + cos t),

γ′′(t) = (et + sin t, 2 + cos t + sin t, 2 − cos t − sin t),

γ′′′(t) = (et + cos t, − sin t + cos t, sin t − cos t).

V bodě t0 = 0:

γ′(0) = (0, −1, 1), γ′′(0) = (1, 3, 1), γ′′′(0) = (2, 1, −1).

Vektorový součin je
γ′(0) × γ′′(0) = (−4, 1, 1).

Křivost je

κ(0) =
∥(−4, 1, 1)∥

∥(0, −1, 1)∥3
=

√

16 + 1 + 1

(1 + 1)3/2
=
3
√

2

2
√

2
=
3

2
.

Torze je

τ(0) =
(−4, 1, 1) ⋅ (2, 1, −1)

∥(−4, 1, 1)∥2
=
−8 + 1 − 1

16 + 1 + 1
= −

4

9
.

Př́ıklad 4 – křivost a torze křivky v bodě

Určete křivost a torzi křivky

γ(t) = [1 + t, −et + t + t2 + sin t, −1 − t2 − sin t], t ∈ R

v bodě t0 = 0.

Prvńı, druhá a třet́ı derivace jsou

γ′(t) = (1, −et + 1 + 2t + cos t, −2t − cos t),

γ′′(t) = (0, −et + 2 − sin t, −2 + sin t),

γ′′′(t) = (0, −et − cos t, cos t).

V bodě t0 = 0:

γ′(0) = (1, 0, −1), γ′′(0) = (0, 1, −2), γ′′′(0) = (0, −2, 1).

Vektorový součin je
γ′(0) × γ′′(0) = (1, 2, 1).

Křivost je

κ(0) =
∥(1, 2, 1)∥

∥(1, 0, −1)∥3
=

√

1 + 4 + 1

(1 + 1)3/2
=

√

6

2
√

2
=

√

3

2
.

Torze je

τ(0) =
(1, 2, 1) ⋅ (0, −2, 1)

∥(1, 2, 1)∥2
=
−4 + 1

1 + 4 + 1
= −

1

2
.
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