Vybrané priklady z diferencialni geometrie — obsah oblasti

Uvazujme rovinnou parametrickou krivku

V() = [x(®),y(®)],  tea,b).

Predpokladejme, ze kiivka je:

e uzavrend, tj. y(a) =~(b),

e jednoduchd, tj. nema samopruniky,

e reguldrni, tj. 7' (t) # 0 pro vSechna t € (a,b).

Pak orientovany obsah oblasti ohranicené kiivkou ~ je dan vztahem

A= % f (28 () - y(B)2' () ) d.

Ekvivalentné lze psat

A- fabx(t)y'(t)dt - —/aby(t)x'(t)dt.

Poznamka. Znaménko vysledku zavisi na orientaci kiivky:

e kladné orientace = A > 0,
e zipornd orientace = A < 0.

Poznamka. Podminku reguldrnosti 1ze oslabit. Vzorec plati i pro kfivky, které jsou pouze po
castech tiidy C!, tedy mohou mit izolované body, kde 4/(t) = 0 nebo neni definovina, pokud
kiivka zustava jednoduchd, uzaviena a tvoii hranici oblasti.

Priklad 1 — obsah kruznice

Urcete obsah oblasti ohranic¢ené kiivkou

v(t) =[Rcost, Rsint], te(0,2m).
Derivace slozek jsou

2'(t) = —Rsint, y'(t) = Rcost.

Obsah je
1 27 1 27 1 T
A= [ R (costtesinttydt= o [T R de= D[RA]) = wR2,
2 Jo 2 Jo 2 0

Priklad 2 — obsah elipsy

Urcete obsah oblasti ohrani¢ené krivkou

~v(t) = [acost, bsint], te(0,2m).



Derivace slozek jsou
2'(t) = —asint, y'(t) = beost.

Obsah je
1 27 1 27 1
:—f ab(cos2t+sin2t)dt=—f abdt = - [abt]?™ = wab.
2 Jo 2 Jo 2
Priklad 3 — obsah vlnité kruznice

Urcete obsah oblasti ohranic¢ené kiivkou
~(t) = [(2 + %cos 3t) cost, (2 + %cos 3t) sint] ,  te€(0,2m).
Oznacme )
r(t) =2+ 5 cos 3t.
Derivace slozek jsou
2'(t) =r'(t) cost — r(t)sint, y'(t) =r'(t)sint +r(t) cost.
Potom

2()y'(t) —y(t)a'(t) = r(t) cost(r'(t) sint +r(t) cost) — r(t) sint(r'(t) cost - r(t) sint) = r(t)*.

1 ron 1 r2n 1 2
Az—f r(t)2dt=—f (2+—cos3t) dt
2 Jo 2 Jo 2
1 27 1 1 27 1
:—/ (4+2cos3t+—00823t)dt:—f (4+—00823t)dt
2 Jo 4 2 4

1 1 [r2n 1
=— (87T + — / cos® 3t dt) (87T + — ) 337T
2 4 Jo 2 4 8

Priklad 4 — obsah kardioidy

Obsah je

B

Urcete obsah oblasti ohrani¢ené krivkou

v(t) = [(1 + cost) cost, (1+cost)sint], te(0,2m).

Derivace slozek jsou
2'(t) = —(1 + cost)sint — sint cost, y'(t) = —sin®t + (1 + cost) cost.

Obsah je
f () (t) - y(B)a'(£)) d 2[ (1+cost)? dt

1
:—f 1+2008t+cos t dt = — f ( +2cost+—cosZt)d
2 2 2
1

1 27 3
:—( t+2smt+—sm2t)‘ =—’37T=—7T.
0 2 2



Priklad 5 — obsah astroidy

Urcete obsah oblasti ohranic¢ené kiivkou
v(t) = [acos®t, asin®t], te(0,2m).
Derivace slozek jsou
2'(t) = —3acos® tsint, y'(t) = 3asin®t cost.

Obsah je
1 2m / / 1 2 2 2 i 2
A= 3 /0 (x(t)y (t) —y(t)x (t))dt =5 [0 3a” cos“ tsin“ tdt

3 2 2 3 2 2 3 2 2
-2 cos? tsin? tdt = S sin22tdt=i/ (1 —cos4t)dt
2 Jo 8 16 Jo
3a? 1. 2m 3q? 3ra?
=—|t—-—sindt ’ =— 27 =
16 4 0 16 8



