
Vybrané př́ıklady z diferenciálńı geometrie – parametrická plocha,

tečná rovina, normála a diferenciál

Uvažujme parametrickou plochu σ ∶ U ⊂ R2 → R3

σ(u, v) = [σ1(u, v), σ2(u, v), σ3(u, v)].

Bod s lokálńımi souřadnicemi p = [u0, v0] se zobraźı na bod plochy

p = σ(p) = [σ1(u0, v0), σ2(u0, v0), σ3(u0, v0)].

Parciálńı derivace σu(u, v), σv(u, v) určuj́ı tečné vektory k ploše. V bodě p dostáváme

σu(p) = (∂uσ1(u0, v0), ∂uσ2(u0, v0), ∂uσ3(u0, v0)),
σv(p) = (∂vσ1(u0, v0), ∂vσ2(u0, v0), ∂vσ3(u0, v0)).

Tyto vektory generuj́ı tečný prostor TpS plochy S = σ(U) v bodě p. Tečná rovina p + TpS je
potom popsána např. parametrizaćı

ϱ(s, t) = p + sσu(p) + t σv(p), s, t ∈ R.

Normálový vektor plochy v bodě p urč́ıme pomoćı vektorového součinu

n = σu(p) × σv(p).

Parametrická rovnice normály v bodě p je

ℓ(t) = p + tn, t ∈ R.

Dále vektory σu(p), σv(p) tvoř́ı sloupce Jacobiho matice

Jσ(p) = (σu(p) σv(p)) =
⎛
⎜
⎝

∂uσ1(u0, v0) ∂vσ1(u0, v0)
∂uσ2(u0, v0) ∂vσ2(u0, v0)
∂uσ3(u0, v0) ∂vσ3(u0, v0)

⎞
⎟
⎠
.

Tato matice popisuje diferenciál dσp zobrazeńı σ.
Vektor v ∈ TpU ≃ R2 se zobraźı na tečný vektor plochy S = σ(U) v bodě p = σ(p)

v = dσp(v) = Jσ(p)v.

Př́ıklad 1 – tečná rovina, normála a diferenciál

Je dána parametrická plocha

σ(u, v) = [u, v, u2 + uv], (u, v) ∈ R2,
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bod s lokálńımi souřadnicemi
p = [1,2]

a tečný vektor v bodě p v parametrické rovině

v = (2,−1).

Určete obraz bodu na ploše, popis tečné roviny a normály v tomto bodě a obraz vektoru v.

Obraz bodu na ploše je

p = σ(p) = σ(1,2) = [1, 2, 12 + 1 ⋅ 2] = [1, 2, 3].

Parciálńı derivace parametrizace jsou

σu(u, v) = (1, 0, 2u + v), σv(u, v) = (0, 1, u).

V bodě p = [1,2] dostáváme
σu(p) = σu(1,2) = (1, 0, 4),
σv(p) = σv(1,2) = (0, 1, 1).

Tečná rovina v bodě p je dána parametrizaćı

ϱ(s, t) = [1,2,3] + s(1,0,4) + t(0,1,1) = [1 + s, 2 + t, 3 + 4s + t], s, t ∈ R.

Normálový (obecně ne jednotkový) vektor v bodě p je

n = σu(p) × σv(p) = (1,0,4) × (0,1,1) = (−4, −1, 1).

Normála v bodě p má parametrickou rovnici

ℓ(t) = [1,2,3] + t(−4,−1,1) = [1 − 4t, 2 − t, 3 + t], t ∈ R.

Jacobiho matice parametrizace je

Jσ(u, v) =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 1

2u + v u

⎞
⎟
⎠
.

V bodě p = [1,2] tedy dostáváme

Jσ(p) = Jσ(1,2) =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 1
4 1

⎞
⎟
⎠
.

Obraz vektoru v je

v = dσp(v) = Jσ(p)v =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 1
4 1

⎞
⎟
⎠
( 2−1) =

⎛
⎜
⎝

2
−1
7

⎞
⎟
⎠
.

Tedy
v = (2, −1, 7).
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Př́ıklad 2 – tečná rovina, normála a diferenciál

Je dána parametrická plocha

σ(u, v) = [u cos v, u sin v, v], (u, v) ∈ R2,

bod s lokálńımi souřadnicemi
p = [1,0]

a tečný vektor v bodě p v parametrické rovině

v = (1,2).

Určete obraz bodu na ploše, popis tečné roviny a normály v tomto bodě a obraz vektoru v.

Obraz bodu na ploše je
p = σ(p) = σ(1,0) = [1, 0, 0].

Parciálńı derivace parametrizace jsou

σu(u, v) = (cos v, sin v, 0), σv(u, v) = (−u sin v, u cos v, 1).

V bodě p = [1,0] dostáváme

σu(p) = (1, 0, 0), σv(p) = (0, 1, 1).

Tečná rovina v bodě p je dána parametrizaćı

ϱ(s, t) = [1,0,0] + s(1,0,0) + t(0,1,1) = [1 + s, t, t], s, t ∈ R.

Normálový (obecně ne jednotkový) vektor v bodě p je

n = σu(p) × σv(p) = (1,0,0) × (0,1,1) = (0, −1, 1).

Normála v bodě p má parametrickou rovnici

ℓ(t) = [1,0,0] + t(0,−1,1) = [1, −t, t], t ∈ R.

Jacobiho matice parametrizace je

Jσ(u, v) =
⎛
⎜
⎝

cos v −u sin v
sin v u cos v
0 1

⎞
⎟
⎠
.

V bodě p = [1,0] tedy dostáváme

Jσ(p) = Jσ(1,0) =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 1
0 1

⎞
⎟
⎠
.

Obraz vektoru v je

v = dσp(v) = Jσ(p)v =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 1
0 1

⎞
⎟
⎠
(1
2
) =
⎛
⎜
⎝

1
2
2

⎞
⎟
⎠
.

Tedy
v = (1, 2, 2).
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Př́ıklad 3 – tečná rovina, normála a diferenciál

Je dána parametrická plocha

σ(u, v) = [u + v, u − v, uv], (u, v) ∈ R2,

bod s lokálńımi souřadnicemi
p = [2,1]

a tečný vektor v bodě p v parametrické rovině

v = (3,−1).

Určete obraz bodu na ploše, popis tečné roviny a normály v tomto bodě a obraz vektoru v.

Obraz bodu na ploše je
p = σ(p) = σ(2,1) = [3, 1, 2].

Parciálńı derivace parametrizace jsou

σu(u, v) = (1, 1, v), σv(u, v) = (1, −1, u).

V bodě p = [2,1] dostáváme

σu(p) = (1, 1, 1), σv(p) = (1, −1, 2).

Tečná rovina v bodě p je dána parametrizaćı

ϱ(s, t) = [3,1,2] + s(1,1,1) + t(1,−1,2) = [3 + s + t, 1 + s − t, 2 + s + 2t], s, t ∈ R.

Normálový (obecně ne jednotkový) vektor v bodě p je

n = σu(p) × σv(p) = (1,1,1) × (1,−1,2) = (3, −1, −2).

Normála v bodě p má parametrickou rovnici

ℓ(t) = [3,1,2] + t(3,−1,−2) = [3 + 3t, 1 − t, 2 − 2t], t ∈ R.

Jacobiho matice parametrizace je

Jσ(u, v) =
⎛
⎜
⎝

1 1
1 −1
v u

⎞
⎟
⎠
.

V bodě p = [2,1] tedy dostáváme

Jσ(p) = Jσ(2,1) =
⎛
⎜
⎝

1 1
1 −1
1 2

⎞
⎟
⎠
.

Obraz vektoru v je

v = dσp(v) = Jσ(p)v =
⎛
⎜
⎝

1 1
1 −1
1 2

⎞
⎟
⎠
( 3−1) =

⎛
⎜
⎝

2
4
1

⎞
⎟
⎠
.

Tedy
v = (2, 4, 1).
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Př́ıklad 4 – tečná rovina, normála a diferenciál

Je dána parametrická plocha

σ(u, v) = [u cos v, u sin v, ev], (u, v) ∈ R2,

bod s lokálńımi souřadnicemi
p = [2,0]

a tečný vektor v bodě p v parametrické rovině

v = (1,−1).

Určete obraz bodu na ploše, popis tečné roviny a normály v tomto bodě a obraz vektoru v.

Obraz bodu na ploše je
p = σ(p) = σ(2,0) = [2, 0, 1].

Parciálńı derivace parametrizace jsou

σu(u, v) = (cos v, sin v, 0), σv(u, v) = (−u sin v, u cos v, ev).

V bodě p = [2,0] dostáváme

σu(p) = (1, 0, 0), σv(p) = (0, 2, 1).

Tečná rovina v bodě p je dána parametrizaćı

ϱ(s, t) = [2,0,1] + s(1,0,0) + t(0,2,1) = [2 + s, 2t, 1 + t], s, t ∈ R.

Normálový (obecně ne jednotkový) vektor v bodě p je

n = σu(p) × σv(p) = (1,0,0) × (0,2,1) = (0, −1, 2).

Normála v bodě p má parametrickou rovnici

ℓ(t) = [2,0,1] + t(0,−1,2) = [2, −t, 1 + 2t], t ∈ R.

Jacobiho matice parametrizace je

Jσ(u, v) =
⎛
⎜
⎝

cos v −u sin v
sin v u cos v
0 ev

⎞
⎟
⎠
.

V bodě p = [2,0] tedy dostáváme

Jσ(p) = Jσ(2,0) =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 2
0 1

⎞
⎟
⎠
.

Obraz vektoru v je

v = dσp(v) = Jσ(p)v =
⎛
⎜
⎝

1 0
0 2
0 1

⎞
⎟
⎠
( 1−1) =

⎛
⎜
⎝

1
−2
−1

⎞
⎟
⎠
.

Tedy
v = (1, −2, −1).
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