DETERMINANTY

Pfipomenme nejdiive pojem permutace. Permutace koneéné mnoziny
M ={1,2,...,n} je prosté zobrazeni mnoziny M na sebe. Jestlize v permutaci
. , s . 1 2 ... n

7 je m(i) = r; pro kazdé i € M, potom zapisujeme 7T =

T To ... Tp
nebo zkracené ™ = (r1,re, ..., 7).
Na mnoziné, ktera ma n prvku, je n! permutaci.

Protoze kazda permutace je specialnim pripadem zobrazeni, muzeme permu-
tace skladat. Permutace 7 je slozenim permutaci m; a w9, jestlize pro kazdé
i€ M je (i) = mo(m(i)). PisSeme m = mymy = my o my. Skladani permutaci
neni komutativni, t.j. pro vétsinu permutaci my 7wy # mwomy.

Jestlize {r{,m} C M = {1,2,...,n}, potom permutace m takova, ze m(ry) =
ro, m(ry) = 11 aprokazdé s € M\{ry,m} je m(s) = s, se nazyva transpozice
mnoziny M.

Kazda permutace se da vyjadrit jako slozeni koneé¢ného poctu transpozic.
Jestlize permutaci 7 lze vyjadiit dvéma zpusoby jako slozeni koneé¢ného poctu
transpozic ™ = TTp...T] = 0102...0p,, kde 7;, 0; jsou transpozice pro kazdé
i=1,...,1, =1,...,m, potom ¢&isla m a [ jsou bud obé sud4, nebo obé lich4.

Permutace se nazyva suda, je-li slozenim sudého poctu transpozic. Permu-
tace se nazyva licha, je-li slozenim lichého poctu transpozic. Znaménko
permutace je 1, je-li permutace suda, —1, je-li permutace licha. PiSeme

an(m) = 1,  pokud permutace 7 je sudd,
| =1, pokud permutace 7 je licha.

Ziejme plati: zn(m)) = zn(7) - zn(¢)) pro libovolné permutace 7,1 na
n-prvkové mnozineé.



Definice:
Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice fadu n nad télesem T'. Potom determi-
nant matice A je prvek

det A = zn(7) a1x(1)2(2) * * * Anr(n)s

kde s¢itame pres vsechny mozné permutace m na mnoziné {1,2,...,n}.
Piseme

ay; Qa2 ... Qi a1 Q12 ... Qi1p

A91 Q29 ... QA9pn 21 A22 ... Q9
det A = det ) | =

Ap1 Ap2 ... QGpp Ap1 Ap2 ... Qpn

Podle definice po¢itame determinanty matic fadu 2, ptip. 3.

a1 @22
vSechny permutace na mnoziné M = {1,2}. Na mnoziné M méame jen dvé
1 2 1 2 T . .
permutace £ = | | 5 |, 7T = | 5 | | jejichz znaménka jsou zn(k) =
1, zn(m) = —1. Potom

.. ai; Qa2 -, .. . v/ s .
Pro matici A = [ rfadu 2 v definici determinantu scéitdme pres

a11 Qa2
Q21 Q22

det A =

= Z0(K)1(1) B2(2) + Z0(T) Q17 (1)A2r(2) =
= a11022 — A12G21.
Pro n = 2 tedy mame:

ai; Qg
ag1 A22

det A =

= 11022 — Q12021,

tj. soucin prvkia na hlavni diagonale minus souc¢in prvkia na vedlejsi
diagonale.

a1 G2 013
Pro matici A = | a9 a2 ao3 | fadu 3 v definici determinantu séitdéme

asy Gz2 Aass
pfes vSechny permutace na mnoziné {1,2,3}. Na tiiprvkové mnoziné mame
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celkem 6 permutaci:

/{:<123)w=<123>¢=<123>
1 2 3)° 13 2) 3 2 1)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
90:(2 1 3)’“:<2 3 1)’”:<3 1 2)’
jejichz znaménka jsou zn(xk) = 1,zn(r) = —1,zn(¢y) = —1,zn(p) = —1,

zn(p) = 1,zn(v) = 1. Potom

det A = Zn(m)aln(l)agn(g)ag,{(g) + Zn(ﬂ')alﬂ-(l)agﬂ-(g)agﬂ-(g) +
(V) a1p(1) G2y(2) A39(3) T Z0(0)A1p(1) B2p(2)B3p(3) +

() a1(1) G2pu(2) @3u(3) + Z0(V) 1(1) B20(2)030(3) =
a11a92a33+(—1)a11a23a324(—1)a13a92a31+(—1)a12a21 ag3+a12023a31 +a13021 A32.

Tato metoda vypoctu determinantu matice fadu 3 se nazyva Sarrusovo
pravidlo:

a1; a2 i3
det A = | ag1 a2 a9 | = a11022a33 + A13G21a32 + Q12023031 —
31 Aaz2 ass

—Q13022031 — (110230432 — A12021033.

Poznamka:

Uvédomme si, ze Sarrusovo pravidlo se da uzit pouze pro determinanty
matic fadu 3.

Sarrusovo pravidlo si lze snadno zapamatovat, kdyz si uvédomime, ze tii
sCitance se znaménkem + jsou soucin prvku na diagonale, soucin dvou prvku
pod diagonalou s prvkem v pravém hornim rohu a sou¢in dvou prvku nad
diagondlou s prvkem v levém dolnim rohu. Séitance se znaménkem - ziskame
analogickym zpusobem podle vedlejsi diagonaly.

Vlastnosti determinantu

1. Determinant transponované matice

Véta:
Pro kazdou ¢tvercovou matici A = [a;;] plati

det(AT) = det A.

Diusledek

Vse, co plati pro fadky determinantt, plati i pro sloupce.



2. Rozvoj determinantu podle radku, resp. sloupce
Vyslovime dulezitou vétu o rozvoji determinantu podle i-tého fadku.
Protoze pfi transponovani se determinant matice nezméni, lze analo-
gicky vyslovit vétu o rozvoji determinantu podle i-tého sloupce. Nejdiive
ale budeme definovat jeden dilezity pojem.

Definice:

Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice fddu n, necht 4,5 € {1,2,...,n}.
Potom A;; bude znacit matici fddu n — 1, kterd vznikne z matice A
tim, ze vynechame i-ty fadek a j-ty sloupec.

Prvek A;; = (—1)""7 det A;; nazyvame algebraicky doplnék matice
A k prvku a; ;.

Véta: (o rozvoji determinantu podle radku)
Necht A = [a;] je ¢tvercovd matice fadu n, necht i je ¢islo zvoleného
radku, 1 <7 < n. Potom
det A = an Ay + ainAip + -+ + ainAin = ) airAi,
k=1
kde pro vSechna k = 1,...,n je A;. algebraicky doplnék matice A

k prvku a; .

Analogicky lze formulovat rozvoj podle sloupce.

3. Vzijemna vyména radki, resp. sloupca

Véta: (vymeéna radku)
Vznikne-li ¢tvercova matice B radu n ze ¢tvercové matice A radu n
vzajemnou vymeénou i-tého a j-tého radku, ¢ # j, potom

det B = — det A.

Totéz plati pro sloupce.



Disledek
Ma-li ¢tvercova matice A dva fadky stejné, potom det A = 0.

Protoze jiz vime, 7ze det AT = det A, lze analogicky formulovat vétu
dva sloupce matice, determinant zméni znaménko; jsou-li v matici dva
sloupce stejné, determinant se rovna 0.

. Nasobek tadku, resp. sloupce, prvkem z télesa

Véta: (fadek ndsobeny prvkem)
Jestlize matice B vznikne ze ¢tvercové matice A tadu n vynasobenim
1-tého Tadku prvkem c € T', potom

detB=c-det A.

Analogické tvrzeni plati téz pro sloupce.

Disledek

Je-li v matici A = [a;;] Fadu n nulovy fadek, tj. existuje-li i € {1,...,n}
takové, ze a;; = 0 pro kazdé j =1, ..., n,

potom det A = 0.

Také tento dusledek lze formulovat pro sloupce.
Uvédomme si, ze posledni véta tika, ze lze "vytykat ¢islo” z jednoho
celého tadku nebo jednoho celého sloupce.

. Kdy se determinant nezméni!!!

Véta: (determinant se nezménil)
Vznikne-li matice B ze ¢tvercové matice A fadu n prictenim k-nasobku
j-tého tadku (tzv. pivotniho radku) k i-tému tadku, kde k € T, 1 <
i,j <mn,i+# j, potom

det B = det A.



Analogické tvrzeni muzeme formulovat i pro sloupce.

ZAPAMATUJME SI !!! Determinant se nezméni, kdyz k radku
(resp. sloupci) pFicteme k-nasobek pivotniho fadku (resp. pi-
votniho sloupce).

. Determinant souc¢inu matic

Véta: (determinant soucinu)
Necht A, B jsou ¢tvercové matice fadu n, potom

det(AB) = det A - det B.

Dusledek
Existuje-li k matici A inverzni matice A~1, je
1
det A7! = :
¢ det A



Uziti determinantu

Metoda urcovani inverzni matice pomoci determinantt

viz ¢ast textu o inverznich maticich

Cramerovo pravidlo pro reSeni soustav s regularni matici, tj. s ma-
tici, ktera ma nenulovy determinant

V pripadé, ze matice A soustavy linedrnich algebraickych rovnic Ax = b
je ¢tvercova matice, jejiz determinant se nerovna nule, ma soustava prave
jedno teseni.

Véta: (Cramerovo pravidlo)

Necht Ax = b je soustava linedrnich algebraickych rovnic s reguldrni matici
A tadu n, tj. det A # 0.

Pro kazdé ¢ = 1,...,n oznacme A, matici, ktera vznikne z matice A tim, ze
1-ty sloupec matice A nahradime sloupcem b.

Potom pro fesen{ soustavy rovnic Ax = b platf x = |21, 2o, ..., ,]7, kde pro
kazdé 1 =1,...,n je

~ det A’

Z;



HODNOST MATICE

Definice:

Necht A = [a;;] je matice typu m/n nad télesem 7. Linedrni obal vSech
radku matice A se nazyva fadkovy prostor matice A. Linearni obal vSech
sloupct matice A se nazyva sloupcovy prostor matice A.

Dimenze fddkového prostoru matice A se nazyva faddkova hodnost ma-
tice A a zna¢i hod"(A). Dimenze sloupcového prostoru matice A se nazyva
sloupcova hodnost matice A a znaci hod®(A).

Je ziejmé, ze musi platit hod"(A) < min{m,n} a také hod’(A) < min{m,n}.

vvvvv

Uprav prevést na matici ve stupnovitém tvaru (s pivotnimi prvky 1, resp.
v redukovaném stupnovitém tvaru s pivotnimi prvky 1). Pfipomenme defi-
nici stupnovitého tvaru matice a zamysleme se, jakou hodnost ma matice ve
stupnovitém tvaru.

Definice:

Rekneme, ze matice A je ve stupnovitém tvaru, jestlize plati: je-li v nékterém
radku -ty prvek prvni nenulovy, potom ve vSech dalsich fadcich jsou vSechny
prvky od prvniho az do i-tého véetné rovny 0.

Je-li matice ve stupnovitém tvaru, potom vSechny nenulové fadky jsou linearné
nezdvislé, nebot linedrni kombinaci nul nelze ziskat nenulové ¢islo. Tak do-
staneme nésledujici vétu.

Véta: (fadkova hodnost matice ve stupnovitém tvaru)
Radkova hodnost matice ve stupnovitém tvaru je rovna poctu nenulovych
radku této matice.

Véta: (ipravy neménici fddkovou hodnost matice)
Elementarni radkové tpravy matice neméni radkovou hodnost matice.



Uvedené véty davaji navod, jak urcovat radkovou hodnost matice. Pfevedeme
matici pomoci fadkovych elementarnich dprav na matici ve stupnovitém
tvaru a ur¢ime pocet nenulovych fadku upravené matice.

Definice:

Necht A je matice typu m/n.

Pro libovolné r < min{m,n}, pro libovolnou volbu indext 1 < k; < ky <
<k <mal<lIl <l < - - <!, <n budeme determinant ma-

tice A(ky, ko, ...,k /11,12, ..., 1) typu r, kde uvazujeme pouze vybrané fadky

a sloupce matice A, nazyvat minor fadu r.

Véta: (fadkova hodnost matice a minory)

Necht A je matice typu m/n.

Rédkové hodnost matice A je rovna k pravé tehdy, kdyz existuje nenulovy
minor fadu k a vSechny minory vyssich fadu jsou rovny nule.

Dausledek:
Pro libovolnou matici A je hod"(A) = hod"(AT), a proto také hod"(A) =
hod?*(A).

Definice:

Hodnost matice A je rovna radkové nebo sloupcové hodnosti matice A.
Piseme hod(A) = hod"(A) = hod*(A).

Drsledek:
Jestlize A je ¢tvercova matice fadu n,
potom hod(A) = n praveé tehdy, kdyz det A # 0.

Definice:

Ctvercové matice A fadu n se nazyva reguldrni matice, jestlize se jeji hod-
nost rovna fadu matice, tj. hod(A) = n.

Ctvercova matice A fadu n se nazfvé singuldrni matice, jestlize se jeji
hodnost nerovna fadu matice, tj. hod(A) # n.



Regularni matici lze pomoci fadkovych elementarnich tiprav prevést na ma-
tici jednotkovou. Analogické tvrzeni plati i pro sloupcové elementarni upravy:
regularni matici Ize pomoci sloupcovych elementarnich tiprav prevést na jed-
notkovou matici.

Definice:

Matice, kterd vznikne z jednotkové matice provedenim jedné radkové ele-
mentarni upravy, se nazyva radkova elementarni matice. Matice, kterd
vznikne z jednotkové matice provedenim jedné sloupcové elementarni ipravy,
se nazyva sloupcova elementarni matice.

Kazdou tadkovou elementarni dpravu matice 1ze zapsat jako nasobeni zleva
rfadkovou elementarni matici a kazdou sloupcovou elementarni ipravu matice
lze zapsat jako nasobeni zprava sloupcovou elementarni matici.

Véta:
Je-li A libovolnd matice a B matice reguldrni, potom plati: hod(AB) =
hod(A), hod(BA) = hod(A), kdykoliv je sou¢in matic definovén.

Obecné tvrzeni o hodnosti souc¢inu matic rika, ze

hod(AB) < min{hod(A), hod(B)}.
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INVERZNI MATICE

Definice:
Jestlize A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem 7', potom ¢tvercova matice
A~! 7adu n nad T se nazyvé inverzni matice k matici A, jestlize

AAT' =T a A'A=1,

kde I je jednotkova matice radu n.

Véta:
Ke ¢tvercové matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Predchazejici véta ale nefikd, ze by musela inverzni matice existovat ke kazdé
¢tvercové matici.

Véta: (o existenci inverzni matice)

Necht A je ¢tvercovd matice fadu n.

Potom k matici A existuje inverzni matice praveé tehdy, kdyz matice A je
regularni.

Dukaz této véty dava navod, jak urcovat inverzni matici.

Jestlize A je regularni matice, potom existuje posloupnost fadkovych ele-
mentarnich uprav, které prevedou matici A na matici jednotkovou I, a ty
stejné radkové elementarni upravy prevedou jednotkovou matici I na matici
AL

Zapiseme-li vedle sebe matici A a jednotkovou matici I, a budeme-li provadét
na obé matice stejné radkové elementarni upravy tak dlouho, az z matice
A vznikne matice jednotkova, potom z jednotkové matice I musime ziskat
matici A~!. Symbolicky zapsano

Al ~ -~ [TJAT].
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Metoda urcovani inverzni matice pomoci determinantt

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice fadu n, potom matice A4 je transponovand
matice k matici tvorené algebraickymi doplinky prvku matice A a nazyva se
matici adjungovanou k matici A.

All A21 o Anl
AA . A12 A22 An?
Aln A2n o Ann

kde pro kazdé j, k =1,....n je Aj, = (—=1)7" det A1) algebraicky doplnék
k prvku aj; a matice A/ vznikne z matice A vynechdnim j-tého radku
a k-tého sloupce.

Véta:
Je-li ¢tvercova matice A tadu n regularni,
potom
1
= Al
det A

Diisledek véty o determinantu soucinu matic
Existuje-li k matici A inverzni matice A~!, je

1
det A~ = .
¢ det A
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