
DETERMINANTY

Připomeňme nejdř́ıve pojem permutace. Permutace konečné množiny
M = {1, 2, ..., n} je prosté zobrazeńı množiny M na sebe. Jestliže v permutaci

π je π(i) = ri pro každé i ∈ M , potom zapisujeme π =

(
1 2 ... n
r1 r2 ... rn

)
nebo zkráceně π = (r1, r2, ..., rn).
Na množině, která má n prvk̊u, je n! permutaćı.

Protože každá permutace je speciálńım př́ıpadem zobrazeńı, můžeme permu-
tace skládat. Permutace π je složeńım permutaćı π1 a π2, jestliže pro každé
i ∈ M je π(i) = π2(π1(i)). Ṕı̌seme π = π1π2 = π2 ◦ π1. Skládáńı permutaćı
neńı komutativńı, t.j. pro většinu permutaćı π1π2 6= π2π1.

Jestliže {r1, r2} ⊆ M = {1, 2, ..., n}, potom permutace π taková, že π(r1) =
r2, π(r2) = r1 a pro každé s ∈M\{r1, r2} je π(s) = s, se nazývá transpozice
množiny M .

Každá permutace se dá vyjádřit jako složeńı konečného počtu transpozic.
Jestliže permutaci π lze vyjádřit dvěma zp̊usoby jako složeńı konečného počtu
transpozic π = τ1τ2...τl = σ1σ2...σm, kde τi, σj jsou transpozice pro každé
i = 1, ..., l, j = 1, ...,m, potom č́ısla m a l jsou bud’ obě sudá, nebo obě lichá.

Permutace se nazývá sudá, je-li složeńım sudého počtu transpozic. Permu-
tace se nazývá lichá, je-li složeńım lichého počtu transpozic. Znaménko
permutace je 1, je-li permutace sudá, −1, je-li permutace lichá. Ṕı̌seme

zn(π) =

{
1, pokud permutace π je sudá,
−1, pokud permutace π je lichá.

Zřejmě plat́ı: zn(πψ) = zn(π) · zn(ψ) pro libovolné permutace π, ψ na
n-prvkové množině.
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Definice:
Necht’ A = [aij] je čtvercová matice řádu n nad tělesem T . Potom determi-
nant matice A je prvek

det A =
∑
π

zn(π) a1π(1)a2π(2) · · · anπ(n),

kde sč́ıtáme přes všechny možné permutace π na množině {1, 2, ..., n}.
Ṕı̌seme

det A = det


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Podle definice poč́ıtáme determinanty matic řádu 2, př́ıp. 3.

Pro matici A =

[
a11 a12

a21 a22

]
řádu 2 v definici determinantu sč́ıtáme přes

všechny permutace na množině M = {1, 2}. Na množině M máme jen dvě

permutace κ =

(
1 2
1 2

)
, π =

(
1 2
2 1

)
, jejichž znaménka jsou zn(κ) =

1, zn(π) = −1. Potom

det A =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = zn(κ)a1κ(1)a2κ(2) + zn(π)a1π(1)a2π(2) =

= a11a22 − a12a21.

Pro n = 2 tedy máme:

det A =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

tj. součin prvk̊u na hlavńı diagonále minus součin prvk̊u na vedleǰśı
diagonále.

Pro matici A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 řádu 3 v definici determinantu sč́ıtáme

přes všechny permutace na množině {1, 2, 3}. Na tř́ıprvkové množině máme
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celkem 6 permutaćı:

κ =

(
1 2 3
1 2 3

)
, π =

(
1 2 3
1 3 2

)
, ψ =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

ϕ =

(
1 2 3
2 1 3

)
, µ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ν =

(
1 2 3
3 1 2

)
,

jejichž znaménka jsou zn(κ) = 1, zn(π) = −1, zn(ψ) = −1, zn(ϕ) = −1,
zn(µ) = 1, zn(ν) = 1. Potom
det A = zn(κ)a1κ(1)a2κ(2)a3κ(3) + zn(π)a1π(1)a2π(2)a3π(3) +
zn(ψ)a1ψ(1)a2ψ(2)a3ψ(3) + zn(ϕ)a1ϕ(1)a2ϕ(2)a3ϕ(3) +
zn(µ)a1µ(1)a2µ(2)a3µ(3) + zn(ν)a1ν(1)a2ν(2)a3ν(3) =
a11a22a33+(−1)a11a23a32+(−1)a13a22a31+(−1)a12a21a33+a12a23a31+a13a21a32.

Tato metoda výpočtu determinantu matice řádu 3 se nazývá Sarrusovo
pravidlo:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31−

−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Poznámka:
Uvědomme si, že Sarrusovo pravidlo se dá už́ıt pouze pro determinanty
matic řádu 3.
Sarrusovo pravidlo si lze snadno zapamatovat, když si uvědomı́me, že tři
sč́ıtance se znaménkem + jsou součin prvk̊u na diagonále, součin dvou prvk̊u
pod diagonálou s prvkem v pravém horńım rohu a součin dvou prvk̊u nad
diagonálou s prvkem v levém dolńım rohu. Sč́ıtance se znaménkem - źıskáme
analogickým zp̊usobem podle vedleǰśı diagonály.

Vlastnosti determinant̊u

1. Determinant transponované matice

Věta:
Pro každou čtvercovou matici A = [aij] plat́ı

det(AT ) = det A.

Důsledek
Vše, co plat́ı pro řádky determinant̊u, plat́ı i pro sloupce.
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2. Rozvoj determinantu podle řádku, resp. sloupce
Vyslov́ıme d̊uležitou větu o rozvoji determinantu podle i-tého řádku.
Protože při transponováńı se determinant matice nezměńı, lze analo-
gicky vyslovit větu o rozvoji determinantu podle i-tého sloupce. Nejdř́ıve
ale budeme definovat jeden d̊uležitý pojem.

Definice:
Necht’ A = [aij] je čtvercová matice řádu n, necht’ i, j ∈ {1, 2, ..., n}.
Potom Aij bude značit matici řádu n − 1, která vznikne z matice A
t́ım, že vynecháme i-tý řádek a j-tý sloupec.
Prvek Aij = (−1)i+j det Aij nazýváme algebraický doplněk matice
A k prvku ai,j.

Věta: (o rozvoji determinantu podle řádku)
Necht’ A = [aij] je čtvercová matice řádu n, necht’ i je č́ıslo zvoleného
řádku, 1 ≤ i ≤ n. Potom

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin =
n∑
k=1

aikAik,

kde pro všechna k = 1, ..., n je Aik algebraický doplněk matice A
k prvku aik .

Analogicky lze formulovat rozvoj podle sloupce.

3. Vzájemná výměna řádk̊u, resp. sloupc̊u

Věta: (výměna řádk̊u)
Vznikne-li čtvercová matice B řádu n ze čtvercové matice A řádu n
vzájemnou výměnou i-tého a j-tého řádku, i 6= j, potom

det B = − det A.

Totéž plat́ı pro sloupce.
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Důsledek
Má-li čtvercová matice A dva řádky stejné, potom det A = 0.

Protože již v́ıme, že det AT = det A, lze analogicky formulovat větu
o výměně i jej́ı d̊usledek také pro sloupce matice. Vyměńıme-li tedy
dva sloupce matice, determinant změńı znaménko; jsou-li v matici dva
sloupce stejné, determinant se rovná 0.

4. Násobek řádku, resp. sloupce, prvkem z tělesa

Věta: (řádek násobený prvkem)
Jestliže matice B vznikne ze čtvercové matice A řádu n vynásobeńım
i-tého řádku prvkem c ∈ T , potom

det B = c · det A.

Analogické tvrzeńı plat́ı též pro sloupce.

Důsledek
Je-li v matici A = [aij] řádu n nulový řádek, tj. existuje-li i ∈ {1, ..., n}
takové, že aij = 0 pro každé j = 1, ..., n,
potom det A = 0.

Také tento d̊usledek lze formulovat pro sloupce.
Uvědomme si, že posledńı věta ř́ıká, že lze ”vytýkat č́ıslo” z jednoho
celého řádku nebo jednoho celého sloupce.

5. Kdy se determinant nezměńı!!!

Věta: (determinant se nezměńı!)
Vznikne-li matice B ze čtvercové matice A řádu n přičteńım k-násobku
j-tého řádku (tzv. pivotńıho řádku) k i-tému řádku, kde k ∈ T , 1 ≤
i, j ≤ n, i 6= j, potom

det B = det A.
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Analogické tvrzeńı můžeme formulovat i pro sloupce.

ZAPAMATUJME SI !!! Determinant se nezměńı, když k řádku
(resp. sloupci) přičteme k-násobek pivotńıho řádku (resp. pi-
votńıho sloupce).

6. Determinant součinu matic

Věta: (determinant součinu)
Necht’ A, B jsou čtvercové matice řádu n, potom

det(AB) = det A · det B.

Důsledek
Existuje-li k matici A inverzńı matice A−1, je

det A−1 =
1

det A
.
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Užit́ı determinant̊u

Metoda určováńı inverzńı matice pomoćı determinant̊u

viz část textu o inverzńıch matićıch

Cramerovo pravidlo pro řešeńı soustav s regulárńı matićı, tj. s ma-
tićı, která má nenulový determinant

V př́ıpadě, že matice A soustavy lineárńıch algebraických rovnic Ax = b
je čtvercová matice, jej́ıž determinant se nerovná nule, má soustava právě
jedno řešeńı.

Věta: (Cramerovo pravidlo)
Necht’ Ax = b je soustava lineárńıch algebraických rovnic s regulárńı matićı
A řádu n, tj. det A 6= 0.
Pro každé i = 1, ..., n označme Ai matici, která vznikne z matice A t́ım, že
i-tý sloupec matice A nahrad́ıme sloupcem b.
Potom pro řešeńı soustavy rovnic Ax = b plat́ı x = [x1, x2, ..., xn]T , kde pro
každé i = 1, ..., n je

xi =
det Ai

det A
.
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HODNOST MATICE

Definice:
Necht’ A = [aij] je matice typu m/n nad tělesem T . Lineárńı obal všech
řádk̊u matice A se nazývá řádkový prostor matice A. Lineárńı obal všech
sloupc̊u matice A se nazývá sloupcový prostor matice A.
Dimenze řádkového prostoru matice A se nazývá řádková hodnost ma-
tice A a znač́ı hodr(A). Dimenze sloupcového prostoru matice A se nazývá
sloupcová hodnost matice A a znač́ı hods(A).

Je zřejmé, že muśı platit hodr(A) ≤ min{m,n} a také hods(A) ≤ min{m,n}.

Již z dř́ıvěǰska v́ıme, že každou matici lze pomoćı řádkových elementárńıch
úprav převést na matici ve stupňovitém tvaru (s pivotńımi prvky 1, resp.
v redukovaném stupňovitém tvaru s pivotńımi prvky 1). Připomeňme defi-
nici stupňovitého tvaru matice a zamysleme se, jakou hodnost má matice ve
stupňovitém tvaru.

Definice:
Řekneme, že matice A je ve stupňovitém tvaru, jestliže plat́ı: je-li v některém
řádku i-tý prvek prvńı nenulový, potom ve všech daľśıch řádćıch jsou všechny
prvky od prvńıho až do i-tého včetně rovny 0.

Je-li matice ve stupňovitém tvaru, potom všechny nenulové řádky jsou lineárně
nezávislé, nebot’ lineárńı kombinaćı nul nelze źıskat nenulové č́ıslo. Tak do-
staneme následuj́ıćı větu.

Věta: (řádková hodnost matice ve stupňovitém tvaru)
Řádková hodnost matice ve stupňovitém tvaru je rovna počtu nenulových
řádk̊u této matice.

Věta: (úpravy neměńıćı řádkovou hodnost matice)
Elementárńı řádkové úpravy matice neměńı řádkovou hodnost matice.
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Uvedené věty dávaj́ı návod, jak určovat řádkovou hodnost matice. Převedeme
matici pomoćı řádkových elementárńıch úprav na matici ve stupňovitém
tvaru a urč́ıme počet nenulových řádk̊u upravené matice.

Definice:
Necht’ A je matice typu m/n.
Pro libovolné r ≤ min{m,n}, pro libovolnou volbu index̊u 1 ≤ k1 < k2 <
· · · < kr ≤ m a 1 ≤ l1 < l2 < · · · < lr ≤ n budeme determinant ma-
tice A(k1, k2, ..., kr/l1, l2, ..., lr) typu r, kde uvažujeme pouze vybrané řádky
a sloupce matice A, nazývat minor řádu r.

Věta: (řádková hodnost matice a minory)
Necht’ A je matice typu m/n.
Řádková hodnost matice A je rovna k právě tehdy, když existuje nenulový
minor řádu k a všechny minory vyšš́ıch řád̊u jsou rovny nule.

Důsledek:
Pro libovolnou matici A je hodr(A) = hodr(AT ), a proto také hodr(A) =
hods(A).

Definice:
Hodnost matice A je rovna řádkové nebo sloupcové hodnosti matice A.
Ṕı̌seme hod(A) = hodr(A) = hods(A).

Důsledek:
Jestliže A je čtvercová matice řádu n,
potom hod(A) = n právě tehdy, když det A 6= 0.

Definice:
Čtvercová matice A řádu n se nazývá regulárńı matice, jestliže se jej́ı hod-
nost rovná řádu matice, tj. hod(A) = n.
Čtvercová matice A řádu n se nazývá singulárńı matice, jestliže se jej́ı
hodnost nerovná řádu matice, tj. hod(A) 6= n.
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Regulárńı matici lze pomoćı řádkových elementárńıch úprav převést na ma-
tici jednotkovou. Analogické tvrzeńı plat́ı i pro sloupcové elementárńı úpravy:
regulárńı matici lze pomoćı sloupcových elementárńıch úprav převést na jed-
notkovou matici.

Definice:
Matice, která vznikne z jednotkové matice provedeńım jedné řádkové ele-
mentárńı úpravy, se nazývá řádková elementárńı matice. Matice, která
vznikne z jednotkové matice provedeńım jedné sloupcové elementárńı úpravy,
se nazývá sloupcová elementárńı matice.

Každou řádkovou elementárńı úpravu matice lze zapsat jako násobeńı zleva
řádkovou elementárńı matićı a každou sloupcovou elementárńı úpravu matice
lze zapsat jako násobeńı zprava sloupcovou elementárńı matićı.

Věta:
Je-li A libovolná matice a B matice regulárńı, potom plat́ı: hod(AB) =
hod(A), hod(BA) = hod(A), kdykoliv je součin matic definován.

Obecné tvrzeńı o hodnosti součinu matic ř́ıká, že

hod(AB) ≤ min{hod(A), hod(B)}.
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INVERZNÍ MATICE

Definice:
Jestliže A je čtvercová matice řádu n nad tělesem T , potom čtvercová matice
A−1 řádu n nad T se nazývá inverzńı matice k matici A, jestliže

AA−1 = I a A−1A = I,

kde I je jednotková matice řádu n.

Věta:
Ke čtvercové matici existuje nejvýše jedna inverzńı matice.

Předcházej́ıćı věta ale neř́ıká, že by musela inverzńı matice existovat ke každé
čtvercové matici.

Věta: (o existenci inverzńı matice)
Necht’ A je čtvercová matice řádu n.
Potom k matici A existuje inverzńı matice právě tehdy, když matice A je
regulárńı.

Důkaz této věty dává návod, jak určovat inverzńı matici.
Jestliže A je regulárńı matice, potom existuje posloupnost řádkových ele-
mentárńıch úprav, které převedou matici A na matici jednotkovou I, a ty
stejné řádkové elementárńı úpravy převedou jednotkovou matici I na matici
A−1.
Zaṕı̌seme-li vedle sebe matici A a jednotkovou matici I, a budeme-li provádět
na obě matice stejné řádkové elementárńı úpravy tak dlouho, až z matice
A vznikne matice jednotková, potom z jednotkové matice I muśıme źıskat
matici A−1. Symbolicky zapsáno

[A|I] ∼ · · · ∼
[
I|A−1

]
.
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Metoda určováńı inverzńı matice pomoćı determinant̊u

Definice:
Necht’ A je čtvercová matice řádu n, potom matice AA je transponovaná
matice k matici tvořené algebraickými doplňky prvk̊u matice A a nazývá se
matićı adjungovanou k matici A.

AA =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 An2
...

...
...

A1n A2n · · · Ann

 ,
kde pro každé j, k = 1, ..., n je Ajk = (−1)j+k det A(j/k) algebraický doplněk
k prvku ajk a matice A(j/k) vznikne z matice A vynecháńım j-tého řádku
a k-tého sloupce.

Věta:
Je-li čtvercová matice A řádu n regulárńı,
potom

A−1 =
1

det A
AA.

Důsledek věty o determinantu součinu matic
Existuje-li k matici A inverzńı matice A−1, je

det A−1 =
1

det A
.
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