KOMLEXNI CISLA

C={a+bi; a,be R}, kde i2 = —1

Cislo komplexné sdruzené k z = a + bi je ¢islo

zZ=aqa— bi.

Operace s komplexnimi ¢isly:
z=a-+bi, kde a,b € R
v=c+di, kde c,d € R

Scitani

z4+v=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.
Odcitani

z—v=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.
Nasobeni

z-v=(a+bi) (c+di) = (ac—bd) + (bc+ ad)i.

Déleni (predpokladame, ze v # 0)

z  a-+bi a+bi c—di ac + bd

bc — ad .

v cHdi ce+dic—di R+ d?

Absolutni hodnota komplexniho cisla

|z| = |a + bi] = Va? + b2

c? 4 d? v



Goniometricky tvar komplexniho cisla

z=a+bi=|z| (cosp +isingp),
kde ¢ € (0,27) takovy, ze

a . b
—, singp = —.

cos p = 2]

2]

Moivreova véta - umocnovani komplexnich ¢isel v goniometrickém
tvaru
Je-li z=a+bi = |z| - (cosp +ising),

potom
2" = (a+b)" = |z|" - (cosny + isinny).

Disledek Moivreovy véty - n-té odmocniny komplexniho ¢isla
Je-li z = |z] - (cosp +isinp),

n

potom n-odmocninou 4/z z komplexniho ¢isla z urcujeme jako

2k 2k
Trpr = V2| - (cossp—i_ i —l—z’sinw> :

n n

kde k=0,1,...,n—1.



POLYNOMY

Definice:
Necht C je téleso komplexnich éisel, necht ag,ay,...,a, € C, ag # 0.
Funkce p: C — C definovana predpisem

p(r) =ao- 2" +ar 2"+ g T ta,

se nazyva polynom (mnohoé¢len) stupné n.
Piseme st(p) = n.
Cisla ag, ay, ..., a, se nazyvaji koeficienty polynomu p.

Jestlize pro kazdé 1 = 0,1,...,n je koeficient a; € R, kde R oznacuje téleso
realnych ¢isel, mluvime o polynomu s realnymi koeficienty.

Jestlize koeficienty a; = 0 pro kazdé i € Ny = N U {0}, potom polynom
p(z) = 0 se nazyvéa nulovy polynom.
Pro nulovy polynom nent stupen definovdn.

Dva polynomy

p(x) = apx™+a1 " 4. . Aa, 1x+a, aq(z) = box™+biz™ . Aby 124Dy,
se rovnaji pravé tehdy, kdyz maji stejny stupen a kdyz se shoduji jejich
koeficienty u odpovidajicich si mocnin nezavisle proménné x,

tj. pokud n = m a plati rovnosti a; = b; pro vSechna ¢ =0,1,2,...,n.

Zakladni operace s polynomy jsou s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni.
Pokud polynom p(z) je polynom stupné n a polynom ¢(x) je polynom stupné
m, pak pro stupné vyslednych polynomu po provedeni jednotlivych operaci
plati nasledujici vztahy:

st(p + q) < max{st(p), st(q)} = max{n,m},

st(p —q) < max{st(p), st(¢)} = max{n,m},
st(p.q) = st(p) +st(q) = n+m,
st(p: q) = st(p) —st(q) = n—m.



Véta: (véta o déleni polynomu se zbytkem)

Jestlize p(z), g(z) jsou dva polynomy (obecné s komplexnimi koeficienty),
polynom ¢(x) je navic nenulovy,

potom existuji a jsou jednozna¢né urcéeny polynomy s(z) a r(x) takové, ze

p(z) = q(z) - s(x) +r(z),

kde pro stupen polynomu r(x) plati st(r) < st(¢) nebo se jednd o nulovy
polynom r(x) = 0 (je-li zbytek r(z) nulovy polynom, nemd stupen vibec
definovan).

Definice:
Cislo ¢ € C se nazyva koten polynomu p(z), jestlize

p(c) =0.

Tedy cislo ¢ (redlné ¢i komplexni) bude kofenem polynomu p(z) = agz™ +
ax" '+ ...+ a,_17 + a, pravé tehdy, kdyz je splnéna rovnost

ap™ + a4+ .. +a,_c+a,=0.

Nékdy je kofen polynomu nazyvan nulovym bodem polynomu, je to proto, ze
piislusnd funkéni hodnota pfifazend polynomem p(z) argumentu x = c je
v piipadu kofene ¢ nulova: p(c) = 0.

Véta: (Zakladni véta algebry)
Kazdy polynom stupné alespon 1 ma v oboru komplexnich ¢isel alespon jeden
koren.

Ekvivalentni formulace zakladni véty algebry:
Kazdy polynom stupné n, n € N, ma v oboru komplexnich ¢isel prave n
kofentu (poc¢itdno véetné jejich nasobnosti).

Uvazujme déleni polynomu, kde p(x) je libovolny polynom stupné n, n € N,
a q(x) je polynom prvniho stupné, a to specidlniho tvaru ¢(z) = = — ¢, kde
ce C.



Potom podle véty o déleni polynomu se zbytkem existuji a jsou jednoznacné
urceny polynomy s(z) a r(x) tak, ze p(x) = (x —c) - s(x) + r(z), kde st(r) <
st(z—c) = 1 nebo r = 0. Tedy zbytek je polynom nultého stupné nebo nulovy
polynom, v obou pfipadech je roven konstanté, proto lze psat: r(x) = r € C.
Tvrzeni véty o déleni polynomu lze v tomto specidlnim pripadu pfepsat do
tvaru
p(x) = (x—c)-s(x) +r,

kde r € C.

Dosadime-li do rovnosti, ktera ziejmé musi platit pro vSechna z € C, za
nezavisle proménnou z ¢islo ¢, ziskdme rovnost p(c) = (¢—c)-s(c) +r, neboli

plc)=r.

Zbytkem pfii tomto déleni polynomu p(z) polynomem ¢(x) = x — ¢ je pravé
funkéni hodnota polynomu p(c) v bodé ¢ € C. Rovnost platnou pro toto
déleni polynomu tak lze prepsat do tvaru

p(x) = (z =) - s(x) +plc).

Je proto ziejmd platnost tvrzeni, ze ¢islo ¢ € C je kofenem polynomu p(x)
pravé tehdy, kdyz polynom p(x) lze délit polynomem x — ¢ beze zbytku,
protoze pro kofen ¢ je p(c) = 0.

Polynomu x — ¢ prvniho stupné fikame korenovy ¢initel prislusny ke korenu
c.

Tim jsme dokézali nasledujici vétu.

Véta: (déleni polynomu kofenovym ¢initelem)
Je-li ¢ € C koten polynomu p(x), potom plati

p(x) = (z —c) - s(x),
kde st(s) = st(p) — 1.

Pouzijme opakované zakladni vétu algebry a vétu o déleni polynomu kotfenovym
¢initelem na polynom p(z) stupné n:



e vezméme ¢; € C kofen polynomu p(x), potom
p(z) = (z —¢1) - 51(x), kde st(sy) = n — 1,

e vezméme ¢y € C kofen polynomu s;(z), potom
s1(z) = (z — ¢2) - so(x), kde st(sg) =n — 2,

e vezmeéme c3 € C koren polynomu so(z), potom
So(z) = (z — ¢3) - s3(x), kde st(s3) =n — 3,

o atd.

e vezméme ¢, € C kofen polynomu s,_;(x), potom
Sp—1(x) = (z — ¢) - su(x), kde st(s,) =n —n = 0 neboli s,(z) = s, je
polynom nultého stupné.

Tedy polynom p(x) lze zapsat ve tvaru

pr)=(@r—c) (r—c) (x—c3) ... - (T—¢n) - Sp-

Ptitom tentyz polynom p(z) lze vyjadrit pomoci jeho koeficientu jako p(z) =
apx™ + a1zt 4. ..+ a,_17 +a,. Z porovnani koeficientli u nejvyssi mocniny
x™ je vidét, ze ag = s, neboli ze polynom s,(z) = s, nultého stupné je roven
prave koeficientu ag u nejvyssi mocniny v zadéni polynomu p(x).

Tim je dokazano tvrzeni nasledujici véty.

Véta: (rozklad polynomu na kofenové &initele)

Kazdy polynom p(z) = apz™ + a2 ' + ...+ a,_17 + a, stupné n pron > 1

lze v komplexnim oboru vyjadfit téz ve tvaru
px)=ag-(xr—c1) - (x—ca) ... (x—cp),

kde ¢, ¢a, ..., ¢, € C jsou kotreny polynomu p(z).

Tento zapis polynomu se nazyva rozklad polynomu na soucin kofenovych
¢initelt.

Protoze lze kazdy polynom stupné alespon 1 vyjadrit ve tvaru rozkladu na
souc¢in korenovych cinitelu, je zfejmé, ze pro vSechny koeficienty polynomu



lze urcit vztahy, které je vyjadiuji pomoci kotent tohoto polynomu. Tyto
vztahy jsou znamy jako Vietovy vzorce. V nasledujici vété uvedeme alespon
dva nejednodussi a nejcastéji pouzivané.

Véta: (vybrané Vietovy vzorce)

Jestlize p(r) = apx™ + a1z" ' + ... + ap_17 + a, je polynom stupné n s koe-
ficienty z mnoziny komplexnich ¢isel a jestlize jsou ¢y, co, ..., c, € C kofeny
tohoto polynomu, potom pro vybrané koeficienty plati vztahy

a,=(—=1)"-ag-cr-ca- ... cp,

CL1:—CLO'(01+CQ+...+Cn).

Disledek:
Pokud je reélné ¢islo ¢ kofenem polynomu p(z), musi byt timto ¢islem délitelny
tzv. absolutni ¢len a,, polynomu p(x).

Véta: (komplexni kofeny redlnych polynomi)

Je-li komplexni ¢islo ¢ = a+bi € C (s nenulovou imagindrni ¢asti b) kofenem
polynomu p(z) = apx™ + a1z ' + ...+ a,_17 + a, s redlnymi koeficienty,
tj.a; € R,i€{0,1,2,...,n},

potom také ¢islo komplexné sdruzené ¢ = a — bi € C je kofenem polynomu
p().

Tato véta vlastné fikd, ze pokud je polynom p(x) stupné n polynom pouze
s realnymi koeficienty, pak vSechny komplexni kofeny se vyskytuji ve dvo-
jicich (vzdy kofen ¢ s kotenem komplexné sdruzenym ¢, kdy oba koteny maji
i tutéz ndsobnost).

Disledek:
Kazdy polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty mé alespon jeden
realny koten.



Realny rozklad polynomu.

Uvazujme polynom s redlnymi koeficienty.

Jestlize v rozkladu polynomu na kotfenové ¢initele roznasobime kazdé dva
korenové cinitele, které odpovidaji dvojici komplexné sdruzenych kofenu,
ziskame realny rozklad polynomu. V tomto rozkladu se kromé kotenovych
¢initelu pro realné koreny mohou vyskytovat také kvadratické cleny pro dvo-
jice korenu komplexné sdruzenych.

V realném rozkladu polynomu jsou tedy kofenové cinitele typu x — ¢; pro
redlné kofeny ¢; € R a ddle kvadratické trojcleny z? + p; - © + ¢;, kde
pj»q; € R. Kvadraticky trojclen se pritom ziska roznasobenim kotrenovych
¢initelu (x — ¢) - (x — €) pro konkrétni dvojici komplexné sdruzenych kofenu
cac.

Piipadna mocnina u jednotlivych ¢initelu v rozkladu udéava nasobnost prislus-
nych redlnych ¢ komplexnich kotenu.

Hornerovo schéma

Déleni polynomu p(z) polynomem x — ¢ lze jednoduse zapsat do tabulky.
Tento zpusob déleni polynomu polynomem prvniho stupné typu z — ¢ byva
nazyvan Hornerovo schéma.

Ozna¢me p(z) = (z — ¢) - s(x) +r, kde
p(x) = apz™ + a1 2™ + ..+ an 1T + ay,
s(z) = box™ ' 4+ b1 2 4 ...+ by_o + by_y.

Déleni polynomi lze zapsat do tabulky takto:

Qg a1 a2 a3 HR ¢ 7 | Qp,
c c-bg c-by ¢c-by - c-by_o c-b,_1
‘ bo bl b2 bg e bn,1 ’ T

pticemz pro jednotlivé koeficienty podilu s(z) a zbytek r plati nésledujici
rovnosti, které lze odvodit préavé ze vztahu p(z) = (z — ¢) - s(z) 4+ r:

by = ao ,

b1:a1+C'b0,



b2:a2+c~bl,
bn—l :an—1+c'bn—27

r=a,+c-b,_1.

Poznamka:
Hornerovo schéma je nejvyhodnéjsi prosttedek k urcovani funkéni hod-
noty polynomu pro dany argument. Vime jiz, ze funkéni hodnota poly-
nomu p(z) v bodé ¢ je rovna zbytku r pii déleni polynomu p(x) polynomem
r—c:

r=p(c).

V pripadé polynomu p(z) stupné n vyzaduje vyplnéni Hornerova schématu
pro dané ¢islo ¢ (argument funkce) provést n souctu a n ndsobeni, celkem
tedy 2n operaci. S tadové 2n pocetnimi operacemi je Hornerovo schéma nej-
efektivnéjsi metodou pro urceni funkéni hodnoty polynomu v daném bodé.

Priklad:
Pro polynom
p(z) = 32" — 22° + 22 4 4

urceme s vyuzitim Hornerova schématu funkéni hodnoty p(—1), p (— %) , p(3).
Nejprve vyplnime Hornerovo schéma pro polynom p(z) a éislo ¢ = —1. Prvni

radek tabulky je ur¢en koeficienty polynomu p(z) (vSemi koeficienty véetné
nulovych!), déle je zaddna konstanta c:

3 =2 0 2 4
-1 C'bg C'bg C'bl C'bo
‘ b3 bQ b1 b() | T

Tabulku nyni doplnime podle vztahu, které lze najit v odstavci vénovaném
Hornerovu schématu:

3 -2 0 2 4
~1 -3 5 =5 3
13 =5 5 =3 | 7



Protoze jsme dostali zbytek r = 7, zndme jiz funkéni hodnotu p(—1) =r =7
pro zadany polynom p(x).

Proc=— % se vyplni Hornerovo schéma stejnym zpusobem:
3 -2 0 2 4
_1 _3 1 _7 _9
2 2 1 8 16
s -5 1t 1 3
Hledand funkéni hodnota je p (— %) =r= %

Zbyva jesté urcit funkéni hodnoty polynomu p(z) pro argument z komp-
lexntho oboru, pro imaginarni jednotku ¢ = i:

3 =2 0 2 4
3i —3-2i 2-3i 344
13 —2+3i -3-2i 4-3i | T+4

?

Vidime, ze p(i) = 7 + 4i, protoze toto je zbytek v Hornerové schématu vy-
plnéném pro polynom p(z) a ¢islo ¢ = i.

7 faktu, ze zbytek v Hornerové schématu se rovna funkéni hodnoté polynomu
pro argument ¢, vychézi i vyuziti Hornerova schématu pii ovérovani, zda
dané ¢islo ¢ je ¢ neni kofenem polynomu p(z). Pro kofen ¢ musi byt funkéni
hodnota p(c) nulové neboli zbytek r = p(c) se musi rovnat nule. Hornerovo
schéma je opét pouzitelné jak pro ¢islo ¢ redlné, tak i pro ¢islo ¢ komplexni.

Priklad:
Urcete vSechny kofeny polynomu p(x) a napiste rozklad polynomu p(z) na
souc¢in kofenovych ¢initelu a redlny rozklad polynomu p(x):

p(x) = 2° — 232% + 302° + 76z — 120.

Nejdiive se pokusime najit vSechny celo¢iselné koteny polynomu p(x). Vime,
ze tyto koteny musi délit absolutni ¢len polynomu, tedy v nasem ptipadé
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koeficient a5 = —120 . Celymi ¢isly, kterd mohou byt koteny zadaného poly-
nomu, jsou proto celoc¢iselni délitelé ¢isla —120, konkrétné ¢isla

41,42, +3, 44, 45 46, £8, £10, £12, £15, £20, £24, £30, +£40, 60, -£120.

K ovéreni, zda ¢islo ¢ je nebo neni kofenem polynomu p(z), pouzijeme rov-
nou Hornerovo schéma. Nahrazuje totiz déleni polynomu p(z) polynomem
prvniho stupné z — ¢, v poslednim tfadku tabulky dostavame koeficienty
"podilu”téchto polynomtu a v poslednim sloupecku jesté zbytek, ktery je
soucasné funkéni hodnotou p(c). Je-li ¢islo ¢ kofenem polynomu p(z), je zby-
tek r = p(c) = 0, polynom p(x) proto umime rozlozit na soucin korenového
Cinitele x — ¢ a polynomu, ktery je jejich podilem. Plati tedy:

p(x) = (x—c)-s(x).

Do tabulky, kde sloupce odpovidaji jednotlivym mocnindm proménné x,
napiseme do prvniho fadku vSechny koeficienty polynomu p(z) véetné nu-
lovych. Tabulku doplnime nejdtive pro ¢islo ¢ = 1:

1 0 —23 30 76 —120
1 1 1 =22 8 84
11 —22 8 84 [ —36
Z této tabulky vidime, ze zbytek r = p(1) = —36 je nenulové ¢&islo, proto
¢islo ¢ = 1 neni kofenem polynomu p(z).
Jako dalsi vyzkousime ¢islo ¢ = —1, vyuzijeme opét Hornerovo schéma.
1 0 —23 30 76 —120
—1 -1 1 22 -52 —24
|1 -1 -22 52 24 | —144

Z této tabulky vidime, ze zbytek r = p(—1) = —144 je nenulové ¢islo, proto
ani ¢islo ¢ = —1 neni kofenem polynomu p(z).
Déle vyzkousime ¢islo ¢ = 2, vyuzijeme opét Hornerovo schéma.

1 0 —23 30 76 —120
2 2 4 -38  —16  —120

1 2  —19 -8 60 | 0
2 2 8 -2 —60

1 4 —11 =30 | 0
2 2 12 2

1 6 1 | —28
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Pro ¢islo 2 jsme pouzili tzv. opakované Hornerovo schéma. Tim, ze
v prvni tabulce vysel zbytek nulovy, vime, ze ¢islo 2 je kofenem polynomu
p(z). My ale potfebujeme zaroven zjistit, jakou ma tento kofen ndsobnost.
Proto pokracujeme v tabulce, kde se ale zmensuje pocet sloupcu, s nimiz
pocitame. S opakovanim Hornerova schématu skoncime, pokud dostaneme
nenulovy zbytek. V Hornerové schématu jsme dvakrat ziskali zbytek 0, potteti
jiz bylo zbytkem nenulové ¢islo. Proto je ¢islo 2 dvojnasobnym kofenem po-
lynomu p(z), a samotny polynom p(z) umime rozlozit na soucin piislusného
kofenového ¢initele z — 2 ve druhé mocniné (mocnina vyjadiuje ndsobnost)
a polynomu p;(z), jehoz koeficienty nalezneme v tom fadku tabulky, kde
jsme naposledy dostali nulovy zbytek:

p() = (z=2)° pi(e) =
= (z —2)* (2" + 42” — 11z — 30).

Je ziejmé, ze vechny dalsi koteny polynomu p(z) musi byt jiz pouze koteny
polynomu p; (z), proto dalsi Hornerovo schéma budeme poéitat pro polynom
pi(x) a éislo ¢ = —2.

1 4 —11 —30

—2 -2 —4 30

T2 —15 | 0
Cislo ¢ = —2 je skutecné kofenem polynomu p (z), a tedy i polynomu p(z).
Protoze nulovému zbytku v poslednim radku tabulky predchazi absolutni ¢len
polynomu-"podilu” —15, ktery neni délitelny dvéma, je ¢islo ¢ = —2 pouze

jednondsobnym kotenem. Zadany polynom p(x) ma proto diléi rozklad:
p(x) = (x—2)* (x+2)- (2° + 22 — 15).

Zbylé dva koreny polynomu p(z) jsou koreny kvadratického polynomu py(x) =
22 4 22 — 15. K jejich uréeni vyuzijeme napiiklad vzorec pro vypocet koienti
kvadratické rovnice

—24+/4 460 V64
x12:—+:—1i—:—1i4,
’ 2 2
tedy 1 = 3 a x9 = —5. Zndme jiz vSechny kofeny polynomu p(z), muzeme

proto napsat rozklad polynomu na soucin kotenovych ¢initelu:
pla) =(z=2)* (2 +2) - (z—3)- (z+5).

Protoze polynom p(x) ma pouze redlné koreny, je rozklad na kofenové ¢initele
zaroven i redlnym rozkladem tohoto polynomu.
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Priklad:
Urcete vSechny kofeny polynomu p(x) a napiste rozklad polynomu p(z) na
souc¢in kofenovych ¢initelu a redlny rozklad polynomu p(x):

p(r) = 2" +52° + 52° + 2* + 72® — 132% + 3z - 9.

Nejdiive se pokusime najit vSechny celociselné koteny polynomu p(x). Vime,
ze tyto koreny musi délit absolutni ¢len polynomu, tedy v nasem ptipadé koe-
ficient a; = —9 . Celymi ¢isly, kterda mohou byt koteny zadaného polynomu,
jsou proto celociselni délitelé ¢isla —9, tj. cisla

+1, 43, +9.

K ovéteni, zda ¢islo ¢ je nebo neni kofenem polynomu p(z), pouzijeme opét
Hornerovo schéma, které nahrazuje déleni polynomu p(z) polynomem prvniho
stupné x — c.

Nejdiive vyzkousime ¢islo ¢ = 1, vyuzijeme Hornerovo schéma.

1 5 5 1 7 —13 3 -9
1 1 6 11 12 19 6 9

1 6 11 12 19 6 9 | 0
1 1 7 18 —46 30 36

1 7 18 46 30 36 | 45

Pro ¢islo 1 jsme pouzili tzv. opakované Hornerovo schéma. Tim, ze
v prvni tabulce vysel zbytek nulovy, vime, Ze ¢islo 1 je kofenem polynomu
p(z). Pii zjisfovani ndsobnosti uz druhy zbytek byl nenulovy. Cislo 1 je tedy
jednonasobnym kofenem polynomu p(x), a samotny polynom p(x) umime
rozlozit na souc¢in piislusného kofenového c¢initele z — 1 a polynomu p (z),
jehoz koeficienty nalezneme v tom tadku tabulky, kde byl naposledy nulovy
zbytek:

p(x) = (x—1) -pi(z) = (x — 1) - (2° + 62° + 112" + 122° + 192® + 62 + 9).

Jako dalsi vyzkousime ¢islo ¢ = —1, vyuzijeme opét Hornerovo schéma, ale
jen pro polynom p;(z).
1 6 11 12 19 6 9

~1 -1 -5 -6 -6 -13 7
1 5 6 6 13 -7 [ 16

Z této tabulky vidime, ze zbytek r = p;(—1) = 16 je nenulové &islo, proto
¢islo ¢ = —1 neni kofenem ani polynomu p;(x), ani polynomu p(x).
Déle zkusime ¢islo ¢ = 3, vyuzijeme Hornerovo schéma pro polynom p;(x).
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1 6 11 12 19 6 9
3 3 27 114 378 1191 3591
‘ 1 9 38 126 397 1197 | 3600

Z této tabulky vidime, ze zbytek r = p;(3) = 3600 je nenulové ¢islo, proto
¢islo ¢ = 3 neni kofenem ani polynomu p;(z), ani polynomu p(x).
Zkusime dalsi ¢islo ¢ = —3.

1 6 11 12 19 6 9
-3 -3 -9 —6 —18 -3 -9
1 3 2 6 1 31 0
-3 -3 0 —6 0 -3
1 0 2 0 1] o0
Cislo ¢ = —3 je kofenem polynomu p;(z), a tedy i polynomu p(z). Protoze

jsme v opakovaném Hornerové schématu dvakrat dostali zbytek nulovy, je
¢islo —3 kofenem nésobnosti 2. Polynom p(z) umime dale rozlozit:

p(r) = (x—1) (x+3)* (2" +22* +1).
Pouzijeme-li vzorec pro (a + b)2, lze polynom zapsat jako
px)=(x—1) - (z+3)* (z*+ 1)~

Protoze kvadraticky polynom x4 1 mé pouze komplexni kofeny +i a —i, mé
také polynom py(x) = (22 +1)? = (x—1)?- (xz +1)? pouze kofeny - komplexné
sdruzend cisla +i a —i. Oba tyto komplexni kofeny maji nasobnost 2, coz
vidime z druhé mocniny u kofenového cinitele.

Znéame jiz vSechny kotfeny zadaného polynomu. Rozklad na kofenové ¢initele
je proto vyjadieni polynomu ve tvaru

px)=(x—1)- (2 +3)* (z — i) (x +1)%
Redlny rozklad je

px)=(x—1)-(z+3)* (2*+ 1)~
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VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY MATICE,
JORDANUV KANONICKY TVAR

Uvazujme ¢tvercovou matici A fadu n a vektor (orientovanou usecku) x € R,
algebraicky popsany pomoci usporadané n-tice realnych ¢isel. Obecné nelze
urcit zadny geometricky vztah mezi vektorem x a vektorem A - x, tj. vektor
A - x se muze od vektoru x lisit jak smérem, tak i velikosti, a také svoji
orientaci.

Pro kazdou ¢tvercovou matici A lze ale najit takové nenulové vektory x, ze
oba vektory x a A -x maji tentyz smér, neboli ze vektory x a A -x jsou jeden
nasobkem druhého. A praveé védét, kdy tato situace nastava, je dulezité pti
feSeni fady problému z praxe, které lze popsat pomoci soustav diferencialnich
rovnic, neboli u tzv. dynamickych procesu.

A -x=)\x
A-x
X
X
Obr.1a) Obr.1b)

Obrézek 1a) vystihuje obecnou situaci, kdy nenulovy vektor x neni vlastnim
vektorem k zddnému vlastnimu ¢islu matice A. Na obrazku 1b) je zndzornéna
situace, kdy vektor x je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu A matice A,
proto oba vektory x a A - x maji stejny smeér.

Definice:

Necht A je étvercova matice fadu n.

Cislo A se nazyva vlastni &islo, pifp. charakteristické ¢islo matice A,
pokud existuje nenulovy vektor x € R,, takovy, ze plati

A-x=)\x.
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Pokud je A vlastni ¢islo matice A, kazdy nenulovy vektor h € R,,, ktery
spliiuje rovnost A-h = A -h, se nazyva vlastni vektor matice A prislusny
vlastnimu ¢islu .

Mnoziné vsech vlastnich ¢isel matice A se fika spektrum matice A a znaci
se o(A).

Uvazujme ¢tvercovou matici A fadu n. Definice vlastniho ¢isla matice A k4,
ze je to takové ¢islo A, ke kterému existuje nenulovy vektor x € R, tak,
ze plati

A-x=)x.

7 této rovnosti vychézime pri odvozeni vztahu, ktery umozinuje urceni vlastnich
¢isel matice. Vyse uvedenou rovnost lze prepsat nasledujicim zpusobem:

Ax—A-x=0,

AI-x—A-x=0,

(AMI—-A)-x=0,
kde I je jednotkova matice fadu n.
Posledni rovnost je pritom maticovy zapis homogenni soustavy linearnich
algebraickych rovnic s matici soustavy A -1 — A. Nas zajima pouze situa-
ce, kdy tato soustava bude mit nenulova feSeni. To znamena, Zze se musi
jednat o homogenni soustavu s nekoneéné mnoha fesenimi, tedy o soustavu

se singularni matici soustavy. To bude splnéno, pokud determinant matice
soustavy se bude rovnat nule:

det(A-I—A) =0.

K vypoctu vlastnich ¢isel matice A proto vyuzivame tzv. charakteristicky
polynom ¢(\) matice A (s proménnou A ), definovany jako

@A) =det(A-T—A).

Vlastni ¢isla matice A jsou pravé vsechny koteny charakteristického poly-
nomu

e(A) =det(A-T—A).
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Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Pokud jsme pomoci charakteristického
polynomu () uréili vSechna vlastni ¢isla Ay, Ag, ... A, matice A, nalezneme
ke kazdému vlastnimu cislu ptislusné vlastni vektory jako feseni homogenni
soustavy linedrnich algebraickych rovnic:

Jestlize \; je vlastni ¢islo matice A (pro i € {1,2,...,n}),
potom vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A; jsou nenulova feseni ho-
mogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic

(\-I—A)-x=0.

Protoze fesend homogenni soustava mé v pripadé vlastniho ¢isla A; singularni
matici soustavy (\;-I— A), ma tato soustava vzdy nekonetné mnoho feseni.
Vsechna teseni soustavy jsou pritom prvky podprostoru prostoru R,,, jehoz
dimenze je urcena rozdilem

n—hod(\;-I—A).

Vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢islu \; jsou vSechna nenulova teseni
soustavy, vSechny nenulové prvky vyse uvedeného podprostoru. Byva zvykem
jako vlastni vektory k vlastnimu ¢islu \; uvadét pouze prvky urcujici jednu
konkrétni bazi podprostoru vsech feseni homogenni soustavy (A;-I—A)-x =
0, a samoziejmé se predpokladd, ze dalsimi vlastnimi vektory mohou byt
i vSechny prvky z R,,, které l1ze vyjadrit jako netrivialni linearni kombinaci
prvku této baze.

Vlastni vektory prislusné k riznym vlastnim ¢islim jsou vzdy linearné nezavislé,
jak ukazuje tvrzeni néasledujici véty.

Véta: (linedrni nezdavislost vlastnich vektori)

Necht A je ¢tvercovd matice fadu n.

Pokud ke kazdému z navzajem ruznych vlastnich ¢isel \; matice A vybe-
reme vlastni vektor h;, jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Pro dvojice ¢tvercovych matic téhoz tadu lze nadefinovat jednu vlastnost,
a to podobnost matic, kterd umoznuje rozdélit ¢tvercové matice do skupin
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tak, ze v jedné skupiné jsou vzdy takové matice, pro néz je spolecnéa rada
dulezitych spektralnich vlastnosti.

Definice:
Rekneme, ze dvé ¢tvercové matice A, B tadu n jsou podobné matice,
jestlize existuje regularni matice T tadu n takova, ze plati

A=T-B-T'.

Poznamka:

Pokud plati pro matice A, B a vhodnou regularni matici T vztah A =
T-B-T™!, je mozné tuto rovnost zleva vynasobit inverznf matici T~! k matici
T a zprava samotnou matici T. Tim dostaneme rovnost

T'AT=T'T-B-T'-T

neboli
T ' -A-T=B.

Plat{ tak i rovnost B="T"!- A - (T71)~! coz ukazuje, Ze vztah podobnosti
matic je symetricky.

Podobnost matic je dulezita tim, ze spojuje matice, které maji shodné nékteré
podstatné vlastnosti, napiiklad se jedna o charakteristicky polynom a vlastni
¢isla matice.

Véta: (vlastni ¢isla podobnych matic)
Podobné matice maji stejné charakteristické polynomy, a tedy i stejna vlastni
cisla.

Poznamka:

Implikaci ve vété o vlastnich ¢islech podobnych matic nelze obratit, t.j.
jestlize dvé matice maji stejné charakteristické polynomy, nemusi to jesté
byt podobné matice.

Jako ptiklad muzeme uvést jednotkovou matici I = fadu 3 a ma-

o O =
O = O
_ o O
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1
ticic M = | 0
0

O = =

0
0 |. Charakteristické polynomy obou téchto matic jsou
1

stejné:

o1(\) =det N[ —1) = (A —1)3,  om(\) =det(A\I— M) = (A —1)3.

Ale pfesto nejsou tyto matice podobné. Pro kazdou regularni matici T fadu
3 totiz plati rovnost T-I-T~! =T -T~! =1, odkud vyplyva, ze jednotkové
matice I je podobnd pouze sama se sebou.

Rozhodnuti, zda jsou dvé matice podobné, ¢i nikoli, 1ze ucinit az na zakladé
Jordanova kanonického tvaru téchto matic. Matice jsou podobné, pokud maji
stejny Jordanuv kanonicky tvar.

Vlastnost podobnosti matic rozdéluje vsechny ¢tvercové matice do skupin,
presny matematicky pojem je tiidy ekvivalence. V kazdé tiidé ekvivalence
jsou obsazeny vSechny matice, které jsou si podobné, presnéji:

je-li A ctvercova matice fadu n, jsou ve stejné ttidé ekvivalence vSechny ma-
tice fadu n, které jsou podobné matici A.

Pritom lze v kazdé takové tridé ekvivalence vybrat matici, ktera je z navzdjem
si podobnych matic v jistém smyslu nejjednodussi, tj. ma nejméné nenulovych
prvku. Tato matice se znac¢i J a nazyva se Jordanuv kanonicky tvar ma-
tice A.

Nejjednodussim tvarem pro Jordanuv kanonicky tvar je diagonalni matice,
ta ma nenulové prvky jen na diagondle. Prikladem matice s diagonalnim
Jordanovym kanonickym tvarem je matice kterda ma navzajem ruzna vlastni
¢isla.

Véta: (podobnost matic A a J)

Necht A je ¢tvercovd matice fddu n s n navzdjem riznymi vlastnimi &isly
AL, Aoy Ape

Ke kazdému vlastnimu ¢islu A; zvolme vlastni vektor h;, : =1,2,...,n.
Potom plati rovnost

A=T.-J-T1,
kde matice J = diag[A1, Aa, ..., \,] je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly
A1, A2, ..., A, na diagondle a regularni matice T = [hy|hy]---|h,] se sklad4
po sloupcich z piislusnych vlastnich vektortu hy, hsy, ... h,.
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Matice J se nazyva Jordaniv kanonicky tvar matice A, ve vyse uvedené
véteé byla sestavena pro jednoduchd vlastni ¢isla (tj. koreny charakteristického
polynomu s nasobnosti 1).

Poznamka:
V Jordanové matici J lze na diagondle zvolit potadi vlastnich ¢isel libovolneé,
ale této volbé musi potom odpovidat umisténi vlastnich vektoru v matici T.

Tvrzeni:

Protoze matice T je vzdy regularni, je matice A singularni pravé tehdy, kdyz
je singularni Jordanova matice J. To nastane pravé tehdy, kdyz matice A
ma nulové vlastni ¢islo \; = 0.

Vime jiz, ze Jordanuv kanonicky tvar J ¢tvercové matice A je diagonalni ma-
tice, pokud matice A ma navzdjem ruznd vlastni ¢isla. Jak ale bude vypadat
Jordanuv kanonicky tvar J matice A, kterd ma vicenasobnd vlastni ¢isla?

Véta: (diagondlni Jordanuv kanonicky tvar matice)
Ctvercova matice A fadu n je podobna diagonalni matici J pravé tehdy,
kdyz matice A ma n linearné nezavislych vlastnich vektoru.

Vsimnéme si, ze tvrzeni véty je ve tvaru ekvivalence, neboli ze pozadavek exis-
tence k linedrné nezavislych vlastnich vektoru piislusnych ke k-nasobnému
vlastnimu ¢islu, plati-li pro vSechna vlastni ¢isla matice A, je nejen postacujici,
ale i nutnou podminkou pro diagonalitu Jordanova kanonického tvaru matice

A.

Zustava pred nami otazka, jak vypada Jordanuv kanonicky tvar matice v si-
tuaci, kdy k vlastnimu ¢islu o nésobnosti £ existuje méné nez k linearné

nezavislych vlastnich vektoru. Zactneme u konkrétniho piikladu (viz skripta
LA).

Ukazeme, jak vypada Jordanova kanonicka matice, pokud neexistuje tolik
linedrné nezavislych vlastnich vektort, jaky je fad matice.
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Urcéeme Jordanovu kanonicky tvar J a matici podobnosti T matice

-3 1 =2
A=| 10 3 14
13 -1 12

Nejdiive uréime vlastni ¢isla matice A:

©(A) = det(\I — A) = (A —10)(\ — 1)2

Matice A mé jednoduché vlastni ¢islo A\; = 10 a dvojnasobné vlastni ¢islo
/\273 =1.

Pro vlastni ¢islo A\; = 10 je vlastnim vektorem libovolny nenulovy nasobek
vektoru h; = [0, 2, 1]7.

Pro dvojnasobné vlastni ¢islo Ag 3 = 1 hleddme vlastni vektory jako nenulova
feseni soustavy (1-I—A)-x=0:

4 -1 2]0 4 -1 2]0
[(1-T—A)o]=| =10 —2 —14[0 |~ |0 1 2|0
~13 1 =110 0 0 0]0

Nalezneme tedy pouze jeden linearné nezavisly vlastni vektor ptislusny dvoj-
nasobnému vlastnimu ¢islu Ay 3 = 1. Vlastnim vektorem piislusnym vlastnimu
¢islu Ag3 = 1 je libovolny nenulovy ndsobek vektoru hy = [—1,—2,1]7. Jor-
danova matice J neni diagondlni, protoze nemame tii, ale pouze dva linearné
nezavislé vlastni vektory.

10 0 0
Vezmeme-li Jordanovu matici vetvaruJ = | 0 1 1 [, potom potiebujeme
0 01

najit matici T tak, aby A = T -J - T~!. Tuto rovnost lze piepsat jako
A-T =T-J. Jestlize se matice T bude skladat ze sloupcu hy, hy, hs, potom
pro tyto sloupce musi platit

A'h1: 10'h1, (1OI—A)h1: O,
tedy

A-hy= 1-h,, (II—A)-hy= 0,

A h3 hg—f-]_ hg, (11—A) h3: —h2

Vektor h; je vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu Ay = 10, tedy napi. h; =
[0,2,1]T. Vektor hy je vlastni vektor piislusny dvojndsobnému vlastnimu éfslu
Ao3 = 1, tedy napt. hy = [—1,—2,1]7. Vektor hj je feSenfm nehomogenn{
soustavy rovnic s matici (1-I — A) a pravou stranou —hy, je to tzv. zo-
becnény vlastni vektor.

4 -1 2] 1 4 -1 2] 1
1-T—A|—hy]=|-10 -2 14| 2|~ |0 1 2|-1
-13 1 —11|-1 0 00| 0
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Vektor hs je napi. hy = [0,—1,0]7 (nehomogenni soustava mé nekonecné
mnoho feseni, my jedno libovolné vybereme). Matice T je potom matice

0 -1 0
T=]2 -2 -1
1 1 0

Vsimnéte si, Ze matice T je reguldrni. Také plati rovnost A =T -J- T~

V piikladu jsme vyftesili situaci, kdy k dvojnasobnému vlastnimu ¢islu A ne-
bylo mozné vybrat dva linearné nezavislé vlastni vektory.

Uvazujme jesté jeden podobny piipad.

Je-li matice A ¢tvercova matice fadu 2 s jedinym dvojnasobnym vlastnim
¢islem A, z pozadavku na singularitu matice X - I — A vyplyva, ze k tomuto
vlastnimu ¢islu 1ze vybrat pouze jeden linedrné nezavisly vlastni vektor hj.
Jordanuv kanonicky tvar J matice A nemuze byt diagonalni matice (viz
diagonalita Jordanova kanonického tvaru), v matici J bude opét jeden prvek
1 mimo hlavni diagonélu:

Al
.

K ovéreni podobnosti matic A a J potrebujeme najit takovou reguldrni matici
T = [t1[t2], pro kterou bude platit rovnost A = T -J-T~!. Tuto rovnost lze
prepsat do tvaru A - T =T - J neboli

A - [t1]t] = [ta]t] - lg ” |

Roznésobeni znamena pro sloupce matice T pozadavek splnéni rovnosti

A'tl - )\'tl,
Aty = t1+ X -ty

Prvni rovnost je shodnda s pozadavkem z definice vlastnich ¢isel a vlastnich
vektoru, sloupec t; je tedy pravé vlastnim vektorem k vlastnimu cislu A
neboli t; = hy. Druhou rovnost zapiseme ve tvaru

()\I—A)tgz—tl,

coz je maticovy zapis nehomogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic.
Protoze matice nehomogenni soustavy se shoduje s matici homogenni sous-
tavy pouzivané pii urcovani vlastnich vektoru, jednd se o singuldrni matici,
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fesena soustava tak mé nekonecné mnoho teseni. Za druhy sloupec matice
T vybereme jedno libovolné feseni hs, je to vlastné jedno partikularni reseni
nehomogenni soustavy (A-I— A) -ty = —t;. Vybrané feseni hy se nazyva
zobecnény vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢éislu A.

V piipadé vicenasobnych vlastnich ¢isel matice lze analogickym zpisobem
urcovat celé fetézce zobecnénych vlastnich vektoru - viz nasledujici definice.

Definice:
Necht A je ¢tvercova matice fddu n, necht \ je vlastni ¢islo matice A.
Usporadana k-tice vektoru

hy, hy, ... h;

se nazyva retézec zobecnénych vlastnich vektort matice A prislusny
vlastnimu ¢islu A, jestlize plati

(AI—A)-h; =0, h, £0,

()\I - A) . hQ - —hl,
(AI—A) -hy = —h,,

(AI—A)-h, = —h_,.

Vektor h; je vlastni vektor prislusny vlastnimu éislu A,

pro kazdé j = 2,3,...,k se vektor h; nazyva j-ty zobecnény vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu ¢islu A.

Pocet vektoru v fetézci, t.j. ¢islo k, se nazyva délka tetézce.

Poznamka:
Vektory hy, hs, ... hy z fetézce zobecnénych vlastnich vektoru jsou linedrné
nezavisleé.

Vime jiz, ze v pripadé dvojndsobného vlastniho c¢isla mohou pro Jordanuv
kanonicky tvar matice A fadu n > 3 nastat pouze dvé moznosti:

bud k uvazovanému vlastnimu éislu existuji dva linedrné nezdvislé vlastni
vektory a hledand matice je alespon ve své ¢asti odpovidajici tomuto vlastnimu
¢islu diagonalni (pfitom se musi jednat o matici A fadu alespon tii),
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anebo lze urcit pouze jeden linearné nezavisly vlastni vektor a v Jordanové
matici bude mimo diagondlu jeden prvek 1.

Obecné u matic vyssiho fadu s vicendsobnymi vlastnimi ¢isly muze byt si-
tuace pochopitelné komplikovanéjsi. Neni-li Jordanovym kanonickym tvarem
J matice A matice diagonalni, tj. neshoduje-li se pocet linearné nezavislych
vlastnich vektoru s fadem matice, matice J se ziska tak, ze na jeji diagonédlu
skldddme tzv. Jordanovy bloky (né¢kdy nazyvané téz Jordanova pole).
Nejprve si vysvétleme, jak takovy Jordanuv blok obecné vypadd, a pak se
vratme o otézce poctu bloku a jejich velikosti pro vicendsobnd vlastni ¢isla.

Jordaniv blok velikosti &k (nebo také Jordanovo pole velikosti k) je
¢ast matice o k tadcich a k sloupcich, kde vlastni ¢islo A\; vyplni hlavni
diagondlu, prvni "rovnobézka nad hlavni diagonalou”je vyplnéna jednickami
a ostatni prvky jsou nulové:

N 1 0 .- 0 0
0 N 1 «oeens 0 0
0 0 A cooe-- 0 0
Jp = :
0 0 0 oo 1 0
0 0 0 --on-- A1
0 0 0 --on- 0 A

Jordanovym kanonickym tvarem matice v obecném piipadé je matice, ktera
se sklada z jednotlivych Jordanovych bloku umisténych na jeji diagonale.

Jednonasobnym vlastnim ¢éislium piislusi vzdy Jordanovy bloky velikosti 1,
coz odpovida tomu, co jiz bylo feceno dfive o jednonasobnych vlastnich
cislech.

Pocet Jordanovych bloku, které v Jordanové kanonickém tvaru ptislusi vlastnimu
¢islu \; matice A, je dan rozdilem

n—hod(\;-I—A).

Informace o poctu Jordanovych bloku k jednotlivym vlastnim ¢islim matice
umoziuje jednoznacné urcit Jordanuv kanonicky tvar J matice A tadu tii,
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pricemz jednoznacnost se netyka poradi umisténi jednotlivych Jordanovych
bloktu podél hlavni diagonédly matice J. U matic vyssich fadu tato informace
jesté nemusi byt postacujici.

Poznamka:
Rozdil n —hod()\;-I— A) udavé pocet Jordanovych bloku velikosti alespon
1 ptislusnych v Jordanové kanonickém tvaru vlastnimu ¢éislu ;.
Pocet Jordanovych bloku velikosti alesponn 2 pro vlastni ¢islo \; se rovnéa
rozdilu hodnosti druhé mocniny matice (A; - I — A) a hodnosti této matice,
tj.

hod(A\; - T — A) —hod()\; - T — A)?.
Podobné pocet Jordanovych bloku velikosti alespon 3 pro vlastni ¢islo A; se
rovnd rozdilu hodnosti druhé mocniny matice (A; - I — A) a hodnosti treti
mocniny této matice, tj.

hod(\; - I — A)2 —hod(\; - I — A)3 .

Analogicky lze postupovat tak dlouho, dokud ziskané informace neumozni
jednoznac¢né rozhodnout o velikostech Jordanovych bloku pro kazdé vicenasobné
vlastni ¢islo \;.

Regularni matice T, pro kterou je splnéna rovnost T -J - T~! = A, je po
sloupcich tvotrena fetézci zobecnénych vlastnich vektoru, jejichz délka se sho-
duje s velikostmi odpovidajicich Jordanovych blok.

Definice:

Necht U je linedrni vektorovy prostor nad télesem 7.

Linearni zobrazeni L: U4 — U prostoru U do téhoz prostoru U se nazyva
linearni operator.

Matici A linearniho operatoru L v bézi fi,fy, ... f, prostoru U rozumime
matici linearniho zobrazeni L: U — U, kde v prostoru U je zvolena béze
f;,f5,...,f, (a to jak v prostoru ”"vzoru”, tak i v prostoru ”obrazu”).
Matice

A=[L(f)| L) | L) ]

—_ —

operatoru L se tedy skldda po sloupcich z vektoru L(f;), L(fy), ..., L(f,), kde
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—

pro kazdé ¢ = 1,2,...,n jsou vektory L(f;) souradnicovymi vektory prvku
L(f;) vzhledem k bézi f;,f,, ... f,.

Pokud v témze prostoru U zvolime jinou bazi gy, gs, ..., g, urci se matice
B uvazovaného linearniho operatoru L: & — U v bazi g1, s, . . ., &, analo-
gicky pomoci soutradnicovych vektortu prvku L(g;), i = 1,2, ..., n, vzhledem
k bézi £1,82,-- -, 8n; t.]

B=[L(g)|Lieg) | | L |-

Pfitom nés zajimé, jaky je vztah mezi maticemi A a B téhoz linearniho
operatoru urcenymi pro odlisné baze.

Véta: (matice linedrniho operatoru v raznych bazich)

Necht U je linedrni vektorovy prostor nad télesem 7', necht L je linedrni
operator, L: U — U.

Jestlize A je matice linearniho operatoru L v béazi fi, fy, ... f, prostoru U
a B je matice téhoz linearniho operatoru L v bazi g, go, ..., &, prostoru U,
potom matice A, B jsou podobné matice.

Pravé formulovana véta umoznuje mluvit o vlastnich ¢islech operatoru
L na prostoru U jako o vlastnich ¢islech libovolné matice tohoto operatoru.
K nalezeni vlastnich ¢isel linearniho operatoru proto potfebujeme urcit matici
operatoru L vzhledem k libovolné vybrané béazi prostoru U a poté stanovit
jeji vlastni ¢isla.

Pokud bychom uvazovali matici operatoru L v jiné bazi, bude matice linearniho
operatoru sice jind, ale protoze obé uvazované matice linearniho operatoru
jsou podobné matice, musi mit stejné charakteristické polynomy, a proto
i stejna vlastni cisla.
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