
KOMLEXNÍ ČÍSLA

C = {a+ bi; a, b ∈ R}, kde i2 = −1

Č́ıslo komplexně sdružené k z = a+ bi je č́ıslo

z̄ = a− bi.

Operace s komplexńımi č́ısly:
z = a+ bi, kde a, b ∈ R
v = c+ di, kde c, d ∈ R

Sč́ıtáńı

z + v = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i.

Odč́ıtáńı

z − v = (a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i.

Násobeńı

z · v = (a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (bc+ ad)i.

Děleńı (předpokládáme, že v ̸= 0)

z

v
=

a+ bi

c+ di
=

a+ bi

c+ di
.
c− di

c− di
=

ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i.

Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla

|z| = |a+ bi| =
√
a2 + b2.
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Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla

z = a+ bi = |z| · (cosφ+ i sinφ),

kde φ ∈ ⟨0, 2π) takový, že

cosφ =
a

|z|
, sinφ =

b

|z|
.

Moivreova věta - umocňováńı komplexńıch č́ısel v goniometrickém
tvaru
Je-li z = a+ bi = |z| · (cosφ+ i sinφ),

potom
zn = (a+ bi)n = |z|n · (cosnφ+ i sinnφ).

Důsledek Moivreovy věty - n-té odmocniny komplexńıho č́ısla
Je-li z = |z| · (cosφ+ i sinφ),

potom n-odmocninou n√z z komplexńıho č́ısla z určujeme jako

xk+1 =
n
√
|z| ·

(
cos

φ+ 2kπ

n
+ i sin

φ+ 2kπ

n

)
,

kde k = 0, 1, . . . , n− 1.
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POLYNOMY

Definice:
Necht’ C je těleso komplexńıch č́ısel, necht’ a0, a1, . . . , an ∈ C, a0 ̸= 0.
Funkce p : C −→ C definovaná předpisem

p(x) = a0 · xn + a1 · xn−1 + . . .+ an−1 · x+ an

se nazývá polynom (mnohočlen) stupně n.
Ṕı̌seme st(p) = n.
Č́ısla a0, a1, . . . , an se nazývaj́ı koeficienty polynomu p.

Jestliže pro každé i = 0, 1, . . . , n je koeficient ai ∈ R, kde R označuje těleso
reálných č́ısel, mluv́ıme o polynomu s reálnými koeficienty.

Jestliže koeficienty ai = 0 pro každé i ∈ N0 = N ∪ {0}, potom polynom
p(x) = 0 se nazývá nulový polynom.
Pro nulový polynom neńı stupeň definován.

Dva polynomy
p(x) = a0x

n+a1x
n−1+. . .+an−1x+an a q(x) = b0x

m+b1x
m−1+. . .+bm−1x+bm

se rovnaj́ı právě tehdy, když maj́ı stejný stupeň a když se shoduj́ı jejich
koeficienty u odpov́ıdaj́ıćıch si mocnin nezávisle proměnné x,
tj. pokud n = m a plat́ı rovnosti ai = bi pro všechna i = 0, 1, 2, . . . , n.

Základńı operace s polynomy jsou sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı.
Pokud polynom p(x) je polynom stupně n a polynom q(x) je polynom stupně
m, pak pro stupně výsledných polynomů po provedeńı jednotlivých operaćı
plat́ı následuj́ıćı vztahy:

st(p+ q) ≤ max{st(p), st(q)} = max{n,m} ,

st(p− q) ≤ max{st(p), st(q)} = max{n,m} ,

st(p . q) = st(p) + st(q) = n+m,

st(p : q) = st(p)− st(q) = n−m.
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Věta: (věta o děleńı polynomů se zbytkem)
Jestliže p(x), q(x) jsou dva polynomy (obecně s komplexńımi koeficienty),
polynom q(x) je nav́ıc nenulový,
potom existuj́ı a jsou jednoznačně určeny polynomy s(x) a r(x) takové, že

p(x) = q(x) · s(x) + r(x),

kde pro stupeň polynomu r(x) plat́ı st(r) < st(q) nebo se jedná o nulový
polynom r(x) = 0 (je-li zbytek r(x) nulový polynom, nemá stupeň v̊ubec
definován).

Definice:
Č́ıslo c ∈ C se nazývá kořen polynomu p(x), jestliže

p(c) = 0 .

Tedy č́ıslo c (reálné či komplexńı) bude kořenem polynomu p(x) = a0x
n +

a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an právě tehdy, když je splněna rovnost

a0c
n + a1c

n−1 + . . .+ an−1c+ an = 0 .

Někdy je kořen polynomu nazýván nulovým bodem polynomu, je to proto, že
př́ıslušná funkčńı hodnota přǐrazená polynomem p(x) argumentu x = c je
v př́ıpadu kořene c nulová: p(c) = 0.

Věta: (Základńı věta algebry)
Každý polynom stupně alespoň 1 má v oboru komplexńıch č́ısel alespoň jeden
kořen.

Ekvivalentńı formulace základńı věty algebry:
Každý polynom stupně n, n ∈ N, má v oboru komplexńıch č́ısel právě n
kořen̊u (poč́ıtáno včetně jejich násobnosti).

Uvažujme děleńı polynomů, kde p(x) je libovolný polynom stupně n, n ∈ N,
a q(x) je polynom prvńıho stupně, a to speciálńıho tvaru q(x) = x − c, kde
c ∈ C.
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Potom podle věty o děleńı polynomů se zbytkem existuj́ı a jsou jednoznačně
určeny polynomy s(x) a r(x) tak, že p(x) = (x− c) · s(x) + r(x), kde st(r) <
st(x−c) = 1 nebo r = 0. Tedy zbytek je polynom nultého stupně nebo nulový
polynom, v obou př́ıpadech je roven konstantě, proto lze psát: r(x) = r ∈ C.
Tvrzeńı věty o děleńı polynomů lze v tomto speciálńım př́ıpadu přepsat do
tvaru

p(x) = (x− c) · s(x) + r ,

kde r ∈ C.

Dosad́ıme-li do rovnosti, která zřejmě muśı platit pro všechna x ∈ C, za
nezávisle proměnnou x č́ıslo c, źıskáme rovnost p(c) = (c−c) ·s(c)+r, neboli

p(c) = r .

Zbytkem při tomto děleńı polynomu p(x) polynomem q(x) = x− c je právě
funkčńı hodnota polynomu p(c) v bodě c ∈ C. Rovnost platnou pro toto
děleńı polynomů tak lze přepsat do tvaru

p(x) = (x− c) · s(x) + p(c) .

Je proto zřejmá platnost tvrzeńı, že č́ıslo c ∈ C je kořenem polynomu p(x)
právě tehdy, když polynom p(x) lze dělit polynomem x − c beze zbytku,
protože pro kořen c je p(c) = 0.
Polynomu x−c prvńıho stupně ř́ıkáme kořenový činitel př́ıslušný ke kořenu
c.
T́ım jsme dokázali následuj́ıćı větu.

Věta: (děleńı polynomu kořenovým činitelem)
Je-li c ∈ C kořen polynomu p(x), potom plat́ı

p(x) = (x− c) · s(x) ,

kde st(s) = st(p)− 1.

Použijme opakovaně základńı větu algebry a větu o děleńı polynomu kořenovým
činitelem na polynom p(x) stupně n:
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• vezměme c1 ∈ C kořen polynomu p(x), potom
p(x) = (x− c1) · s1(x), kde st(s1) = n− 1,

• vezměme c2 ∈ C kořen polynomu s1(x), potom
s1(x) = (x− c2) · s2(x), kde st(s2) = n− 2,

• vezměme c3 ∈ C kořen polynomu s2(x), potom
s2(x) = (x− c3) · s3(x), kde st(s3) = n− 3,

• atd.

• vezměme cn ∈ C kořen polynomu sn−1(x), potom
sn−1(x) = (x− cn) · sn(x), kde st(sn) = n− n = 0 neboli sn(x) = sn je
polynom nultého stupně.

Tedy polynom p(x) lze zapsat ve tvaru

p(x) = (x− c1) · (x− c2) · (x− c3) · . . . · (x− cn) · sn .

Přitom tentýž polynom p(x) lze vyjádřit pomoćı jeho koeficient̊u jako p(x) =
a0x

n+a1x
n−1+ . . .+an−1x+an. Z porovnáńı koeficient̊u u nejvyšš́ı mocniny

xn je vidět, že a0 = sn neboli že polynom sn(x) = sn nultého stupně je roven
právě koeficientu a0 u nejvyšš́ı mocniny v zadáńı polynomu p(x).

T́ım je dokázáno tvrzeńı následuj́ıćı věty.

Věta: (rozklad polynomu na kořenové činitele)
Každý polynom p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an stupně n pro n ≥ 1

lze v komplexńım oboru vyjádřit též ve tvaru

p(x) = a0 · (x− c1) · (x− c2) · . . . · (x− cn) ,

kde c1, c2, . . . , cn ∈ C jsou kořeny polynomu p(x).

Tento zápis polynomu se nazývá rozklad polynomu na součin kořenových
činitel̊u.

Protože lze každý polynom stupně alespoň 1 vyjádřit ve tvaru rozkladu na
součin kořenových činitel̊u, je zřejmé, že pro všechny koeficienty polynomu
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lze určit vztahy, které je vyjadřuj́ı pomoćı kořen̊u tohoto polynomu. Tyto
vztahy jsou známy jako Viètovy vzorce. V následuj́ıćı větě uvedeme alespoň
dva nejednodušš́ı a nejčastěji použ́ıvané.

Věta: (vybrané Viètovy vzorce)
Jestliže p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an je polynom stupně n s koe-

ficienty z množiny komplexńıch č́ısel a jestliže jsou c1, c2, . . . , cn ∈ C kořeny
tohoto polynomu, potom pro vybrané koeficienty plat́ı vztahy

an = (−1)n · a0 · c1 · c2 · . . . · cn ,

a1 = − a0 · (c1 + c2 + . . .+ cn) .

Důsledek:
Pokud je reálné č́ıslo c kořenem polynomu p(x), muśı být t́ımto č́ıslem dělitelný
tzv. absolutńı člen an polynomu p(x).

Věta: (komplexńı kořeny reálných polynomů)
Je-li komplexńı č́ıslo c = a+bi ∈ C (s nenulovou imaginárńı část́ı b) kořenem
polynomu p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an s reálnými koeficienty,

tj. ai ∈ R, i ∈ {0, 1, 2, . . . , n},
potom také č́ıslo komplexně sdružené c̄ = a − bi ∈ C je kořenem polynomu
p(x).

Tato věta vlastně ř́ıká, že pokud je polynom p(x) stupně n polynom pouze
s reálnými koeficienty, pak všechny komplexńı kořeny se vyskytuj́ı ve dvo-
jićıch (vždy kořen c s kořenem komplexně sdruženým c̄, kdy oba kořeny maj́ı
i tutéž násobnost).

Důsledek:
Každý polynom lichého stupně s reálnými koeficienty má alespoň jeden
reálný kořen.
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Reálný rozklad polynomu.
Uvažujme polynom s reálnými koeficienty.
Jestliže v rozkladu polynomu na kořenové činitele roznásob́ıme každé dva
kořenové činitele, které odpov́ıdaj́ı dvojici komplexně sdružených kořen̊u,
źıskáme reálný rozklad polynomu. V tomto rozkladu se kromě kořenových
činitel̊u pro reálné kořeny mohou vyskytovat také kvadratické členy pro dvo-
jice kořen̊u komplexně sdružených.

V reálném rozkladu polynomu jsou tedy kořenové činitele typu x − ci pro
reálné kořeny ci ∈ R a dále kvadratické trojčleny x2 + pj · x + qj, kde
pj, qj ∈ R. Kvadratický trojčlen se přitom źıská roznásobeńım kořenových
činitel̊u (x− c) · (x− c̄) pro konkrétńı dvojici komplexně sdružených kořen̊u
c a c̄.
Př́ıpadná mocnina u jednotlivých činitel̊u v rozkladu udává násobnost př́ısluš-
ných reálných či komplexńıch kořen̊u.

Hornerovo schéma
Děleńı polynomu p(x) polynomem x− c lze jednoduše zapsat do tabulky.
Tento zp̊usob děleńı polynomu polynomem prvńıho stupně typu x− c bývá
nazýván Hornerovo schéma.

Označme p(x) = (x− c) · s(x) + r, kde
p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an,

s(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + . . .+ bn−2x+ bn−1.

Děleńı polynomů lze zapsat do tabulky takto:

a0 a1 a2 a3 · · · an−1 an
c c · b0 c · b1 c · b2 · · · c · bn−2 c · bn−1

b0 b1 b2 b3 · · · bn−1 | r

přičemž pro jednotlivé koeficienty pod́ılu s(x) a zbytek r plat́ı následuj́ıćı
rovnosti, které lze odvodit právě ze vztahu p(x) = (x− c) · s(x) + r:

b0 = a0 ,

b1 = a1 + c · b0 ,
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b2 = a2 + c · b1 ,

. . . ,

bn−1 = an−1 + c · bn−2 ,

r = an + c · bn−1 .

Poznámka:
Hornerovo schéma je nejvýhodněǰśı prostředek k určováńı funkčńı hod-
noty polynomu pro daný argument. Vı́me již, že funkčńı hodnota poly-
nomu p(x) v bodě c je rovna zbytku r při děleńı polynomu p(x) polynomem
x− c :

r = p(c) .

V př́ıpadě polynomu p(x) stupně n vyžaduje vyplněńı Hornerova schématu
pro dané č́ıslo c (argument funkce) provést n součt̊u a n násobeńı, celkem
tedy 2n operaćı. S řádově 2n početńımi operacemi je Hornerovo schéma nej-
efektivněǰśı metodou pro určeńı funkčńı hodnoty polynomu v daném bodě.

Př́ıklad:
Pro polynom

p(x) = 3x4 − 2x3 + 2x+ 4

určeme s využit́ım Hornerova schématu funkčńı hodnoty p(−1), p
(
− 1

2

)
, p(i).

Nejprve vyplńıme Hornerovo schéma pro polynom p(x) a č́ıslo c = −1. Prvńı
řádek tabulky je určen koeficienty polynomu p(x) (všemi koeficienty včetně
nulových!), dále je zadána konstanta c:

3 −2 0 2 4
−1 c · b3 c · b2 c · b1 c · b0

b3 b2 b1 b0 | r

Tabulku nyńı doplńıme podle vztah̊u, které lze naj́ıt v odstavci věnovaném
Hornerovu schématu:

3 −2 0 2 4
−1 −3 5 −5 3

3 −5 5 −3 | 7
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Protože jsme dostali zbytek r = 7, známe již funkčńı hodnotu p(−1) = r = 7
pro zadaný polynom p(x).

Pro c = − 1
2 se vyplńı Hornerovo schéma stejným zp̊usobem:

3 −2 0 2 4

−1
2

−3
2

7
4

−7
8

− 9
16

3 −7
2

7
4

9
8

| 55
16

Hledaná funkčńı hodnota je p
(
− 1

2

)
= r = 55

16.

Zbývá ještě určit funkčńı hodnoty polynomu p(x) pro argument z komp-
lexńıho oboru, pro imaginárńı jednotku c = i:

3 −2 0 2 4
i 3i −3− 2i 2− 3i 3 + 4i

3 −2 + 3i −3− 2i 4− 3i | 7 + 4i

Vid́ıme, že p(i) = 7 + 4i, protože toto je zbytek v Hornerově schématu vy-
plněném pro polynom p(x) a č́ıslo c = i.

Z faktu, že zbytek v Hornerově schématu se rovná funkčńı hodnotě polynomu
pro argument c, vycháźı i využit́ı Hornerova schématu při ověřováńı, zda
dané č́ıslo c je či neńı kořenem polynomu p(x). Pro kořen c muśı být funkčńı
hodnota p(c) nulová neboli zbytek r = p(c) se muśı rovnat nule. Hornerovo
schéma je opět použitelné jak pro č́ıslo c reálné, tak i pro č́ıslo c komplexńı.

Př́ıklad:
Určete všechny kořeny polynomu p(x) a napǐste rozklad polynomu p(x) na
součin kořenových činitel̊u a reálný rozklad polynomu p(x):

p(x) = x5 − 23x3 + 30x2 + 76x− 120 .

Nejdř́ıve se pokuśıme naj́ıt všechny celoč́ıselné kořeny polynomu p(x). Vı́me,
že tyto kořeny muśı dělit absolutńı člen polynomu, tedy v našem př́ıpadě
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koeficient a5 = −120 . Celými č́ısly, která mohou být kořeny zadaného poly-
nomu, jsou proto celoč́ıselńı dělitelé č́ısla −120, konkrétně č́ısla

±1,±2,±3,±4,±5,±6,±8,±10,±12,±15,±20,±24,±30,±40,±60,±120.

K ověřeńı, zda č́ıslo c je nebo neńı kořenem polynomu p(x), použijeme rov-
nou Hornerovo schéma. Nahrazuje totiž děleńı polynomu p(x) polynomem
prvńıho stupně x − c, v posledńım řádku tabulky dostáváme koeficienty
”pod́ılu”těchto polynomů a v posledńım sloupečku ještě zbytek, který je
současně funkčńı hodnotou p(c). Je-li č́ıslo c kořenem polynomu p(x), je zby-
tek r = p(c) = 0, polynom p(x) proto umı́me rozložit na součin kořenového
činitele x− c a polynomu, který je jejich pod́ılem. Plat́ı tedy:

p(x) = (x− c) · s(x) .

Do tabulky, kde sloupce odpov́ıdaj́ı jednotlivým mocninám proměnné x,
naṕı̌seme do prvńıho řádku všechny koeficienty polynomu p(x) včetně nu-
lových. Tabulku doplńıme nejdř́ıve pro č́ıslo c = 1:

1 0 −23 30 76 −120
1 1 1 −22 8 84

1 1 −22 8 84 | −36

Z této tabulky vid́ıme, že zbytek r = p(1) = −36 je nenulové č́ıslo, proto
č́ıslo c = 1 neńı kořenem polynomu p(x).
Jako daľśı vyzkouš́ıme č́ıslo c = −1, využijeme opět Hornerovo schéma.

1 0 −23 30 76 −120
−1 −1 1 22 −52 −24

1 −1 −22 52 24 | −144

Z této tabulky vid́ıme, že zbytek r = p(−1) = −144 je nenulové č́ıslo, proto
ani č́ıslo c = −1 neńı kořenem polynomu p(x).
Dále vyzkouš́ıme č́ıslo c = 2, využijeme opět Hornerovo schéma.

1 0 −23 30 76 −120
2 2 4 −38 −16 −120

1 2 −19 −8 60 | 0
2 2 8 −22 −60

1 4 −11 −30 | 0
2 2 12 2

1 6 1 | −28
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Pro č́ıslo 2 jsme použili tzv. opakované Hornerovo schéma. T́ım, že
v prvńı tabulce vyšel zbytek nulový, v́ıme, že č́ıslo 2 je kořenem polynomu
p(x). My ale potřebujeme zároveň zjistit, jakou má tento kořen násobnost.
Proto pokračujeme v tabulce, kde se ale zmenšuje počet sloupc̊u, s nimiž
poč́ıtáme. S opakováńım Hornerova schématu skonč́ıme, pokud dostaneme
nenulový zbytek. V Hornerově schématu jsme dvakrát źıskali zbytek 0, potřet́ı
již bylo zbytkem nenulové č́ıslo. Proto je č́ıslo 2 dvojnásobným kořenem po-
lynomu p(x), a samotný polynom p(x) umı́me rozložit na součin př́ıslušného
kořenového činitele x − 2 ve druhé mocnině (mocnina vyjadřuje násobnost)
a polynomu p1(x), jehož koeficienty nalezneme v tom řádku tabulky, kde
jsme naposledy dostali nulový zbytek:

p(x) = (x− 2)2 · p1(x) =

= (x− 2)2 · (x3 + 4x2 − 11x− 30).

Je zřejmé, že všechny daľśı kořeny polynomu p(x) muśı být již pouze kořeny
polynomu p1(x), proto daľśı Hornerovo schéma budeme poč́ıtat pro polynom
p1(x) a č́ıslo c = −2.

1 4 −11 −30
−2 −2 −4 30

1 2 −15 | 0

Č́ıslo c = −2 je skutečně kořenem polynomu p1(x), a tedy i polynomu p(x).
Protože nulovému zbytku v posledńım řádku tabulky předcháźı absolutńı člen
polynomu-”pod́ılu”−15, který neńı dělitelný dvěma, je č́ıslo c = −2 pouze
jednonásobným kořenem. Zadaný polynom p(x) má proto d́ılč́ı rozklad:

p(x) = (x− 2)2 · (x+ 2) · (x2 + 2x− 15).

Zbylé dva kořeny polynomu p(x) jsou kořeny kvadratického polynomu p2(x) =
x2 +2x− 15. K jejich určeńı využijeme např́ıklad vzorec pro výpočet kořen̊u
kvadratické rovnice

x1,2 =
−2±

√
4 + 60

2
= −1±

√
64

2
= −1± 4 ,

tedy x1 = 3 a x2 = −5. Známe již všechny kořeny polynomu p(x), můžeme
proto napsat rozklad polynomu na součin kořenových činitel̊u:

p(x) = (x− 2)2 · (x+ 2) · (x− 3) · (x+ 5) .

Protože polynom p(x) má pouze reálné kořeny, je rozklad na kořenové činitele
zároveň i reálným rozkladem tohoto polynomu.
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Př́ıklad:
Určete všechny kořeny polynomu p(x) a napǐste rozklad polynomu p(x) na
součin kořenových činitel̊u a reálný rozklad polynomu p(x):

p(x) = x7 + 5x6 + 5x5 + x4 + 7x3 − 13x2 + 3x− 9.

Nejdř́ıve se pokuśıme naj́ıt všechny celoč́ıselné kořeny polynomu p(x). Vı́me,
že tyto kořeny muśı dělit absolutńı člen polynomu, tedy v našem př́ıpadě koe-
ficient a7 = −9 . Celými č́ısly, která mohou být kořeny zadaného polynomu,
jsou proto celoč́ıselńı dělitelé č́ısla −9, tj. č́ısla

±1,±3,±9.

K ověřeńı, zda č́ıslo c je nebo neńı kořenem polynomu p(x), použijeme opět
Hornerovo schéma, které nahrazuje děleńı polynomu p(x) polynomem prvńıho
stupně x− c.
Nejdř́ıve vyzkouš́ıme č́ıslo c = 1, využijeme Hornerovo schéma.

1 5 5 1 7 −13 3 −9
1 1 6 11 12 19 6 9

1 6 11 12 19 6 9 | 0
1 1 7 18 −46 30 36

1 7 18 46 30 36 | 45

Pro č́ıslo 1 jsme použili tzv. opakované Hornerovo schéma. T́ım, že
v prvńı tabulce vyšel zbytek nulový, v́ıme, že č́ıslo 1 je kořenem polynomu
p(x). Při zjǐst’ováńı násobnosti už druhý zbytek byl nenulový. Č́ıslo 1 je tedy
jednonásobným kořenem polynomu p(x), a samotný polynom p(x) umı́me
rozložit na součin př́ıslušného kořenového činitele x − 1 a polynomu p1(x),
jehož koeficienty nalezneme v tom řádku tabulky, kde byl naposledy nulový
zbytek:

p(x) = (x− 1) · p1(x) = (x− 1) · (x6 + 6x5 + 11x4 + 12x3 + 19x2 + 6x+ 9).

Jako daľśı vyzkouš́ıme č́ıslo c = −1, využijeme opět Hornerovo schéma, ale
jen pro polynom p1(x).

1 6 11 12 19 6 9
−1 −1 −5 −6 −6 −13 7

1 5 6 6 13 −7 | 16

Z této tabulky vid́ıme, že zbytek r = p1(−1) = 16 je nenulové č́ıslo, proto
č́ıslo c = −1 neńı kořenem ani polynomu p1(x), ani polynomu p(x).
Dále zkuśıme č́ıslo c = 3, využijeme Hornerovo schéma pro polynom p1(x).
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1 6 11 12 19 6 9
3 3 27 114 378 1191 3591

1 9 38 126 397 1197 | 3600

Z této tabulky vid́ıme, že zbytek r = p1(3) = 3600 je nenulové č́ıslo, proto
č́ıslo c = 3 neńı kořenem ani polynomu p1(x), ani polynomu p(x).
Zkuśıme daľśı č́ıslo c = −3.

1 6 11 12 19 6 9
−3 −3 −9 −6 −18 −3 −9

1 3 2 6 1 3 | 0
−3 −3 0 −6 0 −3

1 0 2 0 1 | 0

Č́ıslo c = −3 je kořenem polynomu p1(x), a tedy i polynomu p(x). Protože
jsme v opakovaném Hornerově schématu dvakrát dostali zbytek nulový, je
č́ıslo −3 kořenem násobnosti 2. Polynom p(x) umı́me dále rozložit:

p(x) = (x− 1) · (x+ 3)2 · (x4 + 2x2 + 1).

Použijeme-li vzorec pro (a+ b)2, lze polynom zapsat jako

p(x) = (x− 1) · (x+ 3)2 · (x2 + 1)2.

Protože kvadratický polynom x2+1 má pouze komplexńı kořeny +i a −i, má
také polynom p2(x) = (x2+1)2 = (x− i)2 · (x+ i)2 pouze kořeny - komplexně
sdružená č́ısla +i a −i. Oba tyto komplexńı kořeny maj́ı násobnost 2, což
vid́ıme z druhé mocniny u kořenového činitele.
Známe již všechny kořeny zadaného polynomu. Rozklad na kořenové činitele
je proto vyjádřeńı polynomu ve tvaru

p(x) = (x− 1) · (x+ 3)2 · (x− i)2 · (x+ i)2.

Reálný rozklad je

p(x) = (x− 1) · (x+ 3)2 · (x2 + 1)2.
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VLASTNÍ ČÍSLA A VLASTNÍ VEKTORY MATICE,
JORDANŮV KANONICKÝ TVAR

Uvažujme čtvercovou maticiA řádu n a vektor (orientovanou úsečku) x ∈ Rn

algebraicky popsaný pomoćı uspořádané n-tice reálných č́ısel. Obecně nelze
určit žádný geometrický vztah mezi vektorem x a vektorem A · x, tj. vektor
A · x se může od vektoru x lǐsit jak směrem, tak i velikost́ı, a také svoj́ı
orientaćı.
Pro každou čtvercovou matici A lze ale naj́ıt takové nenulové vektory x, že
oba vektory x a A ·x maj́ı tentýž směr, neboli že vektory x a A ·x jsou jeden
násobkem druhého. A právě vědět, kdy tato situace nastává, je d̊uležité při
řešeńı řady problémů z praxe, které lze popsat pomoćı soustav diferenciálńıch
rovnic, neboli u tzv. dynamických proces̊u.

Obr.1a)
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A · x

Obr.1b)
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A · x = λ·x

Obrázek 1a) vystihuje obecnou situaci, kdy nenulový vektor x neńı vlastńım
vektorem k žádnému vlastńımu č́ıslu maticeA. Na obrázku 1b) je znázorněna
situace, kdy vektor x je vlastńım vektorem k vlastńımu č́ıslu λ matice A,
proto oba vektory x a A · x maj́ı stejný směr.

Definice:
Necht’ A je čtvercová matice řádu n.
Č́ıslo λ se nazývá vlastńı č́ıslo, př́ıp. charakteristické č́ıslo matice A,
pokud existuje nenulový vektor x ∈ Rn takový, že plat́ı

A · x = λ · x .
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Pokud je λ vlastńı č́ıslo matice A, každý nenulový vektor h ∈ Rn, který
splňuje rovnost λ ·h = A ·h, se nazývá vlastńı vektor matice A př́ıslušný
vlastńımu č́ıslu λ.
Množině všech vlastńıch č́ısel matice A se ř́ıká spektrum matice A a znač́ı
se σ(A).

Uvažujme čtvercovou maticiA řádu n. Definice vlastńıho č́ısla maticeA ř́ıká,
že je to takové č́ıslo λ, ke kterému existuje nenulový vektor x ∈ Rn tak,
že plat́ı

A · x = λ · x .

Z této rovnosti vycháźıme při odvozeńı vztahu, který umožňuje určeńı vlastńıch
č́ısel matice. Výše uvedenou rovnost lze přepsat následuj́ıćım zp̊usobem:

λ · x−A · x = 0 ,

λ · I · x−A · x = 0 ,

(λ · I−A) · x = 0 ,

kde I je jednotková matice řádu n.

Posledńı rovnost je přitom maticový zápis homogenńı soustavy lineárńıch
algebraických rovnic s matićı soustavy λ · I − A. Nás zaj́ımá pouze situa-
ce, kdy tato soustava bude mı́t nenulová řešeńı. To znamená, že se muśı
jednat o homogenńı soustavu s nekonečně mnoha řešeńımi, tedy o soustavu
se singulárńı matićı soustavy. To bude splněno, pokud determinant matice
soustavy se bude rovnat nule:

det(λ · I−A) = 0 .

K výpočtu vlastńıch č́ısel matice A proto využ́ıváme tzv. charakteristický
polynom φ(λ) matice A (s proměnnou λ ), definovaný jako

φ(λ) = det(λ · I−A) .

Vlastńı č́ısla matice A jsou právě všechny kořeny charakteristického poly-
nomu

φ(λ) = det(λ · I−A) .
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Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pokud jsme pomoćı charakteristického
polynomu φ(λ) určili všechna vlastńı č́ısla λ1, λ2, . . .λn matice A, nalezneme
ke každému vlastńımu č́ıslu př́ıslušné vlastńı vektory jako řešeńı homogenńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic:

Jestliže λi je vlastńı č́ıslo matice A (pro i ∈ {1, 2, . . . , n}),
potom vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λi jsou nenulová řešeńı ho-
mogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic

(λi · I−A) · x = 0.

Protože řešená homogenńı soustava má v př́ıpadě vlastńıho č́ısla λi singulárńı
matici soustavy (λi · I−A), má tato soustava vždy nekonečně mnoho řešeńı.
Všechna řešeńı soustavy jsou přitom prvky podprostoru prostoru Rn, jehož
dimenze je určena rozd́ılem

n− hod(λi · I−A) .

Vlastńı vektory př́ıslušné k vlastńımu č́ıslu λi jsou všechna nenulová řešeńı
soustavy, všechny nenulové prvky výše uvedeného podprostoru. Bývá zvykem
jako vlastńı vektory k vlastńımu č́ıslu λi uvádět pouze prvky určuj́ıćı jednu
konkrétńı bázi podprostoru všech řešeńı homogenńı soustavy (λi ·I−A) ·x =
0, a samozřejmě se předpokládá, že daľśımi vlastńımi vektory mohou být
i všechny prvky z Rn, které lze vyjádřit jako netriviálńı lineárńı kombinaci
prvk̊u této báze.

Vlastńı vektory př́ıslušné k r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou vždy lineárně nezávislé,
jak ukazuje tvrzeńı následuj́ıćı věty.

Věta: (lineárńı nezávislost vlastńıch vektor̊u)
Necht’ A je čtvercová matice řádu n.
Pokud ke každému z navzájem r̊uzných vlastńıch č́ısel λi matice A vybe-
reme vlastńı vektor hi, jsou tyto vektory lineárně nezávislé.

Pro dvojice čtvercových matic téhož řádu lze nadefinovat jednu vlastnost,
a to podobnost matic, která umožňuje rozdělit čtvercové matice do skupin
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tak, že v jedné skupině jsou vždy takové matice, pro něž je společná řada
d̊uležitých spektrálńıch vlastnost́ı.

Definice:
Řekneme, že dvě čtvercové matice A, B řádu n jsou podobné matice,
jestliže existuje regulárńı matice T řádu n taková, že plat́ı

A = T ·B ·T−1 .

Poznámka:
Pokud plat́ı pro matice A, B a vhodnou regulárńı matici T vztah A =
T·B·T−1, je možné tuto rovnost zleva vynásobit inverzńı matićı T−1 k matici
T a zprava samotnou matićı T. T́ım dostaneme rovnost

T−1 ·A ·T = T−1 ·T ·B ·T−1 ·T

neboli
T−1 ·A ·T = B .

Plat́ı tak i rovnost B = T−1 ·A · (T−1)−1, což ukazuje, že vztah podobnosti
matic je symetrický.

Podobnost matic je d̊uležitá t́ım, že spojuje matice, které maj́ı shodné některé
podstatné vlastnosti, např́ıklad se jedná o charakteristický polynom a vlastńı
č́ısla matice.

Věta: (vlastńı č́ısla podobných matic)
Podobné matice maj́ı stejné charakteristické polynomy, a tedy i stejná vlastńı
č́ısla.

Poznámka:
Implikaci ve větě o vlastńıch č́ıslech podobných matic nelze obrátit, t.j.
jestliže dvě matice maj́ı stejné charakteristické polynomy, nemuśı to ještě
být podobné matice.

Jako př́ıklad můžeme uvést jednotkovou matici I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 řádu 3 a ma-
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tici M =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

. Charakteristické polynomy obou těchto matic jsou

stejné:
φI(λ) = det(λI− I) = (λ− 1)3, φM(λ) = det(λI−M) = (λ− 1)3.
Ale přesto nejsou tyto matice podobné. Pro každou regulárńı matici T řádu
3 totiž plat́ı rovnost T · I ·T−1 = T ·T−1 = I, odkud vyplývá, že jednotková
matice I je podobná pouze sama se sebou.

Rozhodnut́ı, zda jsou dvě matice podobné, či nikoli, lze učinit až na základě
Jordanova kanonického tvaru těchto matic. Matice jsou podobné, pokud maj́ı
stejný Jordan̊uv kanonický tvar.

Vlastnost podobnosti matic rozděluje všechny čtvercové matice do skupin,
přesný matematický pojem je tř́ıdy ekvivalence. V každé tř́ıdě ekvivalence
jsou obsaženy všechny matice, které jsou si podobné, přesněji:
je-li A čtvercová matice řádu n, jsou ve stejné tř́ıdě ekvivalence všechny ma-
tice řádu n, které jsou podobné matici A.
Přitom lze v každé takové tř́ıdě ekvivalence vybrat matici, která je z navzájem
si podobných matic v jistém smyslu nejjednodušš́ı, tj. má nejméně nenulových
prvk̊u. Tato matice se znač́ı J a nazývá se Jordan̊uv kanonický tvar ma-
tice A.

Nejjednodušš́ım tvarem pro Jordan̊uv kanonický tvar je diagonálńı matice,
ta má nenulové prvky jen na diagonále. Př́ıkladem matice s diagonálńım
Jordanovým kanonickým tvarem je matice,která má navzájem r̊uzná vlastńı
č́ısla.

Věta: (podobnost matic A a J )
Necht’ A je čtvercová matice řádu n s n navzájem r̊uznými vlastńımi č́ısly
λ1, λ2, . . . , λn.
Ke každému vlastńımu č́ıslu λi zvolme vlastńı vektor hi, i = 1, 2, . . . , n.
Potom plat́ı rovnost

A = T · J ·T−1 ,

kde matice J = diag[λ1, λ2, . . . , λn] je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly
λ1, λ2, . . . , λn na diagonále a regulárńı matice T = [h1|h2| · · · |hn] se skládá
po sloupćıch z př́ıslušných vlastńıch vektor̊u h1,h2, . . . ,hn.
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Matice J se nazývá Jordan̊uv kanonický tvar matice A, ve výše uvedené
větě byla sestavena pro jednoduchá vlastńı č́ısla (tj. kořeny charakteristického
polynomu s násobnost́ı 1).

Poznámka:
V Jordanově matici J lze na diagonále zvolit pořad́ı vlastńıch č́ısel libovolně,
ale této volbě muśı potom odpov́ıdat umı́stěńı vlastńıch vektor̊u v matici T.

Tvrzeńı:
Protože matice T je vždy regulárńı, je matice A singulárńı právě tehdy, když
je singulárńı Jordanova matice J. To nastane právě tehdy, když matice A
má nulové vlastńı č́ıslo λi = 0.

Vı́me již, že Jordan̊uv kanonický tvar J čtvercové matice A je diagonálńı ma-
tice, pokud matice A má navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla. Jak ale bude vypadat
Jordan̊uv kanonický tvar J matice A, která má v́ıcenásobná vlastńı č́ısla?

Věta: (diagonálńı Jordan̊uv kanonický tvar matice)
Čtvercová matice A řádu n je podobná diagonálńı matici J právě tehdy,
když matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Všimněme si, že tvrzeńı věty je ve tvaru ekvivalence, neboli že požadavek exis-
tence k lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u př́ıslušných ke k-násobnému
vlastńımu č́ıslu, plat́ı-li pro všechna vlastńı č́ısla maticeA, je nejen postačuj́ıćı,
ale i nutnou podmı́nkou pro diagonalitu Jordanova kanonického tvaru matice
A.

Z̊ustává před námi otázka, jak vypadá Jordan̊uv kanonický tvar matice v si-
tuaci, kdy k vlastńımu č́ıslu o násobnosti k existuje méně než k lineárně
nezávislých vlastńıch vektor̊u. Začneme u konkrétńıho př́ıkladu (viz skripta
LA).

Ukážeme, jak vypadá Jordanova kanonická matice, pokud neexistuje tolik
lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u, jaký je řád matice.
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Určeme Jordanovu kanonický tvar J a matici podobnosti T matice

A =

 −3 1 −2
10 3 14
13 −1 12

 .
Nejdř́ıve urč́ıme vlastńı č́ısla matice A:
φ(λ) = det(λI−A) = (λ− 10)(λ− 1)2.
Matice A má jednoduché vlastńı č́ıslo λ1 = 10 a dvojnásobné vlastńı č́ıslo
λ2,3 = 1.
Pro vlastńı č́ıslo λ1 = 10 je vlastńım vektorem libovolný nenulový násobek
vektoru h1 = [0, 2, 1]T .
Pro dvojnásobné vlastńı č́ıslo λ2,3 = 1 hledáme vlastńı vektory jako nenulová
řešeńı soustavy (1 · I−A) · x = 0 :

[(1 · I−A)|0] =

 4 −1 2 0
−10 −2 −14 0
−13 1 −11 0

 ∼

 4 −1 2 0
0 1 2 0
0 0 0 0

 .
Nalezneme tedy pouze jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor př́ıslušný dvoj-
násobnému vlastńımu č́ıslu λ2,3 = 1. Vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu
č́ıslu λ2,3 = 1 je libovolný nenulový násobek vektoru h2 = [−1,−2, 1]T . Jor-
danova matice J neńı diagonálńı, protože nemáme tři, ale pouze dva lineárně
nezávislé vlastńı vektory.

Vezmeme-li Jordanovu matici ve tvaru J =

 10 0 0
0 1 1
0 0 1

, potom potřebujeme

naj́ıt matici T tak, aby A = T · J · T−1. Tuto rovnost lze přepsat jako
A ·T = T ·J. Jestliže se matice T bude skládat ze sloupc̊u h1,h2,h3, potom
pro tyto sloupce muśı platit

A · h1 = 10 · h1,

A · h2 = 1 · h2,

A · h3 = h2 + 1 · h3,

tedy
(10I−A) · h1 = 0,

(1I−A) · h2 = 0,

(1I−A) · h3 = −h2.
Vektor h1 je vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1 = 10, tedy např. h1 =
[0, 2, 1]T . Vektor h2 je vlastńı vektor př́ıslušný dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu
λ2,3 = 1, tedy např. h2 = [−1,−2, 1]T . Vektor h3 je řešeńım nehomogenńı
soustavy rovnic s matićı (1 · I − A) a pravou stranou −h2, je to tzv. zo-
becněný vlastńı vektor.

[1 · I−A| − h2] =

 4 −1 2 1
−10 −2 −14 2
−13 1 −11 −1

 ∼

 4 −1 2 1
0 1 2 −1
0 0 0 0


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Vektor h3 je např. h3 = [0,−1, 0]T (nehomogenńı soustava má nekonečně
mnoho řešeńı, my jedno libovolně vybereme). Matice T je potom matice

T =

 0 −1 0
2 −2 −1
1 1 0

 .
Všimněte si, že matice T je regulárńı. Také plat́ı rovnost A = T · J ·T−1.

V př́ıkladu jsme vyřešili situaci, kdy k dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu λ ne-
bylo možné vybrat dva lineárně nezávislé vlastńı vektory.

Uvažujme ještě jeden podobný př́ıpad.
Je-li matice A čtvercová matice řádu 2 s jediným dvojnásobným vlastńım
č́ıslem λ, z požadavku na singularitu matice λ · I−A vyplývá, že k tomuto
vlastńımu č́ıslu lze vybrat pouze jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor h1.
Jordan̊uv kanonický tvar J matice A nemůže být diagonálńı matice (viz
diagonalita Jordanova kanonického tvaru), v matici J bude opět jeden prvek
1 mimo hlavńı diagonálu:

J =

[
λ 1
0 λ

]
.

K ověřeńı podobnosti maticA a J potřebujeme naj́ıt takovou regulárńı matici
T = [t1|t2], pro kterou bude platit rovnost A = T · J ·T−1. Tuto rovnost lze
přepsat do tvaru A ·T = T · J neboli

A · [t1|t2] = [t1|t2] ·
[
λ 1
0 λ

]
.

Roznásobeńı znamená pro sloupce matice T požadavek splněńı rovnost́ı

A · t1 = λ · t1 ,
A · t2 = t1 + λ · t2 .

Prvńı rovnost je shodná s požadavkem z definice vlastńıch č́ısel a vlastńıch
vektor̊u, sloupec t1 je tedy právě vlastńım vektorem k vlastńımu č́ıslu λ
neboli t1 = h1. Druhou rovnost zaṕı̌seme ve tvaru

(λ · I−A) · t2 = − t1 ,

což je maticový zápis nehomogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.
Protože matice nehomogenńı soustavy se shoduje s matićı homogenńı sous-
tavy použ́ıvané při určováńı vlastńıch vektor̊u, jedná se o singulárńı matici,
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řešená soustava tak má nekonečně mnoho řešeńı. Za druhý sloupec matice
T vybereme jedno libovolné řešeńı h2, je to vlastně jedno partikulárńı řešeńı
nehomogenńı soustavy (λ · I −A) · t2 = − t1. Vybrané řešeńı h2 se nazývá
zobecněný vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ.

V př́ıpadě v́ıcenásobných vlastńıch č́ısel matice lze analogickým zp̊usobem
určovat celé řetězce zobecněných vlastńıch vektor̊u - viz následuj́ıćı definice.

Definice:
Necht’ A je čtvercová matice řádu n, necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A.
Uspořádaná k-tice vektor̊u

h1,h2, . . . ,hk

se nazývá řetězec zobecněných vlastńıch vektor̊u matice A př́ıslušný
vlastńımu č́ıslu λ, jestliže plat́ı

(λI−A) · h1 = 0, h1 ̸= 0,

(λI−A) · h2 = −h1,

(λI−A) · h3 = −h2,

...

(λI−A) · hk = −hk−1.

Vektor h1 je vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ,
pro každé j = 2, 3, . . . , k se vektor hj nazývá j-tý zobecněný vlastńı vektor
matice A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.
Počet vektor̊u v řetězci, t.j. č́ıslo k, se nazývá délka řetězce.

Poznámka:
Vektory h1,h2, . . . ,hk z řetězce zobecněných vlastńıch vektor̊u jsou lineárně
nezávislé.

Vı́me již, že v př́ıpadě dvojnásobného vlastńıho č́ısla mohou pro Jordan̊uv
kanonický tvar matice A řádu n ≥ 3 nastat pouze dvě možnosti:
bud’ k uvažovanému vlastńımu č́ıslu existuj́ı dva lineárně nezávislé vlastńı
vektory a hledaná matice je alespoň ve své části odpov́ıdaj́ıćı tomuto vlastńımu
č́ıslu diagonálńı (přitom se muśı jednat o matici A řádu alespoň tři),
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anebo lze určit pouze jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor a v Jordanově
matici bude mimo diagonálu jeden prvek 1.

Obecně u matic vyšš́ıho řádu s v́ıcenásobnými vlastńımi č́ısly může být si-
tuace pochopitelně komplikovaněǰśı. Neńı-li Jordanovým kanonickým tvarem
J matice A matice diagonálńı, tj. neshoduje-li se počet lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u s řádem matice, matice J se źıská tak, že na jej́ı diagonálu
skládáme tzv. Jordanovy bloky (někdy nazývané též Jordanova pole).
Nejprve si vysvětleme, jak takový Jordan̊uv blok obecně vypadá, a pak se
vrat’me o otázce počtu blok̊u a jejich velikosti pro v́ıcenásobná vlastńı č́ısla.

Jordan̊uv blok velikosti k (nebo také Jordanovo pole velikosti k) je
část matice o k řádćıch a k sloupćıch, kde vlastńı č́ıslo λi vyplńı hlavńı
diagonálu, prvńı ”rovnoběžka nad hlavńı diagonálou”je vyplněna jedničkami
a ostatńı prvky jsou nulové:

Jk =



λi 1 0 · · · · · · 0 0
0 λi 1 · · · · · · 0 0
0 0 λi · · · · · · 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 · · · · · · 1 0
0 0 0 · · · · · · λi 1
0 0 0 · · · · · · 0 λi


Jordanovým kanonickým tvarem matice v obecném př́ıpadě je matice, která
se skládá z jednotlivých Jordanových blok̊u umı́stěných na jej́ı diagonále.

Jednonásobným vlastńım č́ısl̊um př́ısluš́ı vždy Jordanovy bloky velikosti 1,
což odpov́ıdá tomu, co již bylo řečeno dř́ıve o jednonásobných vlastńıch
č́ıslech.

Počet Jordanových blok̊u, které v Jordanově kanonickém tvaru př́ısluš́ı vlastńımu
č́ıslu λi matice A, je dán rozd́ılem

n− hod(λi · I−A) .

Informace o počtu Jordanových blok̊u k jednotlivým vlastńım č́ısl̊um matice
umožňuje jednoznačně určit Jordan̊uv kanonický tvar J matice A řádu tři,
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přičemž jednoznačnost se netýká pořad́ı umı́stěńı jednotlivých Jordanových
blok̊u podél hlavńı diagonály matice J. U matic vyšš́ıch řád̊u tato informace
ještě nemuśı být postačuj́ıćı.

Poznámka:
Rozd́ıl n−hod(λi ·I−A) udává počet Jordanových blok̊u velikosti alespoň
1 př́ıslušných v Jordanově kanonickém tvaru vlastńımu č́ıslu λi.
Počet Jordanových blok̊u velikosti alespoň 2 pro vlastńı č́ıslo λi se rovná
rozd́ılu hodnosti druhé mocniny matice (λi · I −A) a hodnosti této matice,
tj.

hod(λi · I−A)− hod(λi · I−A)2 .

Podobně počet Jordanových blok̊u velikosti alespoň 3 pro vlastńı č́ıslo λi se
rovná rozd́ılu hodnosti druhé mocniny matice (λi · I − A) a hodnosti třet́ı
mocniny této matice, tj.

hod(λi · I−A)2 − hod(λi · I−A)3 .

Analogicky lze postupovat tak dlouho, dokud źıskané informace neumožńı
jednoznačně rozhodnout o velikostech Jordanových blok̊u pro každé v́ıcenásobné
vlastńı č́ıslo λi.

Regulárńı matice T, pro kterou je splněna rovnost T · J · T−1 = A, je po
sloupćıch tvořena řetězci zobecněných vlastńıch vektor̊u, jejichž délka se sho-
duje s velikostmi odpov́ıdaj́ıćıch Jordanových blok̊u.

Definice:
Necht’ U je lineárńı vektorový prostor nad tělesem T .
Lineárńı zobrazeńı L: U −→ U prostoru U do téhož prostoru U se nazývá
lineárńı operátor.

Matićı A lineárńıho operátoru L v bázi f1, f2, . . . , fn prostoru U rozumı́me
matici lineárńıho zobrazeńı L: U −→ U , kde v prostoru U je zvolena báze
f1, f2, . . . , fn (a to jak v prostoru ”vzor̊u”, tak i v prostoru ”obraz̊u”).
Matice

A =
[
L̂(f1) L̂(f2) · · · L̂(fn)

]
operátoru L se tedy skládá po sloupćıch z vektor̊u L̂(f1), L̂(f2), . . . , L̂(fn), kde
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pro každé i = 1, 2, . . . , n jsou vektory L̂(fi) souřadnicovými vektory prvku
L(fi) vzhledem k bázi f1, f2, . . . , fn.

Pokud v témže prostoru U zvoĺıme jinou bázi g1,g2, . . . ,gn, urč́ı se matice
B uvažovaného lineárńıho operátoru L: U −→ U v bázi g1,g2, . . . ,gn analo-
gicky pomoćı souřadnicových vektor̊u prvk̊u L(gi), i = 1, 2, . . . , n, vzhledem
k bázi g1,g2, . . . ,gn, tj.

B =
[ ̂L(g1)

̂L(g2) · · · ̂L(gn)
]
.

Přitom nás zaj́ımá, jaký je vztah mezi maticemi A a B téhož lineárńıho
operátoru určenými pro odlǐsné báze.

Věta: (matice lineárńıho operátoru v r̊uzných báźıch)
Necht’ U je lineárńı vektorový prostor nad tělesem T , necht’ L je lineárńı
operátor, L: U −→ U .
Jestliže A je matice lineárńıho operátoru L v bázi f1, f2, . . . , fn prostoru U
a B je matice téhož lineárńıho operátoru L v bázi g1,g2, . . . ,gn prostoru U ,
potom matice A, B jsou podobné matice.

Právě formulovaná věta umožňuje mluvit o vlastńıch č́ıslech operátoru
L na prostoru U jako o vlastńıch č́ıslech libovolné matice tohoto operátoru.
K nalezeńı vlastńıch č́ısel lineárńıho operátoru proto potřebujeme určit matici
operátoru L vzhledem k libovolně vybrané bázi prostoru U a poté stanovit
jej́ı vlastńı č́ısla.
Pokud bychom uvažovali matici operátoru L v jiné bázi, bude matice lineárńıho
operátoru sice jiná, ale protože obě uvažované matice lineárńıho operátoru
jsou podobné matice, muśı mı́t stejné charakteristické polynomy, a proto
i stejná vlastńı č́ısla.
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