EUKLEIDOVSKE PROSTORY

Definice:
Necht £ je linedrni vektorovy prostor nad télesem redlnych éfsel R. Zobrazeni
(.,.) : L x L—R spliujici vlastnosti

I. (x,x)>0 VxelL,
(x,x) =0<=x=0,

2. (x,y)=(y,x) Vx,y €L,
3. (Ax,y)=XA-(x,y) Vx,y€e L, VAER,
4. (x+zy)=(xy) +(zy) VxyzeL,

se nazyva skalarni soucin na prostoru L.
Linearni vektorovy prostor nad R se skaldrnim soucinem se nazyva euklei-
dovsky prostor.

Véta: (zékladni vlastnosti skaldrniho souéinu)
Necht L je eukleidovsky prostor. Potom plati:

L (x,Ay) =X (x,y) Vx,y € L,VAER,
2. (xy+z)=(xy)+(x2) ¥xyzeLl,
3. (0,x)=(x,0)=0 VxelL.

Priklady linedrniho vektorového prostoru se skalarnim nasobenim:

e V linedrnim vektorovém prostoru Rz usporadanych trojic realnych ¢isel
definujeme
(X,y) =21 y1 +22-y2 + 13- Y3

pro kazdé x = [x1, 72, 23]7 € Ry a pro kazdé y = [y1, 92, y3]7 € Rs.
Takto definované zobrazeni je skaldrni souc¢in na prostoru Rs.

e Zcela analogicky lze definovat skalarni nasobeni v prostoru R,, uspora-
danych n-tic redlnych cisel:

(X7Y):XT‘YZJH'Z/1+132'Z/2+---+37n'ynszz"yi
i=1
pro kazdé x = [1’1,1'27...,1'n]T € Rna Yy = [y17y27"'7yn]T € Rn
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e V linedrnim vektorovém prostoru C(a,b) vSech redlnych funkei spo-
jitych na intervalu (a, b) lze definovat skaldrni nasobeni predpisem

b
(£.9)= [ f@)- gla)dz
pro libovolné dvé funkce f, g € C(a,b).

e Specialné v linearnim vektorovém prostoru P vSech polynomu nebo P,
polynomu do daného stupné n,n € N, lze definovat skalarni nasobeni
predpisem

0) = [ () o)

pro libovolné dva polynomy p(x), q(z) z tohoto prostoru, kde a, b jsou
libovolna realna cisla, a < b.

Véta: (Cauchy-Schwarzova nerovnost)
Necht L je eukleidovsky prostor, necht x,y € L jsou libovolné dva prvky.
Potom plati

(x,y)* < (x,%x) - (y,y)-

Definice:
Necht £ je linedrni vektorovy prostor nad télesem realnych éisel R.
Redlna funkce v: L—R se nazyva norma, jestlize plati:

1. v(x) > 0 pro kazdé x € L,

Poznamka:
Byvé zvykem normu prvku x znacit ||x]|.



Véta: (norma indukovana skalarnim soucinem)
Necht L je eukleidovsky prostor.
Potom zobrazeni v: L—R definované predpisem

v(x) = y/(x,x)

pro kazdy prvek x € £ je norma na prostoru £. Tato norma se nazyva norma
indukovana skalarnim soucinem.

Definice:
Necht L je eukleidovsky prostor, necht x,y € L.
Rekneme, ze prvky x, y jsou kolmé prvky (ortogondlni prvky), jestlize

(X>Y) =0.

K oznaceni kolmych prvka x, y pouzivame symbolicky zapis x Ly.

Definice:

Necht £ je eukleidovsky prostor, necht S;, Sy jsou podmnoZiny prostoru L.
Rekneme, Ze mnoziny Sy, S, jsou kolmé mnoziny (ortogonalni mnoziny),
jestlize pro kazdé x € S a pro kazdé y € S, je x Ly, t.j. (x,y) = 0. Kolmost
mnozin se symbolicky zapisuje jako S71.55.

Véta: (Pythagorova véta)
Necht L je eukleidovsky prostor, necht x,y € L.
Potom plati:

xLy <= [[x +ylI* = [Ix|* + Iy

Véta: (linedrni nezavislost navzijem ortogondlnich prvki)

Necht £ je eukleidovsky prostor, vi,vs,..., Vv, nenulové, navzijem orto-
gonalni prvky prostoru £ (to znamena, ze v; # 0 pro kazdé i = 1,2,...,k
a (v;,v;) =0prokazdé i,5 =1,2,... k, i # j).

Potom jsou tyto prvky vy, va, ..., vi linearné nezavislé.



Definice:

Necht L je eukleidovsky prostor dimenze n, n # 0.

Kazda mnozina n prvku prostoru £, které jsou nenulové a navzajem orto-
gonalni, se nazyva ortogonalni baze prostoru L.

Véta: (Véta o existenci ortogonalni baze)
V kazdém nenulovém eukleidovském prostoru konecné dimenze existuje or-
togonalni baze.

V dukazu této véty je vlastné popsan Gram-Schmidtuv ortogonalizacni pro-
ces, tedy postup, jak urcit ortogonalni bazi prostoru.

Poznamka: Gram-Schmidtav proces

Je-li y1,y2,y3,...,yr baze eukleidovského prostoru £, potom ortogonalni
béazi vy, va, Vs, ..., Vi ziskdme néasledujicim postupem:
® Vi =Y.

® Vo =Yyo + avy,

kde o = — <YQ7V1)'
<V17V1>

o v3 =y3+ 5ivi + Bavy,

e ... - déle postupujeme analogicky pro prvky vy, vs, ..., V.



Definice:

Necht £ je eukleidovsky prostor, prvky e, es,...,e; € L jsou prvky pro-
storu L.

Rekneme, ze mnozina prvki ey, e,, . . ., e; je ortonormdalni mnozina, jestlize
plati:

1. (ee;)=0 Vi,j=12 ...k i#j,
2. (e,-,ei)zl VZ:LQ,,]{?

Jestlize ortonormalni prvky tvoti bazi prostoru £, potom mluvime o orto-
normalni bazi prostoru L.

Poznamka:
Prvky ej,es,...,ex € L jsou ortonormalni, jestlize jsou ortogonalni, t.j.
(€;,ej) = 0 pro kazdé i # j, a navic jejich norma je 1, t.j. ||e;|| = \/(ei, €;) =

V1=1.

Véta: (Véta o existenci ortonormalni baze)
V kazdém nenulovém eukleidovském prostoru koneéné dimenze existuje or-
tonormalni béaze.



ORTOGONALNI PRUMET PRVKU DO
PODPROSTORU

Definice:

Necht £ je nenulovy eukleidovsky prostor koneéné dimenze, necht £; je ne-
nulovy podprostor prostoru £, necht pro prvek v plati v € £, v &€ L.
Prvek vy se nazyva ortogonalni pramét prvku v do podprostoru L,
jestlize jsou splnény tyto dvé podminky:

voeE L, a (v—vy)lL.

Oznac¢me by, bo, ..., b, bazi podprostoru L;.
Prvek vy € L lze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci bazovych
prvku tohoto podprostoru ve tvaru

V():/\lbl—l-/\gbg—l-—f-)\kbk

Druhd podminka (v — vo)LL; znamend, ze prvek (v — vg) musi byt orto-
gonalni na kazdy prvek podprostoru L;, specidlné tedy na vsSechny prvky
béaze tohoto podprostor:

(v —vpo)Lb; pro kazdé i = 1,2,... k,

tedy (v — vo,b;) =0 pro kazdé i=1,2,... k.

Odtud po dosazeni linearni kombinace odvozené z prvni podminky za prvek
vy dostavame rovnice:

(V — )\1 'b1 — )\2‘b2 - ... )\kbky b1> = 0,
(V — )\1 'b1 — )\2'b2 - ... - Akbk, bg) = 0,
(V — )\1 'b1 — )\Q'bg - ... - /\k:bk; bk> = 0.

Rovnice nyni upravime s vyuzitim vlastnosti skaldrnich souc¢inu (rozndsobime
a prevedeme vybrané séitance na pravou stranu), tim ziskdme rovnice

(V,bl) = )\1 . (blabl) + )\2 . (bg,bl) 4+ ... + )\k . (bk,bl),
(V, bg) = )\1 . (bl, bg) + )\2 . (bg, bg) 4+ ... + )\k . (bk, bz) s
(V, bk) = )\1 . (bl, bk) + )\2 . (bz, bk) + ... + )\k . (bk, bk> .



Odpovéd na otdzku existence a ndsledné i jednoznacnosti ortogondlniho
prumétu vy dava nasledujici ivaha.

Je-li baze podprostoru £, ortogonalni, potom vyse odvozend soustava rovnic
ma tvar

(V7b1) = )\1'(b1>b1),
(V7b2) = )\2-(b2,b2),

(V, bk) : /\k . (bk,bk) .

Matice této soustavy je tedy nejen diagonalni, ale také regularni, protoze
skaldrni souciny (b;, b;) jsou nenulové pro véechnai = 1,2, ...,k (je to proto,
ze prvky by, bo, ..., by jsou prvky baze prostoru £; a musi byt proto nenu-
lové). Soustava k rovnic pro k nezndmych s regularni, diagondlni matici ma
praveé jedno feseni:

A = (<l\),7 ll))l)) pro kazdé 1 =1,2,... k.

Protoze vime, ze v kazdém nenulovém eukleidovském prostoru koneéné di-
menze existuje ortogonalni baze, existuje i ortogonalni prumét vy prvku v
do podprostoru £; a je jednoznacné urcen soufadnicemi v této ortogondlni
béazi podprostoru L.

I v obecném piipadé je matici soustavy, kterou musime vytesit pri urc¢ovani
ortogonalniho prumétu, matice tvorena pouze skalarnimi sou¢iny bazovych
prvku by, bs, ..., b,. Tato matice ma dokonce své jméno.

Definice:
Necht £ je eukleidovsky prostor, necht jsou déany prvky by, bs, ..., b, € L.
Matice

(blabl) (b17b2) e (b17bk‘)
(b27b1) (b27b2) e (b27bk’)
G = [(bivbj)] = . . .
(bk7 bl) (bk7 b2) e (bk7 bk)
se nazyva Gramova matice prvku by, b, ..., by.



Véta: (vlastnosti Gramovy matice)
Necht £ je eukleidovsky prostor, necht jsou dény prvky by, b, ..., b, € L.
Pro Gramovu matici G prvku by, bs, ..., b, plati:

1. G je symetricka matice,

2. G je regularni praveé tehdy, kdyz prvky by, bs, ... by jsou linearné
nezavisleé.

Disledkem pravé formulované véty je mimo jiné to, ze soustava, jejiz reseni
potiebujeme urcit k nalezeni ortogonédlniho prumétu, ma prave jedno resenti :
Protoze totiz prvky by, b, . . ., by tvofi bazi podprostoru £, musi byt linearné
nezavislé, a proto matice uvazované soustavy je regularni. Je-li matice re-
gularni, ma soustava pravé jedno feSeni, vyTeSenim této soustavy ziskame
koeficienty A1, Ao, ..., A\x, pomoci kterych urc¢ime hledany ortogonéalni prumeét

V0:A1b1+)\2b2+—|—)\kbk

Véta: (ortogondlni prumét prvku do podprostoru)

Necht £ je nenulovy eukleidovsky prostor koneéné dimenze, necht £; je pod-
prostor prostoru £ (nenulovy), necht v € £, v &€ L.

Potom existuje jednoznacné uréeny ortogonalni prumét vy prvku v do pod-
prostoru L.

Jestlize by, bg, ..., by je baze podprostoru £;, potom

VOI)\l'b1+)\2'b2+...+)\k'bk,

kde [Ai, Ao, ..., \]T je FeSenim soustavy rovnic
(V;bl) - )\1 : (b17b1) + >\2 : (b27bl) + -+ )\k' : (bk’abl)a
(V,bg) = )\1 . (bl,bQ) + )\2 . (bg,bg) + -0+ )\k . (bk,bg) s
(v,br) = Ar-(by,by) 4+ Ag-(bg,br) + -+ Ap-(bg,byg).

Je-li baze by, bs, ..., by podprostoru £; navic ortogonalni, plati:

A= b sdei = 1.2,k

Pro kazdy prvek x € L je

IV =x[[ = [[v = voll,

pricemz rovnost nastava pouze pro x = vy.



Priklad
Najdéte polynom stupné 2, ktery je nejlepsi aproximaci funkce f(x) = ﬁI

v normé indukované skaldrnim soucinem (g, h) = [y g(x)h(x) dz.

Oznacme by (z) = 1, by(x) = x, bs(x) = x* prvky kanonické bdze prostoru
vSech polynomu stupné maximalné 2. Hledame polynom

fo(z) =a+bx+cx® =a-bi(x)+b-by(x) +c-bs(z),

%—l—l do tohoto podprostoru.
Vyse popsanym postupem odvodime soustavu linearnich algebraickych rov-

nic ve tvaru:

ktery je ortogonalnim prumétem funkce f(z) =

n2 = a + b5 4+ c-3,
1-In2 = a-5 + b-3 + c-3,
1 1 1 1
Tato soustava ma pravé jedno feSeni a = —51 + 75In2 = 00,9860, b =

282 —4081n2 = —0,8040, ¢ = —270 +390In2 = 0,3274. Nejlepsi aproxi-
maci funkce f(z) = 7 _}_ 17 v zadané normé je polynom

folz) = —51+ 75102 + (282 — 4081n2) - = + (—270 + 3901n.2) - 22,
resp. fo(x) = 0,3274 - 2% — 0,804 - z + 0, 986.

Tabulka ukazuje porovnani funkénich hodnot zadané funkce f(z) a urcené
aproximace fo(x) pro vybrané argumenty z intervalu (0, 1) pfi zaokrouhleni
na tfi desetinnd mista.

T 0 | 02 ] 04 | 06 ] 08 1
fo(z) [ 0,986 | 0,838 [ 0,717 | 0,621 | 0,552 | 0,509
flx) | 1 [0833]0,714 0,625 0,556 | 0,5




ORTOGONALNI DOPLNEK PODPROSTORU

Definice:

Necht £ je eukleidovsky prostor, necht U je podprostor prostoru L.
Mnozina vSech prvku x prostoru £ ortogonélnich k podprostoru i se nazyva
ortogonalni doplnék podprostoru U/ v prostoru £ a znaci se U™

Ut={xerl : x1u}.

Poznamka:

Uvédomme si, ze v eukleidovském prostoru je U NUL = 0 = {0}.

Pro prvek x € U NU*T musi byt x € U a také x € UL, neboli x1U, tj.
(x,2) = 0 pro kazdé z € U. Také pro z = x je (x,x) = 0, a to je praveé tehdy,
kdyz je x = 0.

Véta: (ortogondlni doplnék je podprostor)
Ortogondlni doplnék U+ podprostoru U v eukleidovském prostoru £ je pod-
prostor prostoru L.

Véta: (dimenze ortogondlniho dopliiku)
Necht U je podprostor eukleidovského prostoru £ koneéné dimenze n.
Potom plati

dim(U) + dim(U*) = dim L.

10



METODA NEJMENSICH CTVERCU

Uvazujme soustavu linearnich algebraickych rovnic A - x = b, matice A je
redlnd matice typu m/n, vektor pravych stran b € R,,.

Soustava linearnich algebraickych rovnic nemé podle Frobeniovy podminky
feseni, pokud se nerovnaji hodnost matice soustavy a hodnost rozsitené ma-
tice soustavy, tj.

hod([A|b]) # hod(A).
Potom ale pro kazdy vektor x € R,, je A-x # b, tedy b— A -x # 0. Budeme-li

na prostoru R,, uvazovat normu indukovanou skalarnim sou¢inem, znamené
tato podminka, ze ||b — A - x|| # 0 pro kazdy prvek x € R,,.

Pokusime se najit prvek xy € R,, takovy, aby norma prvku ||b— A -x¢|| byla
"nejmensi mozna”.

Necht uvaZovand soustava linedrnich algebraickych rovnic A - x = b nem4
feseni. Oznacme R(A) = {A - x; x € R, }. Tato mnozina je podprostor

eukleidovského prostoru R,,. Pokud oznacime a;, as, .. ., a, sloupce (sloup-
cové vektory) matice A, bude platit, ze prvek y € R(A) pravé tehdy,
kdyz existuje prvek x = [z1,%9,...,7,]7 € R, takovy, Ze y = A -x =

a T +asrs + . .. + a,x,. To znamend, ze prostor R(A) je vlastné generovan
sloupci matice A, nazyva se proto sloupcovy prostor matice A. Prvky
prostoru R(A) jsou tedy vSechny mozné pravé strany b, pro které je soustava
A - x = b tesitelna.

Pravé strana b € R, uvazované soustavy, kterd nema teseni, nemuze byt
tudiz prvkem tohoto podprostoru, tj. b ¢ R(A). Pokusime se proto najit
”lepsi” pravou stranu by pro zadanou soustavu jako ortogonélni prumét prvku

b do podprostoru R(A).

Ze zadani mame ur¢en podprostor R(A) eukleidovského prostoru R,,, ktery
je generovan sloupci matice A, a prvek b € R,,,, b € R(A), nebot soustava
A - x = b nema feseni.

Podle véty o ortogondlnim prumeétu prvku do podprostoru existuje jedno-
znacné urceny ortogonalni prumét by prvku b do podprostoru R(A), v pro-
storu R,, pfitom uvazujeme skaldrni ndsobeni (u,v) = u’ - v a normu in-
dukovanou timto skaldrnim souc¢inem. Protoze by € R(A), existuje xo9 € R,
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tak, ze A - x¢ = by.
Pritom plati

[Ib— A x| = [[b—bo|[* < [[b—A-x]J,

tedy ||b — A - xo|| < ||b — A -x|| pro kazdé x € R,, a rovnost nastava pouze
pro x = Xg.

Pti normé indukované skalarnim soucinem v eukleidovském prostoru R, tedy
plati ||b — A - x¢|| < ||b — A - x]|| pro kazdé x € R,,.

Oznacime-li b — A -x = [r(x),r9(x), . .., 7, (x)]7, minimalizujeme hodnotu
b — A -x|> = (r(x))* + (r2(x))* + ... + (rn(x))?, coz zduvodiiuje ndzev
"metoda nejmensich ¢tvercu”, kde pod pojmem ”¢tverec”se rozumi druha
mocnina ¢isla.

Pro samotny postup vypoctu je podstatné, zda sloupce aj, as,...,a, ma-
tice A, jinak generatory sloupcového prostoru R(A), jsou ¢ nejsou linedrné
nezavislé.

1. Jsou-li sloupce aj,as,...,a,, které generuji prostor R(A), linedrné
nezavislé, tvoii bazi sloupcového prostoru R(A).
Proto lze vyjadrit prvek by = A\ja; + \sagy + ... + \,a, jako linearni
kombinaci bazovych prvki. Dale ma pro tento vektor platit podminka
(b—by)LR(A).

Pfi vypoctu ortogonalniho prumétu dostaneme soustavu

(bya;) = A1-(a,a1) + A-(ag,a) + ... + A\ (an,a1),

(b, ag) = )\1 . (al, ag) + /\2 . (ag, ag) + ... + )\n . (an, ag) s

(bya,) = A -(aj,a,) + A-(ag,a,) + ... + A (an,a,).
Najdeme-li feseni této soustavy [A1, Aa, ..., A,]7, zndme vlastné koefi-

cienty té linearni kombinace bazovych prvku prostoru R(A), kterd se
rovna hledanému ortogonalnimu prumeétu by. Ortogondlnim prumétem
pravé strany b do prostoru R(A) je tedy

bo:Al-a1+)\2~a2+...—|—)\n~an.

Soustava rovnic A - x = by jiz ma feseni, protoze je by € R(A).
Reseni x( této soustavy nemusime hledat novym vypoctem, nebot plati
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Ti-a;+roas+---+x,ra, =A-xaby=Aai+ N a+- -+ A\, - a,,
coz dosazeno za levou a pravou stranu soustavy A -x = by dava vztah

ria; +Toas + ...+ zpa, = Nag + A -as + ...+ A\,

Jelikoz jsou sloupcové vektory ay, ag, . . ., a, matice A linearné nezavislé,
musi byt z; — \; = 0 pro vSechna ¢ = 1,2,...,n, tedy x; = \; pro
vSechna i =1,2,...,n.

Soustava rovnic A - x = by s pravou stranou by ma reseni

Xp = [)\1, )\2, Ce ,)\n}T.

. Jsou-li sloupce aj,ay,...,a, matice A, které generuji prostor R(A),
linedrné zavislé, vybereme z nich béazi prostoru R(A). Je-li dimenze
dim R(A) = k, ozna¢me vybrané prvky bdze a;,, a,,,...,a;,.

Ortogonalni prumét by vektoru pravych stran b do podprostoru R(A)
je tedy jednoznacné urcen jako linearni kombinace téchto k£ bazovych
prvki, tj. by = Ap-a;, + Ao a;, +. . .+ Ap-a;, . Koeficienty [Ar, Ag, ..., Ag]T
nalezneme jako teseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic (postup
viz hledani kolmého prumétu prvku do daného podprostoru)

<b7 ai1> == )\1 . (ai17ai1) + )\2 . (ai27 ail) + R )\k‘ : (aika ail) )
(bv aiz) = )‘1 : (aiu aiz) + )‘2 : (aizv aiz) + o+ )‘k : (aik’ aiz) )
(b’ aik) = Ar- (ah ) aik) + A2 (aizﬂ aik) + o+ e (aim aik) :

Dosazenim nalezenych koeficientu uréime ortogonalni prumeét by. Nyni
jiz staci vyresit soustavu linearnich algebraickych rovnic A - x = by,
jednim fesenim je vektor, ktery ma na pozici i; ¢islo A;, a to pro vSechna
7 =1,2,...,k, a zbytek je doplnén nulami.

Metoda nejmensich ¢tvercu je metoda uzivana k aproximaci funkei, které jsou
urceny tabulkou hodnot ziskanych nejcastéji z konkrétniho méreni. Tabulkové
body se nacrtnout do roviny s kartézskym systémem souiadnic a z tohoto
nacrtku se odhadne, jakého typu ma byt funkce, jejiz graf ma byt prolozen
tabulkovymi body. Dosadime-li do obecného predpisu pro tuto funkci vsechny
body z tabulky, dostaneme tzv. pteurcenou soustavu, tj. soustavu, kde pocet
rovnic pfevysuje pocet nezndmych, a proto obvykle pfimo tato soustava nema
feSeni.
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Nasledujici piiklady jsou jiz zadany vcetné typu hledané funkce a jsou do-
plnény prislusnymi vysledky.

Piiklad 1.
Méfenim byla ziskana data:

o] 1] 2] 3] 4
y@) [-07 10,7 1,7]23]35

Metodou nejmensich ¢tvercu urcete piimku, tj. naleznéte linedarni funkci,
ktera nejlépe aproximuje namérené hodnoty.
Resenim je linedrni funkce f(t) =t —1/2.

Priklad 2.
Métenim byla ziskana data:

t] ol 1] 1] 1] 2] 2] 3] 4
gy [-0,7]07107107[1,71,7]2335

Metodou nejmensich ¢tvercu urcete primku, tj. naleznéte linedrni funkci,
ktera nejlépe aproximuje naméfené hodnoty.

Redenim je linedrni funkce f(t) = 0,978t — 0, 387 (koeficienty linedrni funkce
jsou zaokrouhleny na tii desetinnd mista).

Piiklad 3.
Métenim byla ziskana data:

¢t 0] 1] 1] 2[3] 3
y() 129]04]-01]-1,3[0]0,1

Metodou nejmensich ¢tvercu urcete parabolu, tj. naleznéte polynom stupné
2, ktery nejlépe aproximuje naméfené hodnoty.
Resenim je kvadratickd funkce f(t) = t* — 4t + 3.
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KVADRATICKE FORMY.

Kvadratické titvary v prostoru (trojdimenziondlnim), resp. v roving, lze ana-
lyticky popsat rovnici
r(x) +p(x) +7=0

pro x € Rj, resp. x € Ry. Prvni séitanec na levé strané této rovnice k(x)
(¢ti "kapa”) je tzv. kvadratickd forma, druhy p(x) je tzv. linearni forma (to
je specialni ptipad linedrniho zobrazeni), tfetim s¢itancem je konstanta ~.

Definice:
Necht A je realnd, symetrickd matice fadu n. Zobrazeni x: R,— R, defi-
nované predpisem

k(x) =x"-A-x

pro kazdy prvek x € R,,, se nazyva kvadraticka forma na prostoru R,
urcend matici A.

Véta: (spektrdlni vlastnosti redlnych symetrickych matic)
Necht A je redlnd, symetrickd matice fddu n. Potom plati:

1. VSechna vlastni ¢isla matice A jsou realnd cisla.
2. Ke kazdému vlastnimu ¢islu matice A existuje redlny vlastni vektor.

3. Vlastni vektory piislusné ruznym vlastnim ¢islim matice A jsou or-
togonalni pfi skalarnim nasobeni na prostoru R, daném piredpisem

(u,v) =ul - v.

Véta: (Jordanuv kanonicky tvar reidlné symetrické matice)

Necht A je redlnd, symetrickd matice fadu n, necht plati A = T-J-T7, kde
J je Jordanuv kanonicky tvar matice A.

Potom matice J je diagonalni a matici T lze poskladat po sloupcich z vlastnich
vektoru, které jsou navzajem ortonormélni pii skaldrnim nésobeni (u,v) =

u’ - v na prostoru R,,.
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Definice:
Necht A je redlnd, symetrickd matice fddu n. Oznacme

e k - pocet kladnych vlastnich ¢isel matice A,
e 2z - pocet zapornych vlastnich ¢isel matice A,

e d=n— (k+ z) - ndsobnost vlastniho ¢isla 0 matice A.

Trojice ¢isel (k, z,d) (usporddanych v tomto potadi) se nazyvé inercie ma-
tice A a znadi se in(A) = (k, z,d).

Definice:

Je-li Kk = xT - A - x kvadratickd forma na R,,, potom inercie kvadratické
formy k je inercie matice A této kvadratické formy.

Piseme in(x) = in(A).

Jak lze upravit kvadratickou formu na co mozné nejjednodussi tvar?

Uvazujme kvadratickou formu x(x) = x? - A - x na prostoru R,,. Protoze
matice A je redlnd a symetrickd, lze ji zapsat ve tvaru A = T -J - T7,
kde Jordanuv kanonicky tvar J matice A je matice realnd diagonalni J =
diag[A1, Ag, ..., \,], pricemz na diagonéle jsou vlastni ¢isla Aj, Ag, ..., A\, ma-
tice A.

Matice T se po sloupcich skldda z piislusnych ortonormadlnich vlastnich
vektort. Potom pro kvadratickou formu x(x) plati:

kx)=x"-A-x=x"-(T-J-T) . x= (T - x)" - J - (T" -x).
Oznacime-li TT - x = x = [1, 12, ..., m,]7, potom

K(x) =X JX =[N, 02, o) T 01 m2s )T = A A+ A

Uvédomme si, Ze X = [y, 0o, ..., 0a)7 = TT - x jsou vlastné také soufadnice

prvku x, ale vzhledem k jiné bazi. Tedy
KX) =M i+ X mi 4.+ A

je vyjadreni zadané kvadratické formy v jiné bazi, kvadraticka forma je v této
bazi vyjadrena ve tvaru linearni kombinace ¢tvercu soufadnic(druhych moc-
nin) a koeficienty jsou pfritom vlastni ¢isla matice A.
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Véta: (tzv. ”zdkon setrvacnosti kvadratickych forem”)

Je-li kvadraticka forma x na redlném linearnim vektorovém prostoru konecné
dimenze vyjadiena ve dvou bazich jako linearni kombinace ¢tvercu souradnic,
je v obou vyjadrenich stejny pocet kladnych koeficientt, stejny pocet zapor-
nych koeficienti a stejny pocet nulovych koeficientu, tj. se zménou baze se
nezmeéni inercie kvadratické formy.

Definice:
Rikame, ze kvadraticka forma x na prostoru R, je

pozitivné definitni, je-li k(x) > 0 pro kazdé x € R,,, x # 0,

pozitivné semidefinitni, je-li k(x) > 0 pro kazdé x € R,, a existuje
xg € R, tak, ze k(xq) = 0,

negativné definitni, je-li x(x) < 0 pro kazdé x € R,,, x # 0,

negativné semidefinitni, je-li x(x) < 0 pro kazdé x € R,, a existuje
xp € R, tak, ze k(xq) =0,

indefinitni, existuji-li prvky x1,x2 € R, tak, ze x(x;) > 0 a zaroven
K(x2) < 0.

Véta: (pozitivnost a inercie kvadratickych forem)
Necht k je kvadratickd forma na prostoru R,,.
Potom kvadraticka forma « je

1.
2.

pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz in(k) = (n,0,0),

pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz in(k) = (k,0,d), d # 0,

. negativné definitni pravé tehdy, kdyz in(x) = (0,n,0),
. negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz in(x) = (0, z,d), d # 0,
. indefinitni prave tehdy, kdyz in(k) = (k, z,d), k # 0, z # 0.
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Uziti
Ukazme si jeden z moznych piipadu uziti kvadratickych forem - nalezeni
zékladniho tvaru rovnice kvadriky.
Necht x(x) = xT'- A -x je kvadraticka forma na prostoru R,,, kde A je redlna
symetrickd matice. Necht u(x) = b” -x je linedrn{ forma na prostoru R,,, kde
b € R,. Necht v € R je redlné ¢islo. Potom mnozina viech prvki x € R,,,
pro které plati

K(x) + p(x) +7 =0,

se nazyva kvadrika. (V prostoru Ry se jednd o kuzelosecku, v prostoru Ry je
to kvadratickd plocha.) Rovnici kvadriky lze prepsat do tvaru

x' - A-x+b"-x+7=0. (%)

Protoze matice A je redlnd a symetricka, lze ji nahradit s vyuzitim Jor-
danova kanonického tvaru A = T -J - T?, kde Jordanova matice J =
diag[A1, A, ..., A\,] je diagondlni matice a reguldarni matice T se skladd po
sloupcich z ortonormalnich vlastnich vektoru.

Rovnici kvadriky (%) lze psat ve tvaru

x'-T)-J-(T7 -x) +(b"-T)- (TT - x)+~7=0.

Pii oznaceni x = T? - x plati x’ - T = x? a (T? - b)T = b’ - T. V novych

soufadnicich x mé kvadrika rovnici
' J-x+(TT - b))l x+~=0.
Protoze vime, ze matice J je diagonalni, 1ze jiz bez vétsich problému urécit typ

kvadriky. Pouhym doplnénim na ¢tverce 1ze totiz rovnici kvadriky upravit na
zakladni sttedovy ¢i vrcholovy tvar.
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