Resené piiklady z linedrni algebry - &ast 5
Typové priklady s fesenim

Priklad 5.1:

V prostoru Ry vSech usporadanych ctveric redlnych cisel je podprostor V
generovan prvky v; = [1, -2, —1,2|]T v, = [2,-5,1,2]T vy = [-2,7,-7,2]T,
vy =[1,-2,2,1]T.

1. Urcete dimenzi podprostoru V a naleznéte alespon jednu bézi podpro-
storu V.

2. Urcete ortogondlni bazi podprostoru V (pii skaldrnim nésobeni (u, v) =
T
u v ).

3. Urcete ortonormalni bazi podprostoru V (pfi skalarnim nasobeni (u, v) =
T
u' v ).

ReSeni:

1. Podprostor V je zaddan pomoci generatoru vy, v, vs,vs. Hledame-li
bézi podprostoru, potiebujeme najit linedrné nezavislou mnozinu ge-
neratoru tohoto podprostoru. Musime proto rozhodnout o linearni neza-
vislosti generatoru vy, va, v3, v4. Linearni kombinaci prvku proto polozi-
me rovinu nulovému prvku prostoru R4 a zjistime, co musi platit pro
koeficienty v této linearni kombinaci:

C1V1 + CaVg + C3V3 + C4Vy = 0

all, =2, -1,2)" + (2, -5,1,2)7 + e3[-2,7,—7,2]" +
+c4[l,—2,2,117 = [0,0,0,0]"
[c1 + 209 — 23 + ¢4, —2¢1 — beg + Tez — 2¢q4, —c1 + c3 — Tez + 2¢y,
2¢1 + 25 + 2¢3 + 4] =[0,0,0,0]"

Tyto polynomy se budou rovnat, budou-li splnény rovnice nasledujici
soustavy linearnich algebraickych rovnic, které ziskdme porovnanim
jednotlivych slozek v uspotadanych ctvefricich:

4+ 2c0 — 2¢c3 + =
—201 — 502 + 703 - 2C4
-1 + Cy — 703 + 204 =
2c1 + 2c0 + 203 + o=

o O OO



Soustavu vyfesime napt. Gaussovou eliminac¢ni metodou. Matici homo-
genni soustavy upravime na stupnovity tvar:

1 2 -2 1 1 2 -2 1
2 -5 7 -2 0 -1 3 0
-1 1 -7 2|70 3 -9 3|7
2 2 2 1 0 -2 6 —1
12 -2 1 12 -2 1
01 -3 0 01 -3 0
“loo o 3!/7loo0o 01
00 0 —1 00 00

Hodnost matice soustavy je tii, je tedy mensi nez pocet neznamych
koeficientt1, to znamenad, ze feSena homogenni soustava ma nekonecéné
mnoho feSenich. Vzdy ale musi byt ¢4 = 0. Nezndmou c3 muzeme
libovolné zvolit, napt. ¢3 = 1, potom musi byt ¢ = 3 a ¢, = —4.
(Dalsf feseni soustavy jsou pouze ndsobky &tvefice [cy,c,cs,ch]? =
[—4,3,1,0]7.) Znamena to, 7Ze existuje netrivialn{ feseni soustavy, tj.
ze existuje netrividlni linearni kombinace prvka vy, vo, v3, vy, kterd se
rovna nulovému prvku:

—4V1 + 3V2 + vy = 0.

Vsechny ¢tyfi generatory vy, va, v3, vy jsou proto linearné zavislé.
7 vyse uvedené netrividlni linearni kombinace muzeme libovolny z prvku
V1, Vo, V3 vyjadrit jako linearni kombinaci zbyvajicich prvku, napr.

V3 = 4V1 - 3V2.

Tento prvek v3 vynechame.

(POZOR: Nesmime vynechat prvek vy, nebot ten nedokazeme vyjadrit
jako linedrni kombinaci ostatnich!)

Zbylé tii generatory vy, va, vy jsou jiz linedarné nezavislé, coz je ziejmé
z predchazejiciho vypoctu. (Odpovidaji totiz sloupcum s pivotnimi
prvky z tohoto vypoétu).

Jednou moznou bazi podprostoru V je tedy trojice prvku vy, va, vy.

Znamend to, Ze dimenze tohoto podprostoru je tii, nebot dimenze je
pravé pocet prvku libovolné baze podprostoru:

dim(V) = 3.



2. Béze v = [1,-2,—1,2]7, vy = [2,-5,1,2]T, v, = [1, -2, 2,1]7 podpro-
storu V v prostoru Ry zfejmé neni pii zadaném klasickém skalarnim
nasobeni uspoifddanych ¢tvefic (u,v) = u’l.v ortogondlni. V orto-
gonalni bazi totiz musi byt vSechny navzajem ruzné prvky na sebe
kolmé, coz pozname praveé z nulovosti jejich skalarniho sou¢inu. Pro
libovolné dva prvky u;, u; ortogonalni baze musi byt (u;,u;) = 0 pro
i 7.

Ortogondélni bazi ziskame z baze vy, ve, vy Gram-Schmidtovym ortogo-
nalizacnim procesem. Prvni prvek nové baze u; vezmeme stejny jako
prvni prvek baze puvodni:

u, =v;, =[1,-2,-1,2".

Dalsi prvek uy ortogondlni baze budeme hledat tak, aby linearni obal
< up,uy > a linearni obal < uy, vy > byl tentyz podprostor v Ry. To
znamena, ze prvek uy musi byt linedrni kombinaci prvkua uy, v, a navic
musi byt urc¢en tak, aby prvky uy, us jiz byly ortogonalni, tj. aby jejich
skalarni soucin byl nulovy. Hleddme proto prvek u, jako

Uy = Vo + auy

a koeficient o uréime tak, aby skalarni soucin prvku uy,us byl roven
nule:
(ula u2) = 07
<u17V2 + aul) = 07
(111, V2> + Oé(lll, 111) = O,
odkud plyne:
ug, Vv
o = _( 1 2) '
(u17 ul)
Shrime, co jsme odvodili:

(ug,v2)

Uy =vy +auy, kde a=-— .
(u17 ul)

Pro zadané prvky spocitdme proto potiebné skaldrni souciny (uy, ve) =
2410—144 =15, (u,u;) = 1+4+1+4 = 10, potom koeficient « je

(u,vo) 15 3

(u,uw) 10 2

a = —



Pomoci néj uréime prvek uy :

3
u2:Vy+mh:ﬂl—&lﬂF—YﬂL—Z—LﬂT:

1 1
:5M—&—m+&2+&4—qT:§@—¢a—ﬂ?
Pro dalsi vypocet bude vyhodnéjsi polozit
Up = [1) _4) 57 _2]T7

ktery se od ptuvodné spocteného prvku lisi jen o nasobek. Ortogonalita
ani linearni obal se nezméni, ale my se vyhneme pocitani se zlomky.

Chybi nam dopocitat uz pouze posledni prvek ortogonalni baze podpros-
toru V. Prvek us hledame tak, aby jak linedrni obal < uy, us, uz >, tak
také linearni obal < uy, us, v4 > se rovnal pravé podprostoru V v pros-
toru Ry, proto musi byt prvek us linedarni kombinaci prvka uy, us, vy.
Déle musi byt prvek uz ortogonalni s prvky u; a us,.

Prvek us budeme proto hledat ve tvaru
uz = vy + Siug + fauy
a koeficienty 1, §2 odvodime z podminky nulovosti skalarnich sou¢int:
(ug,u3) =0, (ug,uz) = 0.
Dosadime-li za uz do prvniho z téchto vztahu, uréime koeficient [3;:
(ug,u3) =0,

(a1, vy + By + Bouy) = 0,
(ur,vq) + Bi(ug,uy) + Bo(ug,ug) = 0.

Prvky uy, uy jsou jiz ortogondlni, proto je (ui,us) = 0 a posledni rov-
nost se jesté zjednodusi:

(ur,vy) + Bi(ug,uy) =0,

odkud plyne:




Analogicky urcime koeficient 35 z druhé podminky:
(uz,u3) =0,
(ug, vy + frug + Bouy) =0,
(g, v4) + Bi(ug, uy) + Ba(uz,uy) =0,
coz se diky ortogonalité prvka uy, uy déle zjednodusi:
(g, v4) + F2(uz,uz) = 0.
7 posledni rovnosti dostaneme

fr = -

(uz, vy)
(ug,uz)’

Shriime, co jsme odvodili pro prvek us:

u;, Vv Uy, v
us = vy + Siug + foug,  kde [y = _Eul ;;,ﬁz: _Eui uz;'
1, Y1 )

Dopocitame tedy zbyvajici skalarni souciny, které potiebujeme znat:
(lll,V4) = 1-’-4-2—}-2 = 5, (UQ,V4) =148+10—-2= 17, (ng,llg) =
1+ 16 + 25 + 4 = 46, ty dosadime do vztahu pro oba koeficienty

3, = _(U1>V4) _ 9 _ 1
T (ug, ) 10 2
/8 _ _(u27v4) _ _L?
2 (UQ,IIQ) 46

Zbyva jiz urcit posledni prvek hledané ortogonalni baze:

u; = vy + f1ug + foug =
1 17
=11,-2.2. 117 — =[1,-2,—-1.2]" — —[1,—-4,5,-2]T =
[7 9 7] 2[7 M 7] 46[’ b M ]

1
= 1146 =23 —17,-92 + 46 + 68,92 + 23 — 85,46 — 46 + 34]" =

1
= —16,22.30,34]".
46[7 ] ) ]

Podobné jako u prvku usy i zde budeme déle pocitat s 46-tindsobkem
pravé spocitaného prvku, tj. polozime

u; = [6,22, 30, 34]".
Jednou moznou ortogonalni bazi zadaného podprostoru V je trojice
prvku
u, =[1,-2,-1,2]" uy = [1, 4,5, 2], uz = [6,22, 30, 34]".



3. Ortonormalni béze se od ortogonalni lis{ tim, ze kromé ortogonality
navzajem ruznych prvku pozaduje navic, aby jednotlivé prvky této
béaze byly jednotkové, tj. aby tyto prvky mély normu rovnu jedné, sa-
moziejmé v normé indukované skalarnim souc¢inem. Dosdhneme toho
tak, ze jednotllivé prvky ortogonalni béze vynasobime prevracenou
hodnotou jejich normy, vyuzijeme pfitom faktu, ze v(x) = /(x,x)
pro kazdy prvek x € Ry. Tedy pro prvky hledané ortonormélni baze

musi platit:

1
e, = —u;

(ui7ui)
proi=1,2,3.

Z potiebnych skalarnich souc¢inu nezndme jesté (us, uz) = 36 + 484 +
900 4 1156 = 2576. Nyni jiz dopoc¢itame prvky ortonormalni baze:

1 V10
e = —[1,-2,—-1,2]" = ~—[1,-2,-1,2]",
\/ u17ul 10 10
1 /46
e, = —[1,-4,5 -2]" = ~—~[1,-4,5,-2]7,
\/ u27u2 46 46
1 1 V161
€3 = ———U3 = [6,22,30,34]" = ~——[6,22,30,34]" =
\/(us, us) 2576 4.161

—_
D
—_

11,15, 17]%.
322 [3,11,15,17]

Jednou moznou ortonormélni bazi zadaného podprostoru V je trojice

prvku
V10 V46

= 1,-2,-1,2]", ey, = 1,-4,5 -2]"
€1 10 [7 ) ) ] , €2 46 [ ) 757 ] )
V161
= 11,15,1
e = s ~———[3,11,15,17)".



Priklad 5.2:
Naleznéte polynom stupné 2, ktery je nejlepsi aproximaci funkce f(z) = cosx

v normé indukované skalarnim souc¢inem (g, h) = f—%g g(x)h(z) dzx.

Resent:

Oznacime-li g;(z) = 1, g2(x) = x, g3(x) = 2* bdzi prostoru P, viech poly-
nomu stupné maximalné 2 (véetné nulového polynomu), pak hleddme poly-
nom fo(x) = c191(x)+ca92(x)+c3g93(x) = c1+cor+c32?, ktery je ortogondlnim
prumétem funkce f(z) do tohoto podprostoru.

Tento polynom bude ortogonalnim prumétem funkce f(z), pokud bude prvek
f(z)— fo(x) ortogondlni s podprostorem polynomu Ps, to znamend, ze prvek
(f — fo) musi byt ortogonélni na kazdy prvek podprostoru Ps, specidlné tedy
na vSechny prvky baze tohoto podprostoru: (f — fo)Lg; pro Vi = 1,2, 3, tedy
(f — fo,9:) =0 pro Vi = 1,2,3. Odtud po dosazeni linedrni kombinace za
prvek fo(z) dostaneme rovnice:

(f — C191 — C2092 — 0393791') =0proVi=1,2,3.

Upravami, které vyuzivaji vlastnosti skaldarniho soucinu, ziskame z téchto
vztahu nasledujici soustavu linearnich algebraickych rovnic

(f,91) =ci(g1,91) + ca(92,91) + c3(g3, 91),
(f,92) = ci(g1,92) + ca(g2, 92) + c3(g3, g2),
(f,93) =ci(g1,93) + ca(g2,93) + c3(g3, g3).

Vytesime-li tuto soustavu, budeme znat koeficienty ¢y, ¢, c3, které jiz jedno-
znacéné urcuji hledany ortogondlni prumét - polynom fo(z).

Matici soustavy je Gramova matice pro funkce gy (z) =1, g2(z) =z, g3(x) =
22. K jejimu uréeni potfebujeme spoéitat piislusné skaldrni souciny, tj. spocitat
prislusné urcité integraly.

3 ER s
P— 1 e 27\, = — — —_— =
o) = [ rar=piy =T - (-5) =
5 1,2 1 [/m\? T\ 2
(91,92) = (92, 91) = /_gxdx = [Qxﬂ_g =3 <<2> <—2> ) =0,
3 1.2 1 (m 3 173 1
(91,93) = (93, 91) [ z”dx [3:” Lg 3 ( 8 ( 8 )) 34 12"



™

om0 = ) = [ 0= [ = ((5)' - (5) ) =o

2 2
3 1 .2 1 (n° o 170 1
2 4 5 5
, = xrdr = |-z =—|l==|-=|]==-==—n".
(93, 95) L/g [5 }_; 53(32 ( 32)) 516 80
Dalsi tii urcité integraly potiebujeme k urceni pravé strany rovnic v soustave:

™

(f.g1) = /_5 coszdr = [sinx]% = sing — <Sjn (_w)) —1-(-1)=2,

s
2

= [xsinz + cosa:]%

s (P (Dee(5)-
— oMy 2 2 )M\ T3 2)) =

m m
=~ 1+40+=.(=1)=0=0
L0+ 5.(=1) ,

pricemz primitivni funkce (bez integraéni konstanty) k souc¢inu funkef x. cos x
byla nalezena integraci per partes, kde mocninnou funkci derivujeme a goni-
ometrickou funkci integrujeme:

/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx— (—cosz) = xsinz + cosx;

posledni skalarni soucin, ktery potfebujeme urcit, je

™

(f593) :/_E

™ .om T oor (n? . T T ) T
= —s8in —+mwcos ——2sin —— | — sin <—> — T COS (—) — 2sin (—) =
4 2 2 2 4 2 2 2

2 7T2 2

i T
= —.1 0-21——.(-1)— . 2(-1)=— —4
1 + 7.0 4( ) —m.0+2.(-1) 2 ,

IR

INIE]

2 cosx dr = {x2sinx + 2z cosx — 2sinx}

[NE]

protoze pii opakovaném uziti metody integrace per partes ur¢ime potiebnou
primitivni funkci (bez integracni konstanty) jako

/I‘QCOSZ'CZZE :xQSinx—Q/xsina:dx =

= z%sinz — 2 <—xcosx—|—/cosxdm> = 2?sinz + 2z cosx — 2sin .



Potiebujeme tedy vyfesit soustavu linearnich rovnic s nasledujicimi rovni-
cemi: -
Ty L + ey = 2,
ﬁﬂ— Co = , 0 N
Emiey + g3 = - —4.
7, druhé rovnice soustavy je vidét, ze co = 0. Zbyva vyftesit soustavu dvou
rovnic pro dvé neznamé, prvni z nich ptritom vynasobime ¢islem 12, druhou

cislem 240, dostavame tak soustavu:

127mcy + 7T3€3 = 24,
20m3c; + 3mocy = 120m2 —160.

Tato soustava ma praveé jedno teSeni, které muzeme vypocitat napt. pomoci
Cramerova pravidla. Determinant matice soustavy je

127 73

D= det [ 2073 37

] = 127.37° — 207 . 7% = 367° — 207% = 1675,

Prvni neznamou ¢; uréime tak, ze timto determinantem vydélime determi-
nant D; matice, kde prvni sloupec je nahrazen sloupcem pravych stran:

_ 24 = _ 5 5 3\ _ 5 3
Dy = det l 12072 — 960 375 1 = 721° — (1207° — 9607°) = —487” + 9607°.
Potom

D, —4875 4+ 96073 3 60 3 9
“ D 1676 T e 7r3( 0—7)

K urcéeni neznamé c3 nejdiive spocitame determinant D, tak, Zze v matici
soustavy nahradime druhy sloupec sloupcem pravych stran:

127 24

Dz = det l 2073 12072 — 960

[~ana] 200 |-

573 3072 — 240

s 2 s 1
= 16.3.5. det [ 3 G2 _48] = 16.15.2. det [ 5 g0 _24] =
= 16.30.(37% — 247 — 7°) = 16.30.(27* — 247).

Neznama c3 je pak podilem determinantu Dy a D, tj.

D 16.30.(272 — 24 2
_ Dy 6.30.(2m W)_@_Q:@(W2_12).

C3 = =
D 1676 73 7o 7o



Urcili jsme vSechny t¥i koeficienty hledaného polynomu, ted uz staci dosa-
dit tyto koeficienty do vyjddieni polynomické funkce fy(z). Ortogondlnim
prumétem funkce f(z) do prostoru P, vsech polynomu nejvyse druhého
stupné (véetné nulového polynomu) je polynom

3 60

fO(-T) - 5(20 — 7T2) + g(ﬁQ — 12).’13‘2

Piiklad 5.3:
Metodou nejmensich ¢tvercu urcete polynom stupné 2, ktery nejlépe aproxi-

muje naméiené hodnoty

x [ 21100 ]1]2]3]
y(x) [-6,8]16[19[74[69][81[49]-2]

Reseni

Hleddme polynom druhého stupné p(z) = apz? + a1z + as, ktery ma byt nej-
lepsi aproximaci funkce zadané tabulkou pomoci namérenych hodnot, pritom
pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercu.

Pokud bychom nasli polynom, jehoz graf prochazi vSemi tabulkovymi body,
bylo by to idedlni feSeni. V naSem zadani tato situace ale urcité nastat
nemuze, je to ziejmé z faktu, ze pro nékteré hodnoty nezavisle proménné
x byla meéreni provedena vicekrat a funkéni hodnoty nejsou shodné. Ani
v jinych ptipadech tato situace ale neni ptilis pravdépodobna.

Dosadime tedy namérené hodnoty do hledaného polynomu p(x) a ziskdme
tak soustavu linedrnich algebraickych rovnic A.x = b s vektorem neznamych
x = [ag, ay, as]”, coz jsou pravé hledané koeficienty polynomu p(x):

—6,8 = 4(11 - 2(1,2 + as,

—1, 6 = ay — a2 + as,
1, 9 = ay — az + as,
7, 4 = as .,
6, 9 = as,
8,1 = a1 + ay + ag,
4,9 = 4a; + 2ay + ag,
-2 = 9a1 + 3&2 + as.

10



Tato soustava ziejmé nema teSeni. Je to proto, ze vektor pravych stran b
neni linedrni kombinaci sloupcu matice A, pricemz

4 -2 1 [ —6,8 ]
1 -1 1 1,6
1 -1 1 1,9
0 01 7,4
A=1o o1 P 69
1 11 8,1
4 21 4,9
9 31| 2]

Pottebujeme tedy nahradit vektor b pravych stran jeho kolmym prumeétem
by do podprostoru R(A), tzv. sloupcového prostoru matice A, ktery gene-
ruji sloupce s, s, s3 matice A. Kolmy prumét by hledame ve tvaru linedrni
kombinace prvku néjaké baze podprostoru R(A). Protoze sloupce sy, S9, S3
matice A jsou linedrné nezavislé (snadno lze ovéfit, ze matice A ma hodnost
ti1), jsou jednou moznou bazi prostoru R(A), a proto

b[) = )\151 + )\QSQ + )\383.

Déle musi byt prvek b — by ortogondlni k prostoru R(A), tj. musi pla-
tit podminka nulovosti skaldrniho soucinu (b — bg,s;) = 0 pro kazdé i =
1,2, 3. Dosazenim za prvek by a naslednou upravou ziskdme rovnice ve tvaru
(b,si) = Ai(s1,8i) + Aa(s2,8:) + A3(ss3, s;) pro kazdé i = 1,2, 3.

Matici soustavy, kterou nyni potrebujeme vyftesit, je Gramova matice pro
prvky si,ss,s3, tato matice je regularni, proto ma soustava pravé jedno
feseni. Resme tedy soustavu rovnic

—14 = 116\; + 26Xy + 20)\s,
22 = 26\ + 20Ny + 23,
22 = 200 + 2\ +  8)s.

Soustavu budeme fesit klasickou Gaussovou elimina¢ni metodou, kdy matici
soustavy prevedeme pomoci elementarnich fadkovych tprav na stupnovity
tvar a zpétnym dosazovanim urc¢ime jeji jediné feseni.

116 26 20| —14 58 13 10| =7 8§ 8 —10| —62
26 20 2| 22 |~ |13 10 1 11 ~ 39 —3 0|~
20 2 8| 22 10 1 4 10 1 11
1 3 -1 0 1 3 1 3 —1 0
~ 44 =5|-31|~|0 =8 —1 —31 0 8 31 | ~
10 1 4| 11 0 —-29 0 3 18 135
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1 3 —-1] 0 1 3 -1 0 13 -1 0
~10 8 1|31 |~]01 6 45 | ~10 1 645
01 645 0 0 —47|-329 00 1|7

7 posledniho tadku vidime, ze A3 = 7, dosazenim do druhého fadku urcime
Ay =45 — 63 = 3 a podobné z prvniho fadku dostaneme A\ = —3 s + A\ =
—2.

Zname tedy koeficienty, které urcuji ortogondlni prumét by = —2s;+3s9+7s3,
soucasné jsou to ale i koeficienty hledaného polynomu:

aoz)\1:—2, CL1:>\2:3, CLQZ/\3:7.

Nalezli jsme tak polynom druhého stupné, ktery metodou nejmensich ctvercu
aproximuje nameérené hodnoty, je to polynom

p(r) = —22% + 32 + 7.
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