
Řešené př́ıklady z lineárńı algebry - část 5

Typové př́ıklady s řešeńım

Př́ıklad 5.1:
V prostoru R4 všech uspořádaných čtveřic reálných č́ısel je podprostor V
generován prvky v1 = [1,−2,−1, 2]T ,v2 = [2,−5, 1, 2]T ,v3 = [−2, 7,−7, 2]T ,
v4 = [1,−2, 2, 1]T .

1. Určete dimenzi podprostoru V a nalezněte alespoň jednu bázi podpro-
storu V .

2. Určete ortogonálńı bázi podprostoru V (při skalárńım násobeńı (u,v) =
uT .v ).

3. Určete ortonormálńı bázi podprostoru V (při skalárńım násobeńı (u,v) =
uT .v ).

Řešeńı:

1. Podprostor V je zadán pomoćı generátor̊u v1,v2,v3,v4. Hledáme-li
bázi podprostoru, potřebujeme naj́ıt lineárně nezávislou množinu ge-
nerátor̊u tohoto podprostoru. Muśıme proto rozhodnout o lineárńı nezá-
vislosti generátor̊u v1,v2,v3,v4. Lineárńı kombinaci prvk̊u proto polož́ı-
me rovnu nulovému prvku prostoru R4 a zjist́ıme, co muśı platit pro
koeficienty v této lineárńı kombinaci:

c1v1 + c2v2 + c3v3 + c4v4 = 0

c1[1,−2,−1, 2]T + c2[2,−5, 1, 2]T + c3[−2, 7,−7, 2]T+

+c4[1,−2, 2, 1]T = [0, 0, 0, 0]T

[c1 + 2c2 − 2c3 + c4,−2c1 − 5c2 + 7c3 − 2c4,−c1 + c2 − 7c3 + 2c4,

2c1 + 2c2 + 2c3 + c4]
T = [0, 0, 0, 0]T

Tyto polynomy se budou rovnat, budou-li splněny rovnice následuj́ıćı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic, které źıskáme porovnáńım
jednotlivých složek v uspořádáných čtveřićıch:

c1 + 2c2 − 2c3 + c4 = 0 ,
−2c1 − 5c2 + 7c3 − 2c4 = 0 ,
−c1 + c2 − 7c3 + 2c4 = 0 ,
2c1 + 2c2 + 2c3 + c4 = 0 .
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Soustavu vyřeš́ıme např. Gaussovou eliminačńı metodou. Matici homo-
genńı soustavy uprav́ıme na stupňovitý tvar:

1 2 −2 1
−2 −5 7 −2
−1 1 −7 2

2 2 2 1

 ∼


1 2 −2 1
0 −1 3 0
0 3 −9 3
0 −2 6 −1

 ∼

∼


1 2 −2 1
0 1 −3 0
0 0 0 3
0 0 0 −1

 ∼


1 2 −2 1
0 1 −3 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Hodnost matice soustavy je tři, je tedy menš́ı než počet neznámých
koeficient̊u, to znamená, že řešená homogenńı soustava má nekonečně
mnoho řešeńıch. Vždy ale muśı být c4 = 0. Neznámou c3 můžeme
libovolně zvolit, např. c3 = 1, potom muśı být c2 = 3 a c1 = −4.
(Daľśı řešeńı soustavy jsou pouze násobky čtveřice [c1, c2, c3, c4]

T =
[−4, 3, 1, 0]T .) Znamená to, že existuje netriviálńı řešeńı soustavy, tj.
že existuje netriviálńı lineárńı kombinace prvk̊u v1,v2,v3,v4, která se
rovná nulovému prvku:

−4v1 + 3v2 + v3 = 0.

Všechny čtyři generátory v1,v2,v3,v4 jsou proto lineárně závislé.

Z výše uvedené netriviálńı lineárńı kombinace můžeme libovolný z prvk̊u
v1,v2,v3 vyjádřit jako lineárńı kombinaci zbývaj́ıćıch prvk̊u, např.

v3 = 4v1 − 3v2.

Tento prvek v3 vynecháme.

(POZOR: Nesmı́me vynechat prvek v4, nebot’ ten nedokážeme vyjádřit
jako lineárńı kombinaci ostatńıch!)

Zbylé tři generátory v1,v2,v4 jsou již lineárně nezávislé, což je zřejmé
z předcházej́ıćıho výpočtu. (Odpov́ıdaj́ı totiž sloupc̊um s pivotńımi
prvky z tohoto výpočtu).

Jednou možnou báźı podprostoru V je tedy trojice prvk̊u v1,v2,v4.
Znamená to, že dimenze tohoto podprostoru je tři, nebot’ dimenze je
právě počet prvk̊u libovolné báze podprostoru:

dim(V) = 3.
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2. Báze v1 = [1,−2,−1, 2]T ,v2 = [2,−5, 1, 2]T ,v4 = [1,−2, 2, 1]T podpro-
storu V v prostoru R4 zřejmě neńı při zadaném klasickém skalárńım
násobeńı uspořádaných čtveřic (u,v) = uT .v ortogonálńı. V orto-
gonálńı bázi totiž muśı být všechny navzájem r̊uzné prvky na sebe
kolmé, což poznáme právě z nulovosti jejich skalárńıho součinu. Pro
libovolné dva prvky ui,uj ortogonálńı báze muśı být (ui,uj) = 0 pro
i 6= j.

Ortogonálńı bázi źıskáme z báze v1,v2,v4 Gram-Schmidtovým ortogo-
nalizačńım procesem. Prvńı prvek nové báze u1 vezmeme stejný jako
prvńı prvek báze p̊uvodńı:

u1 = v1 = [1,−2,−1, 2]T .

Daľśı prvek u2 ortogonálńı báze budeme hledat tak, aby lineárńı obal
< u1,u2 > a lineárńı obal < u1,v2 > byl tentýž podprostor v R4. To
znamená, že prvek u2 muśı být lineárńı kombinaćı prvk̊u u1,v2 a nav́ıc
muśı být určen tak, aby prvky u1,u2 již byly ortogonálńı, tj. aby jejich
skalárńı součin byl nulový. Hledáme proto prvek u2 jako

u2 = v2 + αu1

a koeficient α urč́ıme tak, aby skalárńı součin prvk̊u u1,u2 byl roven
nule:

(u1,u2) = 0,

(u1,v2 + αu1) = 0,

(u1,v2) + α(u1,u1) = 0,

odkud plyne:

α = − (u1,v2)

(u1,u1)
.

Shrňme, co jsme odvodili:

u2 = v2 + αu1, kde α = − (u1,v2)

(u1,u1)
.

Pro zadané prvky spoč́ıtáme proto potřebné skalárńı součiny (u1,v2) =
2 + 10− 1 + 4 = 15, (u1,u1) = 1 + 4 + 1 + 4 = 10, potom koeficient α je

α = − (u1,v2)

(u1,u1)
= −15

10
= −3

2
.
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Pomoćı něj urč́ıme prvek u2 :

u2 = v2 + αu1 = [2,−5, 1, 2]T − 3

2
[1,−2,−1, 2]T =

=
1

2
[4− 3,−10 + 6, 2 + 3, 4− 6]T =

1

2
[1,−4, 5,−2]T .

Pro daľśı výpočet bude výhodněǰśı položit

u2 = [1,−4, 5,−2]T ,

který se od p̊uvodně spočteného prvku lǐśı jen o násobek. Ortogonalita
ani lineárńı obal se nezměńı, ale my se vyhneme poč́ıtáńı se zlomky.

Chyb́ı nám dopoč́ıtat už pouze posledńı prvek ortogonálńı báze podpros-
toru V . Prvek u3 hledáme tak, aby jak lineárńı obal < u1,u2,u3 >, tak
také lineárńı obal < u1,u2,v4 > se rovnal právě podprostoru V v pros-
toru R4, proto muśı být prvek u3 lineárńı kombinaćı prvk̊u u1,u2,v4.
Dále muśı být prvek u3 ortogonálńı s prvky u1 a u2.

Prvek u3 budeme proto hledat ve tvaru

u3 = v4 + β1u1 + β2u2

a koeficienty β1, β2 odvod́ıme z podmı́nky nulovosti skalárńıch součin̊u:

(u1,u3) = 0, (u2,u3) = 0.

Dosad́ıme-li za u3 do prvńıho z těchto vztah̊u, urč́ıme koeficient β1:

(u1,u3) = 0,

(u1,v4 + β1u1 + β2u2) = 0,

(u1,v4) + β1(u1,u1) + β2(u1,u2) = 0.

Prvky u1,u2 jsou již ortogonálńı, proto je (u1,u2) = 0 a posledńı rov-
nost se ještě zjednoduš́ı:

(u1,v4) + β1(u1,u1) = 0,

odkud plyne:

β1 = − (u1,v4)

(u1,u1)
.
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Analogicky urč́ıme koeficient β2 z druhé podmı́nky:

(u2,u3) = 0,

(u2,v4 + β1u1 + β2u2) = 0,

(u2,v4) + β1(u2,u1) + β2(u2,u2) = 0,

což se d́ıky ortogonalitě prvk̊u u1,u2 dále zjednoduš́ı:

(u2,v4) + β2(u2,u2) = 0.

Z posledńı rovnosti dostaneme

β2 = − (u2,v4)

(u2,u2)
.

Shrňme, co jsme odvodili pro prvek u3:

u3 = v4 + β1u1 + β2u2, kde β1 = − (u1,v4)

(u1,u1)
, β2 = − (u2,v4)

(u2,u2)
.

Dopoč́ıtáme tedy zbývaj́ıćı skalárńı součiny, které potřebujeme znát:
(u1,v4) = 1 + 4− 2 + 2 = 5, (u2,v4) = 1 + 8 + 10− 2 = 17, (u2,u2) =
1 + 16 + 25 + 4 = 46, ty dosad́ıme do vztah̊u pro oba koeficienty

β1 = − (u1,v4)

(u1,u1)
= − 5

10
= −1

2
,

β2 = − (u2,v4)

(u2,u2)
= −17

46
.

Zbývá již určit posledńı prvek hledané ortogonálńı báze:

u3 = v4 + β1u1 + β2u2 =

= [1,−2, 2, 1]T − 1

2
[1,−2,−1, 2]T − 17

46
[1,−4, 5,−2]T =

=
1

46
[46− 23− 17,−92 + 46 + 68, 92 + 23− 85, 46− 46 + 34]T =

=
1

46
[6, 22, 30, 34]T .

Podobně jako u prvku u2 i zde budeme dále poč́ıtat s 46-tinásobkem
právě spoč́ıtaného prvku, tj. polož́ıme

u3 = [6, 22, 30, 34]T .

Jednou možnou ortogonálńı báźı zadaného podprostoru V je trojice
prvk̊u

u1 = [1,−2,−1, 2]T ,u2 = [1,−4, 5,−2]T ,u3 = [6, 22, 30, 34]T .
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3. Ortonormálńı báze se od ortogonálńı lǐśı t́ım, že kromě ortogonality
navzájem r̊uzných prvk̊u požaduje nav́ıc, aby jednotlivé prvky této
báze byly jednotkové, tj. aby tyto prvky měly normu rovnu jedné, sa-
mozřejmě v normě indukované skalárńım součinem. Dosáhneme toho
tak, že jednotllivé prvky ortogonálńı báze vynásob́ıme převrácenou

hodnotou jejich normy, využijeme přitom faktu, že ν(x) =
√

(x,x)
pro každý prvek x ∈ R4. Tedy pro prvky hledané ortonormálńı báze
muśı platit:

ei =
1√

(ui,ui)
ui

pro i = 1, 2, 3.

Z potřebných skalárńıch součin̊u neznáme ještě (u3,u3) = 36 + 484 +
900 + 1156 = 2576. Nyńı již dopoč́ıtáme prvky ortonormálńı báze:

e1 =
1√

(u1,u1)
u1 =

1√
10

[1,−2,−1, 2]T =

√
10

10
[1,−2,−1, 2]T ,

e2 =
1√

(u2,u2)
u2 =

1√
46

[1,−4, 5,−2]T =

√
46

46
[1,−4, 5,−2]T ,

e3 =
1√

(u3,u3)
u3 =

1√
2576

[6, 22, 30, 34]T =

√
161

4.161
[6, 22, 30, 34]T =

=

√
161

322
[3, 11, 15, 17]T .

Jednou možnou ortonormálńı báźı zadaného podprostoru V je trojice
prvk̊u

e1 =

√
10

10
[1,−2,−1, 2]T , e2 =

√
46

46
[1,−4, 5,−2]T ,

e3 =

√
161

322
[3, 11, 15, 17]T .
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Př́ıklad 5.2:
Nalezněte polynom stupně 2, který je nejlepš́ı aproximaćı funkce f(x) = cos x

v normě indukované skalárńım součinem (g, h) =
∫ π

2
−π

2
g(x)h(x) dx.

Řešeńı:
Označ́ıme-li g1(x) = 1, g2(x) = x, g3(x) = x2 bázi prostoru P2 všech poly-
nomů stupně maximálně 2 (včetně nulového polynomu), pak hledáme poly-
nom f0(x) = c1g1(x)+c2g2(x)+c3g3(x) = c1+c2x+c3x

2, který je ortogonálńım
pr̊umětem funkce f(x) do tohoto podprostoru.
Tento polynom bude ortogonálńım pr̊umětem funkce f(x), pokud bude prvek
f(x)−f0(x) ortogonálńı s podprostorem polynomů P2, to znamená, že prvek
(f −f0) muśı být ortogonálńı na každý prvek podprostoru P2, speciálně tedy
na všechny prvky báze tohoto podprostoru: (f −f0)⊥gi pro ∀i = 1, 2, 3, tedy
(f − f0, gi) = 0 pro ∀i = 1, 2, 3. Odtud po dosazeńı lineárńı kombinace za
prvek f0(x) dostaneme rovnice:
(f − c1g1 − c2g2 − c3g3, gi) = 0 pro ∀i = 1, 2, 3.
Úpravami, které využ́ıvaj́ı vlastnosti skalárńıho součinu, źıskáme z těchto
vztah̊u následuj́ıćı soustavu lineárńıch algebraických rovnic

(f, g1) = c1(g1, g1) + c2(g2, g1) + c3(g3, g1),

(f, g2) = c1(g1, g2) + c2(g2, g2) + c3(g3, g2),

(f, g3) = c1(g1, g3) + c2(g2, g3) + c3(g3, g3).

Vyřeš́ıme-li tuto soustavu, budeme znát koeficienty c1, c2, c3, které již jedno-
značně určuj́ı hledaný ortogonálńı pr̊umět - polynom f0(x).
Matićı soustavy je Gramova matice pro funkce g1(x) = 1, g2(x) = x, g3(x) =
x2. K jej́ımu určeńı potřebujeme spoč́ıtat př́ıslušné skalárńı součiny, tj. spoč́ıtat
př́ıslušné určité integrály.

(g1, g1) =
∫ π

2

−π
2

1 dx = [x]
π
2
−π

2
=
π

2
−
(
−π

2

)
= π,

(g1, g2) = (g2, g1) =
∫ π

2

−π
2

x dx =
[
1

2
x2
]π

2

−π
2

=
1

2

((
π

2

)2

−
(
−π

2

)2
)

= 0,

(g1, g3) = (g3, g1) =
∫ π

2

−π
2

x2 dx =
[
1

3
x3
]π

2

−π
2

=
1

3

(
π3

8
−
(
−π

3

8

))
=

1

3

π3

4
=

1

12
π3,

(g2, g2) =
∫ π

2

−π
2

x2 dx = . . . =
1

12
π3,
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(g2, g3) = (g3, g2) =
∫ π

2

−π
2

x3 dx =
[
1

4
x4
]π

2

−π
2

=
1

4

((
π

2

)4

−
(
−π

2

)4
)

= 0,

(g3, g3) =
∫ π

2

−π
2

x4 dx =
[
1

5
x5
]π

2

−π
2

=
1

5

(
π5

32
−
(
−π

5

32

))
=

1

5

π5

16
=

1

80
π5.

Daľśı tři určité integrály potřebujeme k určeńı pravé strany rovnic v soustavě:

(f, g1) =
∫ π

2

−π
2

cosx dx = [sinx]
π
2
−π

2
= sin

π

2
−
(

sin
(
−π

2

))
= 1− (−1) = 2,

(f, g2) =
∫ π

2

−π
2

x cosx dx =

= [x sinx+ cosx]
π
2
−π

2
=

=
π

2
sin

π

2
+ cos

π

2
−
((
−π

2

)
sin

(
−π

2

)
+ cos

(
−π

2

))
=

=
π

2
.1 + 0 +

π

2
.(−1)− 0 = 0,

přičemž primitivńı funkce (bez integračńı konstanty) k součinu funkćı x. cosx
byla nalezena integraćı per partes, kde mocninnou funkci derivujeme a goni-
ometrickou funkci integrujeme:∫

x cosx dx = x sinx−
∫

sinx dx = x sinx− (− cosx) = x sinx+ cosx;

posledńı skalárńı součin, který potřebujeme určit, je

(f, g3) =
∫ π

2

−π
2

x2 cosx dx =
[
x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx

]π
2

−π
2

=

=
π2

4
sin

π

2
+π cos

π

2
−2 sin

π

2
−
(
π2

4
sin

(
−π

2

)
− π cos

(
−π

2

)
− 2 sin

(
−π

2

))
=

=
π2

4
.1 + π.0− 2.1− π2

4
.(−1)− π.0 + 2.(−1) =

π2

2
− 4,

protože při opakovaném užit́ı metody integrace per partes urč́ıme potřebnou
primitivńı funkci (bez integračńı konstanty) jako∫

x2 cosx dx = x2 sinx− 2
∫
x sinx dx =

= x2 sinx− 2
(
−x cosx+

∫
cosx dx

)
= x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx.
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Potřebujeme tedy vyřešit soustavu lineárńıch rovnic s následuj́ıćımi rovni-
cemi:

πc1 + 1
12
π3c3 = 2 ,

1
12
π3c2 = 0 ,

1
12
π3c1 + 1

80
π5c3 = π2

2
− 4 .

Z druhé rovnice soustavy je vidět, že c2 = 0. Zbývá vyřešit soustavu dvou
rovnic pro dvě neznámé, prvńı z nich přitom vynásob́ıme č́ıslem 12, druhou
č́ıslem 240, dostáváme tak soustavu:

12πc1 + π3c3 = 24 ,
20π3c1 + 3π5c3 = 120π2 − 160 .

Tato soustava má právě jedno řešeńı, které můžeme vypoč́ıtat např. pomoćı
Cramerova pravidla. Determinant matice soustavy je

D = det

[
12π π3

20π3 3π5

]
= 12π.3π5 − 20π3.π3 = 36π6 − 20π6 = 16π6.

Prvńı neznámou c1 urč́ıme tak, že t́ımto determinantem vyděĺıme determi-
nant D1 matice, kde prvńı sloupec je nahrazen sloupcem pravých stran:

D1 = det

[
24 π3

120π2 − 960 3π5

]
= 72π5− (120π5− 960π3) = −48π5 + 960π3.

Potom

c1 =
D1

D
=
−48π5 + 960π3

16π6
= − 3

π
+

60

π3
=

3

π3
(20− π2).

K určeńı neznámé c3 nejdř́ıve spoč́ıtáme determinant D2 tak, že v matici
soustavy nahrad́ıme druhý sloupec sloupcem pravých stran:

D2 = det

[
12π 24
20π3 120π2 − 960

]
= 4.4. det

[
3π 6
5π3 30π2 − 240

]
=

= 16.3.5. det

[
π 2
π3 6π2 − 48

]
= 16.15.2. det

[
π 1
π3 3π2 − 24

]
=

= 16.30.(3π3 − 24π − π3) = 16.30.(2π2 − 24π).

Neznámá c3 je pak pod́ılem determinant̊u D2 a D, tj.

c3 =
D2

D
=

16.30.(2π2 − 24π)

16π6
=

60

π3
− 720

π5
=

60

π5
(π2 − 12).
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Určili jsme všechny tři koeficienty hledaného polynomu, ted’ už stač́ı dosa-
dit tyto koeficienty do vyjádřeńı polynomické funkce f0(x). Ortogonálńım
pr̊umětem funkce f(x) do prostoru P2 všech polynomů nejvýše druhého
stupně (včetně nulového polynomu) je polynom

f0(x) =
3

π3
(20− π2) +

60

π5
(π2 − 12)x2.

Př́ıklad 5.3:

Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u určete polynom stupně 2, který nejlépe aproxi-
muje naměřené hodnoty

x -2 -1 -1 0 0 1 2 3
y(x) -6,8 1,6 1,9 7,4 6,9 8,1 4,9 -2

Řešeńı
Hledáme polynom druhého stupně p(x) = a0x

2 + a1x+ a2, který má být nej-
lepš́ı aproximaćı funkce zadané tabulkou pomoćı naměřených hodnot, přitom
použijeme metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.
Pokud bychom našli polynom, jehož graf procháźı všemi tabulkovými body,
bylo by to ideálńı řešeńı. V našem zadáńı tato situace ale určitě nastat
nemůže, je to zřejmé z faktu, že pro některé hodnoty nezávisle proměnné
x byla měřeńı provedena v́ıcekrát a funkčńı hodnoty nejsou shodné. Ani
v jiných př́ıpadech tato situace ale neńı př́ılǐs pravděpodobná.
Dosad́ıme tedy naměřené hodnoty do hledaného polynomu p(x) a źıskáme
tak soustavu lineárńıch algebraických rovnic A.x = b s vektorem neznámých
x = [a0, a1, a2]

T , což jsou právě hledané koeficienty polynomu p(x):

−6, 8 = 4a1 − 2a2 + a3 ,
−1, 6 = a1 − a2 + a3 ,

1, 9 = a1 − a2 + a3 ,
7, 4 = a3 ,
6, 9 = a3 ,
8, 1 = a1 + a2 + a3 ,
4, 9 = 4a1 + 2a2 + a3 ,
−2 = 9a1 + 3a2 + a3 .
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Tato soustava zřejmě nemá řešeńı. Je to proto, že vektor pravých stran b
neńı lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A, přičemž

A =



4 −2 1
1 −1 1
1 −1 1
0 0 1
0 0 1
1 1 1
4 2 1
9 3 1


, b =



−6, 8
1, 6
1, 9
7, 4
6, 9
8, 1
4, 9
−2


.

Potřebujeme tedy nahradit vektor b pravých stran jeho kolmým pr̊umětem
b0 do podprostoru R(A), tzv. sloupcového prostoru matice A, který gene-
ruj́ı sloupce s1, s2, s3 matice A. Kolmý pr̊umět b0 hledáme ve tvaru lineárńı
kombinace prvk̊u nějaké báze podprostoru R(A). Protože sloupce s1, s2, s3

matice A jsou lineárně nezávislé (snadno lze ověřit, že matice A má hodnost
tři), jsou jednou možnou báźı prostoru R(A), a proto

b0 = λ1s1 + λ2s2 + λ3s3.

Dále muśı být prvek b − b0 ortogonálńı k prostoru R(A), tj. muśı pla-
tit podmı́nka nulovosti skalárńıho součinu (b − b0, si) = 0 pro každé i =
1, 2, 3. Dosazeńım za prvek b0 a následnou úpravou źıskáme rovnice ve tvaru
(b, si) = λ1(s1, si) + λ2(s2, si) + λ3(s3, si) pro každé i = 1, 2, 3.
Matićı soustavy, kterou nyńı potřebujeme vyřešit, je Gramova matice pro
prvky s1, s2, s3, tato matice je regulárńı, proto má soustava právě jedno
řešeńı. Řešme tedy soustavu rovnic

−14 = 116λ1 + 26λ2 + 20λ3 ,
22 = 26λ1 + 20λ2 + 2λ3 ,
22 = 20λ1 + 2λ2 + 8λ3 .

Soustavu budeme řešit klasickou Gaussovou eliminačńı metodou, kdy matici
soustavy převedeme pomoćı elementárńıch řádkových úprav na stupňovitý
tvar a zpětným dosazováńım urč́ıme jej́ı jediné řešeńı. 116 26 20 −14

26 20 2 22
20 2 8 22

 ∼
 58 13 10 −7

13 10 1 11
10 1 4 11

 ∼
 8 8 −10 −62

3 9 −3 0
10 1 4 11

 ∼

∼

 1 3 −1 0
4 4 −5 −31

10 1 4 11

 ∼
 1 3 −1 0

0 −8 −1 −31
0 −29 14 11

 ∼
 1 3 −1 0

0 8 1 31
0 3 18 135

 ∼
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∼

 1 3 −1 0
0 8 1 31
0 1 6 45

 ∼
 1 3 −1 0

0 1 6 45
0 0 −47 −329

 ∼
 1 3 −1 0

0 1 6 45
0 0 1 7


Z posledńıho řádku vid́ıme, že λ3 = 7, dosazeńım do druhého řádku urč́ıme
λ2 = 45− 6λ3 = 3 a podobně z prvńıho řádku dostaneme λ1 = −3λ2 + λ1 =
−2.
Známe tedy koeficienty, které určuj́ı ortogonálńı pr̊umět b0 = −2s1+3s2+7s3,
současně jsou to ale i koeficienty hledaného polynomu:

a0 = λ1 = −2, a1 = λ2 = 3, a2 = λ3 = 7.

Nalezli jsme tak polynom druhého stupně, který metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
aproximuje naměřené hodnoty, je to polynom

p(x) = −2x2 + 3x+ 7.
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