Resené piiklady z linedrni algebry - éist 6

Typové priklady s fesenim

Priklad 6.1:
Kvadratickou formu

k(x) = —1027 — 1025 — 1623 — 162125 + 837123 — ST973

vyjadrete ve tvaru linedrni kombinace ¢tvercu (linedrni kombinace druhych
mocnin). Rozhodnéte o definitnosti kvadratické formy x(x).

Reseni:
Zadanou kvadratickou formu lze zapisovat ve tvaru x(x) = x7 Ax, kterd je
urcena realnou symetrickou matici

-10 -8 4
A=| -8 —-10 —4
4 -4 —-16

Ke kazdé ¢tvercové matici A fadu n umime najit Jordanuv kanonicky tvar
- matici J a reguldrni matici T tak, Ze plati A = TJT~!. ProtoZe matice
A uréujici kvadratickou formu k(x) = xT Ax v prostoru R, je redlné a sy-
metricka, bude Jordanova matice diagondalni s vlastnimi ¢isly na diagondle
a pro matici T poskladanou z ortonormélnich vlastnich vektoru ptislusnych
k jednotlivym vlastnim ¢islum je inverzni matice shodna s matici transpono-
vanou, tj. T=! =TT,

Tento fakt vyuzijeme k prepsani kvadratické formy do tvaru linearni kombi-
nace Ctvercu, tj. do tvaru souc¢tu druhych mocnin:

k(x) =xTAx = x" (TIT )x = (T?x)"J(T7x) =

=X"IX =[N0, I s mal T = A A A+ A

Pfi dpravéach vyjadieni kvadratické formy jsme vyuzili oznaceni TTx = x =
M1 - ,ma)T, a pravé v téchto novych soufadnicich je mozné vyjadiit kvad-
ratickou formu k(x) ve tvaru souc¢tu druhych mocnin.

O definitnosti kvadratické formy rozhodneme nejsnaze na zédkladé znalosti
inercie této kvadratické formy in(x) = in(A). Inercii se rozumi trojice celych
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nezapornych ¢isel, kterd udavaji pocet vlastnich ¢isel kladnych, pocet vlastnich
¢isel zépornych a nésobnost vlasniho ¢isla nula (v tomto poradi). Musime
proto znat vSechna vlastni ¢isla matice A.

Vlastni ¢isla matice A ur¢ime jako koteny charakteristického polynomu ma-
tice A:

A+10 8 —4
©(A) = det(AI — A) = det 8 A+ 10 4
—4 4 A+ 16

Pri¢teme-li k prvnimu radku determinantu 1-ndsobek radku druhého, muzeme
poté z prvniho fadku vytknout kofenovy ¢initel (A+18), dalsi vypocet vyuzije
po standardni ipravé rozvoj determinantu podle prvniho radku.

A+18 A+18 0 1 1 0
©(N) = det 8 A+ 10 4 = (A 18).det | 8 A+10 4
—4 4 A+ 16 —4 4 A+16 |
1 0 0
A2 4
— _ ERRYES!
= (A+18).det | 8 A+2 4 = (A+18)(—1)"" . det 8 A+16

—4 8 A+16
= (A+18) (M +18)) = A(A + 18)*.

Vlastnimi ¢isly matice A jsou kofeny charakteristického polynomu A, =
—18, A3 =0.

Zmame-li vlastni ¢isla matice, ktera urcuje kvadratickou formu, muzeme sta-
novit inercii této kvadratické formy. Matice A ma dveé vlastni ¢isla zaporna
a jedno nulové, proto inercie kvadratické formy x(x) je

in(k) =in(A) = (0,2, 1).

Kvadratickd forma x(x) je tedy negativné semidefinitni, to znamen4, ze pro
zadné x € Rz nemd kladné hodnoty a pritom existuje nenulovy vektor x,
s nulovou hodnotou kvadratické formy x(xq) = 0.

Protoze vime, Ze matice A je realnd symetrickd, musi byt jeji Jordanuv ka-
nonicky tvar matice diagonalni i v pripadé dvojnasoného vlastniho ¢isla —18.
Jordanova matice J je tedy

-18 0 O
J= 0 18 0
0 0 O



Déle potiebujeme nalézt matici T, ktera se sklada po sloupcich z vlastnich
vektoru, které jsou navzdjem ortonormalni.

Nejdiive urc¢ime vlastni vektory pro dvojnasobné vlastni ¢islo A\ = —18.
Resfme homogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic ((—18)I—A)x =
0. Matici soustavy upravime na stupnovity tvar:

—8 8 —4 2 -2 1
(—I))I-A=|8 —8 4 [~|0 0 0
4 4 -2 0 0 0

Z upraveného tvaru matice vidime, ze matice (—18)I — A m4a hodnost jedna,
proto rozdil n — hod((—18)I — A) = 3 — 1 = 2 potvrzuje existenci dvou
linearné nezavislych vlastnich vektoru k vlastnimu ¢islu —18 a téz diagonalni
tvar Jordanovy matice J. Za dva linearné nezavislé vlastni vektory vybereme
uspotradané trojice

Vi = []-7 170]T7V2 = [_1707 2]T7

které jsme ziskali dopocitanim neznamé x; poté, co jsme dvé neznamé x,
a x3 zvolili tak, aby vektory vy, vy byly linedrné nezavislé.

Tyto dva vektory ale nejsou ortogonélni. K nalezeni ortogonélni baze tohoto
podprostoru vSech feseni homogenni soustavy vyuzijeme Gram-Schmidtuv
ortogonaliza¢ni proces. Prvni vektor ortogonalni baze bude vektor y, = v; =
[1,1,0]7. Druhy vektor ys = v, + ay; dopocitdme pomoci koeficientu

__(V2,Y1):_;1:1
(Y1a}’1) 2 2
Potom
+1 [102]T+1[110]T [112]T 1[114]T
=V —_ = |— — = _—— — = —|— .
Yo 2 9 5 Vs 9 y Ly 2727 2 )

Jednotkové normy pro prvky ortonormalniho systému ziskdme pomoci vztahu
h, = myi pro ¢ = 1,2, potom

V2

h, = 7{]‘7 170]T7
1 5
h, — g[—l, 1,47 = {[—1, 1,4]".

Tyto vektory budou tvorit prvni dva sloupce matice T.



Poslednim sloupcem matice T bude vlastni vektor prislusejici tfetimu vlastni-
mu ¢islu A3 = 0 s jednotkovou normou. Pii Feseni soustavy (0I — A)x = 0
Gaussovou eliminacni metodou upravujeme na stupnovity tvar matici

10 8 —4 1 -1 -4 1 -1 -4
—-A=|8 10 4 |~|5 4 =2|~]0 9 18 |~
-4 4 16 4 5 2 0 9 18
1 -1 -4
~ 10 1 2
0 0 0

Zvolime-li za nezndmou x3 = 1 ( libovolné nenulové realné cislo, dostaneme
jeden mozny vlastni vektor k vlastni-mu &islu A3 = 0 ve tvaru vy = [2, =2, 1]7
(pritom vlastnim vektorem je i jeho libovolny nenulovy ndsobek). Orto-
normalnim vlastnim vektorem je potom vektor hs = %[2, -2,1]7.

Pro matici T slozenou z ortonormalnich vlastnich vektoru hy, hy, hs, tedy

V2 V22

2 6 3

_ V2 V2 2
T= 2 6 3 |

2v/2 1

0 3 3

plati T-! = T?. Proto A = TJT?.
Ve vyjadieni kvadratické formy (x) nahradime matici A timto sou¢inem.
k(x) = xTAx = x" (TIT )x = (TTx)"J(T'x) =

= xTJ% = [, 02, 03] 01, m2, 3] = Aumt + Xams + Asm3,

kde jsme oznacili TTx = X = [y, 72, 13]7. Posledni zépis kvadratické formy
ma pritom pozadovany tvar linedrni kombinace ¢tvercu.

Konkrétné ziskdme nové souradnice vynasobenim

T o T
[, me,m3] =x=T'x=
V2 V2 V2 V2
D) D) 0 T 2ZL’1—|— 21’2
= | _v2 V2 22 T = | _Vv2 V2 2v2
6 6 3 ' 2 6 L1 g T2+ 5703
T
2 _2 1 3 2 _ 2 1
3 3 3 301 — 32 + 373



V téchto soutadnicich pak zapiseme kvadratickou formu jako linearni kombi-
naci ¢tvercu

r(x) = —18 (?961 + ?%) — 18 <—\g§x1 + \f:z:z + 2\?)/§a:3> =

1 1 2
= —9(x; +22)° — 4 (—Qxl + 52+ 2963) :

Umocnénim a tpravou lze snadno zkontrolovat spravnost vypoctu.

Priklad 6.2:
Kvadraticka plocha je ddna rovnici

—42% + 203 + 3973 + 275 — 1 = 0.
Urcete, o jakou kvadratickou plochu se jedna.

ReSent:
Kvadratickou plochou rozumime mnozinu vSech bodu x € Rg, pro které plati

xT'Ax +blx +v =0, (%)

kde A je redlnd symetricka matice urcujici kvadratickou formu x(x) = x* Ax,
vektor b € R3 urcuje linedrnf formu u(x) = b’x na prostoru Rz a v € R je
realné cislo.

Ze zadani prikladu je zifejmé, ze chceme urcit kvadriku, pro kterou je

-4 0 0 0
A= 0 2 3/2|,b=]0],y=—1. Abychom urécili, o jakou kvad-
0 3/2 2 0

ratickou plochu se jednd, musime napied upravit kvadratickou formu x(x) =
xT Ax do tvaru linedrni kombinace druhych mocnin. K tomu vyuzijeme Jor-
danuv kanonicky tvar J matice A. Protoze A je redlna symetrickd matice,
je A = TJTT, kde J je diagondlni matice a reguldrni matice T se sklada
po sloupcich z ortonormalnich vlastnich vektoru. Potom pro inverzni matici
k matici T plati T~! = T?. Rovnici kvadriky (%) lze psit ve tvaru

(xTT)J(TTx) + (b"T)(TTx) + v = 0.

Vyuzijeme-li vztaht x’ T = (T7x)” a b’ T = (T7b)”, dostane tato rovnice
tvar
(TTx)"J(T7x) + (T"D)"(T7x) + v = 0.
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Zavedeme-li tedy nové souiadnice TTx = X, jednd se opét o standardni
rovnici kvadratické plochy

xTJx+ (TTb)'x +v =0,

kde kvadratickou formu urcuje diagonalni matice J a linedrni formu urcuje
vektor b = T7b.

Upravu kvadratické formy zacneme tim, ze spocitdme vlastni ¢isla a vlastni
vektory matice A. Nejdiive vypocéitame charakteristicky polynom

A+4 0 0
©(A) = det(A\I — A) = det 0 A—2 =-3/2
0 —3/2 A—2

Determinant vypoc¢itame napi. rozvojem podle prvniho fadku, pak

A—2 —3/2

©(\) = (A +4)(=1)"**. det l 3/2 A—2

] — (A +4) [(A—2)2—iﬂ -

— (A +4) (A2—4A+D = (A +4) (A_;) (A_D

Vlastnimi ¢isly matice A jsou kofeny charakteristického polynomu A\; =
—4,/\2:%a>\3:g.
Protoze mame tii ruznd vlastni ¢isla pro matici fadu 3, je Jordanuv kanonicky
tvar J matice A matice diagonalni, tedy

—4 0 0
J=10 1/2 0
0 0 7/2

K jednotlivym vlastnim ¢islim nyni vypocitame vlastni vektory, jsou to
vSechna nenulova feseni homogenni soustavy linearnich algebraickych rov-
nic (A;.I — A)x = 0 pro jednotliva vlastni ¢isla ;.

Vlastni vektor k vlastnimu ¢islu \; = —4 urcéime jako feSeni soustavy
((=4)I — A)x = 0. Matici soustavy upravime na stupnovity tvar:

0 0 0 0 12 3 01 4
(—I—A=]0 —6 —=3/2|~|0 3 12|~[0 4 1|~
0 —3/2 —6 0 0 0 00 0
01 4 01 4
~100 =15 |~|00 1
00 0 00 0



Rozdil n—hod((—4)I—A) = 3—2 = 1 pouze potvrzuje znamy fakt, ze vlastni
vektory k jednonasobnému vlastnimu cislu musi vzdy byt prvky z jednodi-
menzionélnitho podprostoru. Vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu \; = —4
je libovolné nenulové feseni této soustavy, tj. libovolny nenulovy vektor x,
pro jehoz slozky plati x5 = 0, x3 = 0, a 21 je libovolné realné ¢islo nenulové.
Vyberme napi. vi = [1,0,0]7, vlastnim vektorem je i jeho libovolny nenulovy
nasobek.

Podobné budeme postupovat i u zbylych vlastnich ¢isel. Vlastni vektor k vlast-
nimu ¢slu Ay = § nalezneme jako fesenf soustavy ((3)I — A)x = 0. Matici
soustavy upravime na stupnovity tvar:

) 9/2 0 0 100
JI-A=| 0 =32 32 ~011
0 —3/2 —3/2 000

Pro libovolné feSeni této homogenni soustavy x musi platit z; = 0 a 25 =
—x3, pritom za neznamou r3 muzeme zvolit libovolné realné ¢islo. Za vlastni
vektor k vlastnimu ¢islu Ay = % vyberme napt. vo = [0, —1,1]7, ktery dosta-
neme tak, ze zvolime nenulové z3 = 1 (vlastnim vektorem je i jeho libovolny
nenulovy nésobek).

Vlastni vektor k poslednimu vlastnimu ¢islu A3 = g urcujeme jako reSeni
soustavy ((2)I—A)x = 0. Také nyn{ upravime matici soustavy na stupnovity
tvar:

. 15/2 0 0 10 0
GI-A=1 0 32 —32|~01 -1
0 —3/2 3/2 00 0

Resenfm této homogenni soustavy je kazdy vektor x, pro ktery plati: ; = 0
a To = T3, pricemz xz muze byt libovolné realné cislo. Za vlastni vektor
k vlastnimu ¢fslu A3 = I volbou z3 = 1 dostaneme v3 = [0,1,1]” (pFitom
vlastnim vektorem je i jeho libovolny nenulovy nésobek).

Protoze hledame vlastni vektory k redlné symetrické matici A, do matice
T je vhodné uzit ortonormalni vlastni vektory, potom plati A = TJTT.
Potiebujeme proto vektory vybrané vyse jesté ”znormovat”, nebot vlastni
vektory k ruznym vlastnim ¢islum realné symetrické matice A jsou jiz or-
togonalni. Jednotlivé vektory proto vynasobime pfevracenou hodnotou je-
jich normy, dostaneme tak trojici hy = [1,0,0]7, hy = ?[O, —1,1]7, hy =

V2

¥210,1,1]". Potom pro matici

10 0
T=|0 ¢ ¥
U



bude platit dokonce T~! = T? = T.

Uvazujeme-li kvadratickou formu k(x) = x” Ax v prostoru R3 a ozna¢ime-li
nyni T?x = x = [, 73]7, potom bude mozné v téchto novych soufadnicich
vyjadrit kvadratickou formu x(x) ve tvaru souc¢tu druhych mocnin

k(x) = xTAx = x" (TIT )x = (TTx)TJ(T'x) =
=x"JIx = (01,10, 03] I [m1, M2, ms) " = Mmi + Aams + Aam3.

Piitom ale X = [n1,m2,...,m,]7 = TTx jsou pouze soufadnice prvku x

uvazované vzhledem k jiné bazi. V této béazi lze tedy zapsat kvadratickou
formu x(x) ve tvaru linedrni kombinace ¢tvercu soutadnic

K(X) = \ind 4+ Aomf 4+ .+ A2,

koeficienty jsou pfitom vlastni ¢isla matice A.
Pro nase zadani jsou nové soutradnice

[7717 12, 773]T =X = TTX =

1 0 0 ) T
e B Y s
0 ? g s §I2+§$3

Kvadratickd forma x(x) ma v téchto novych souradnicich tvar linedrni kom-
binace ¢tvercu, konkrétné
2 2
1{ V2 V2 7 (V2 V2
K(x) = —4af + = [ —a + —x | =22+ =2
(x) 12(22+23>+2<2223

(O spravnosti této ¢asti vypoctu se lze snadno presvédéit tim, ze umocnime
prislusné soucty a vyraz zjednodusime, dostaneme tak vyjadieni kvadratické
formy ze zadéni.)

N&s vypocet je jiz skoro hotov. V zadané rovnici kvadratické plochy byl totiz
vektor b nulovy, proto odpada pri urcovani zakladniho tvaru rovnice kvadriky
dopliovani na ¢tverec (iprava zndma jiz ze sttedni skoly).

—42% + 2202 + 3xpx5 + 222 — 1 =0

L v2 V2 N\ TV Ve
—45’3?*2(—2952 25’33) +2<2x2+2$3 =1
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1 7
—42? + 1(—@ +3)? 4+ —(1y +23)2 =1

4
$% (—.1'2 + 1’3)2 (iEQ + 1‘3)2 —1
- 1 1 =
4 7

Toto je zakladni tvar rovnice jednodilného hyperboloidu, jehoz osou je osa
x1. Protoze dva séitance s kladnymi znaménky nemaji stejny jmenovatel,
nejednd se o plochu rotacéni (fezy rovinami kolmymi na osu x; jsou elipsy, ne
kruznice).



