PROSTORY SE SKALARNIM SOUCINEM

Definice Necht L je linedarni vektorovy prostor nad R. Zobrazeni L x L—R splriujici
vlastnosts

1. (z,2) >0 Vrel, (r,z)=0%2=0,

2. (v,y) = (y,z) Va,y€L,

3. (A\z,y) = A(z,y) Vr,y €L, VAER,

4 (z+zy)=(x,y)+(zy) Voyzel,
se nazyvd skalarni soucin na prostoru L. Linedrni vektorovy prostor nad R se skaldrnim
soucinem se nazyvd euklidovsky prostor.

Véta Necht L je euklidovsky prostor. Potom plati:
1. (x,\y) = ANz,y) Vz,ye L, VAXER,
2. (x,y+2)=(z,y)+ (x,2) Vx,y,z €L,
3. (0,z2) =(z,0)=0 VzecLl.

Véta (Cauchy-Schwarzova nerovnost)
Necht L je euklidovsky prostor, necht x,y € L jsou libovolné dva prvky. Potom plati

(z,9)]* < (z,2)(y, y).

Véta Necht L je euklidovskyj prostor. Potom zobrazeni L—R definované predpisem ||z|| =
\/(z, x) pro kaZdé x € L se nazyvd norma indukovana skalarnim souéinem a plati:

L ||z|]|] >0 Vzel, |lz|]|]=0<2=0,

2. |[Mx|| = |\ - ||z]] Yz e L, VAeR,

3. Ml +yll < lzf[ +[lyll Ve, y € L.

Definice Necht L je euklidovsky prostor, x,y € L. Rekneme, Ze prvky =, y jsou kolmé

(ortogonalni), jestlize (z,y) = 0, piseme xLly. Necht Si, Sy jsou podmnoZiny prostoru

L. Rekneme, Ze mnoziny Sy, S» jsou kolmé (ortogondlni), jestlize pro kazdé x € S; a

pro kazdé y € Sy je x Ly, t.j. (x,y) =0, piseme S LSs.

Véta (Pythagorova véta) Necht L je euklidovsky prostor, necht x,y € L. Potom plati:
vly <= ||z +y|* = [|=]]> + [yl

Véta Necht L je euklidovsky prostor, vy, vy, ..., v, nenulové, navzdjem ortogondlni proky
prostoru L. Potom jsou tyto prvky vy, va, ..., v linedrné nezdvislé.

Definice Necht L je euklidovsky prostor dimenze n. Kazdd mnoZina n prvki prostoru L,
které jsou nenulové a navzdjem ortogondlni, se nazyvd ortogonalni baze prostoru L.

Véta (Gram-Schmidtav proces) V kazdém nenulovém, euklidovském prostoru konecné
dimenze existuje ortogondlni baze.



1 =MW
(y27 1)1)
(U17 Ul)

v3 = Y3 + Brvr + Bova, 1= —

Vg = Yo + ¥, = —

(y3,v1) _ _(93702)
(v1,v1) b= (v2, v2)

Definice Necht L je euklidovsky prostor, prvky ei, es, ...,e, € L prostoru L. Rekneme, Ze
mmnoZzina téchto prvki je ortonormalni, jestlize plati:

(61',6]‘):0 Vi,j:].,...,k, Z?éj

(61‘,62'):1 VZ:L,]C
Jestlize ortonormdlni prvky tvori bdzi prostoru L, potom mluvime o ortonormalni bazi
prostoru L.

Véta V kazZdém nenulovém, euklidovskéem prostoru konecné dimenze existuje ortonor-
malni badze.



ORTOGONALNI PRUMET

Definice Necht L je euklidovsky prostor, necht Ly je podprostor prostoru L, necht v € L,
v & Li. Prvek vy se nazyvd ortogonalni prumét prvku v do podprostoru Lq, jestlize
Vo € Ll a (U - Uo)J_E,l.

Ozna¢me by, by, ..., by, bazi podprostoru L1, vy = A\jby + Aobo + -+ + A\, (v—1g,b;) =0
Vi=1,.. k.

(’U, bl) = )\1(1)1, bl) + )\2(b2, bl) + -t )\k(bk, bl),
(v,b2) = A1(b1, ba) + Aa(ba, ba) + - -+ + A (bk, ba),

(U, bk) = )\1(51, bk) + )\2(62, bk) + -+ )\k(bka bk)

Je-li baze podprostoru £; ortogonalni, potom soustavu rovnic ziskdme ve tvaru

(v,b1) = A1 (b1, b1),
(v,b2) = Aa(ba, ba),

(Uabk) = Ak(bk; bk),

b; ,
a tedy \; = (<;}i: bi)) pro kazdé i =1, ..., k.
Matice
(b1,b1) (b1, b2) -+ (b1, 0bk)
(b27b1) (b27b2) ttt (b27bk)
G=[bib)=| |
(bkabl) (bkabQ) T (bk7bl€)

se nazyva Gramova matice prvki by, bo, ..., by.

Pro Gramovu matici G prvki by, b, ..., by plati:
1. G je symetrickd matice,
2. G je regularni pravé tehdy, kdyz prvky by, bs, ..., by jsou linedrné nezavislé.



Véta Necht L je euklidovsky prostor, necht Ly je podprostor prostoru L, necht v € L,
v & L1. Potom existuje jednoznacné urceny ortogondlni prumét vy prvku v do podprostoru
Lq. Jestlize by, by, ..., by je bdaze podprostoru L1, potom vy = A1by + Xoby + - -+ + A\pby, kde
A, Az, o AT je jediné vesend soustavy rovnic

(v,b1) = A1(b1,b1) + Aa(ba, b1) + - - - + Ne(bk, b1),
(U, bg) = )\1(1)1, bg) —+ )\2(b2, 62) + -+ /\k(bk, bg),

(U, bk) = Al(bl, bk) + /\Q(bg, bk) + -t /\k(bk, bk)

(vvbi)
i =1,...k. Pro kazdy prvek x € Ly je ||[v — x|| > ||[v — vl|, rovnost nastdvd pouze pro
T = 1.

Jestlize bdze by, by, ..., by, podprostoru L je ortogondlni, potom plati: \; =

pro kaZdé



METODA NEJMENSICH CTVERCU

Méjme soustavu linearnich rovnic Az = b, matice A je typu m/n. Pokud soustava neméa
feSeni, pro kazdy vektor © € R, je Ax # b, tedy b — Ax # 0, tim ||b — Az|| # 0.
Pokusime se najit prvek = € R,, takovy, aby norma prvku ||b — Axg|| byla "nejmensi”.
Vezméme podprostor R(A) = {Az : = € R, } euklidovského prostoru Ry,.

Prvek b € R,,, b € R(A), najdeme by ortogonalni pramét prvku b do podprostoru R(A).
Protoze by € R(A), existuje zg € R,, tak, ze Axy = by.

16— Axol> = ||b — bol|* < ||b — Az||?, tedy ||b — Azo|| < ||b — Ax|| pro kazdé x € R,,.
Oznac¢ime-li b — Az = [ri(x),r2(x), ..., ()], minimalizujeme hodnotu ||b — Az||? =
r1(x)? + ro(x)? + -+ - + r,(x)?, proto ndzev "metoda nejmensich étvercii”.

Sloupce aq, as, ..., a, matice A generuji prostor R(A).

Jsou-li sloupce ay, as, ..., a, linedrné nezavislé, tvoii bazi prostoru R(A).
Potom by = Aja; + Agag + - -+ + Apan, (b—bo) LR(A).

Ziskame soustavu

(byar) = M(ay,a1) + Ae(az,a1) + -+« + A\p(an, ar),
(b, ag) = )\1(&1, CLQ) -+ )\Q(CLQ, ag) + -+ )\n(an, ag),

(by an) - )\1(0117 an) + /\2((12, an) +--+ /\n(ana an)'

Najdeme Feseni této soustavy [Ai, Aa, ..., AT
Ortogonalni primeét by = Aja; + Asas + -+ - + \pa,.
Soustava rovnic Az = by ma Feseni zo = [A1, A, ..., Au]”.



ORTOGONALNI DOPLNEK

Definice Necht L je euklidovsky prostor, necht U je podprostor prostoru L. MnoZinu
véech prvki x prostoru L ortogondlnich k podprostoru U budeme nazyvat ortogonalni
doplné&k podprostoru U v prostoru L a znacit U+ ={x € L : x1U}.

Véta Je-li U podprostor euklidovského prostoru L, potom ortogondlni doplnék UL je
podprostor prostoru L.

Véta Necht U je podprostor euklidovského prostoru L koneéné dimenze n. Potom plati

dim(U) + dim(U*) = dim L.



KVADRATICKE FORMY

Definice Je-li A redlnd symetricka matice 7adu n, potom zobrazeni k:R,—R, defino-
vané predpisem k(x) = 2T Az pro kaZdé x € R,,, budeme nazjvat kvadraticka forma na
prostoru R,, urcend matici A.

Véta Necht A je redlnd, symetrickd matice vddu n. Potom plati:

1. Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou redind.

2. Ke kaZdému vlastnimu cislu matice A existuje redlny vlastni vektor.

3. Vlastni vektory prislusné riznym vlastnim cislim matice A jsou ortogonalni pri

skaldrnim ndsobeni (u,v) = u’v.

Véta Je-li A je redlnd, symetrickd matice vdédu n, potom A = TIT!, kde Jordanova
matice J je redlnd a diagonalni, matici T lze poskladat po sloupcich z ortonormdlnich
vlastnich vektori.

Jak upravit kvadratickou formu k(z) = 27 Az?

A =TJTT, J = diag[\1, ..., \n], A1, ..., A vlastni ¢isla matice A, T - po sloupcich orto-
normalni vlastni vektory, potom r(x) = 27 Az = 27 (TITT )z = (TT2)TJ(T ).
Oznacime T x = 7 = [y, ..., )7, potom k(x) = T1IT = MNP + Xam3 + -+ - + A\

”Zakon setrvacnosti kvadratickych forem”

Je-1i kvadraticka forma x na readlném linedrnim vektorovém prostoru konec¢né dimenze vy-
jadrena ve dvou bazich jako linedrni kombinace ¢tvercti souradnic, je v obou vyjadrenich
stejny pocet kladnych koeficienti, stejny pocet zapornych koeficientd a stejny pocet nulo-
vych koeficientt.

Definice Je-li k(z) = 2T Az kvadratickd forma uréend redlnou, symetrickou matici A
radu n, potom oznacme

k - pocet kladnych vlastnich cisel matice A,

z - pocet zapornych vlastnich cisel matice A,

d=n— (k+ z) - ndsobnost vlastniho ¢isla 0 matice A.
Trojice cisel (k, z,d) se nazgva inercie kvadratické formy x (matice A) a znaci
in(k) =in(A) = (k, 2,d).

Zavér
Rikame, Ze kvadraticka forma  na linArnim vektorovém prostoru R,, je:
e pozitivné definitni < k(z) > 0Vzr € R,z # 0 < in(k) = (n,0,0),
e pozitivné semidefinitni < k() > 0 Vo € R, a existuje o € R, tak, ze k(o) =0
< in(k) = (k,0,d), d # 0,
e negativné definitni < k(z) < 0Vzx € R,, v # 0 < in(k) = (0,n,0)
e negativné semidefinitni & x(z) < 0Vz € R, a existuje 2o € R, tak, ze k(zo) =0
< in(k) = (0,2,d), d # 0,
e indefinitni < Jrq, 22 € R, tak, ze x(x1) > 0,x(x2) < 0 < in(k) = (k, 2,d), k # 0,

z # 0.



