4 - Domaci cviceni ¢. 4

Piiklad 4.1. Je dano zobrazeni £: R4 — P5 predpisem

L([a,b,c,d]") = (a—b+c)x® + (b—c+d)z* + (a—c+d)z® + (b—d+c)z? +(c—a+b)z+ (d—a+Db).

(a) Ukazte, Ze zobrazeni je linedrni.
(b) Urcete bézi a dimenzi jadra KerL a obrazu ImL.

(¢) Rozhodnéte, zda dané zobrazeni je izomorfismus.

fiklad 4.2. Pro linearni zobrazeni £: R4 — Ry plati:
a,b,c,d’) =[0,0,0,0] prave tehdy, kdyz a —b+c+d=0,2a+b—c+2d =0,
,1,1,17) = [2,3,4,5]T, £([0,0,1,07) = [1,2,1,2]T.

1
(a) Urcete £([2,7,8,—10]7).
(b) Napiste ptedpis zobrazeni £ pro libovolny prvek [a, b, ¢, d]” .

(c) Urcete dimenzi a bézi jadra a obrazu zobrazeni L.

Pii lad 4.3. Pro linearni zobrazeni £:R, — R4 plati:
‘C([l } ) [2 37475}T7 ‘C([17 _15 17 _1]T) = [1727576]T7 L([_la _17 17 1}T) = [_175a la -
L([1,1,1,-1]") = [-2,1,3,2]".

(a) Uréete £([12,0,14, —2]T).
(b) Napiste predpis zobrazeni £ pro libovolny prvek [a, b, ¢, d]T.

(c) Urcete dimenzi a bézi jadra a obrazu zobrazeni L.

Piiklad 4.4. Pro linearni zobrazeni £:R4 — R3 plati:
L([a,b,c,d]T) =1[0,0,0]T prave tehdy, kdyz 3a + 2b — ¢+ d = 0,
£([0,0,0,1]T) = [2,4,1]7.

(a) Urcete £([3,3,3,3]7).
(b) Napiste ptedpis zobrazeni £ pro libovolny prvek [a, b, ¢, d]” .

(c) Urcete dimenzi a bézi jadra a obrazu zobrazeni L.

Piiklad 4.5. Pro linearni zobrazeni L£: Po — Rj5 plati:
L(ax? +bx +¢) = [0,0,0,0 O} prave tehdy, kdyz a +b—3c=0,b+c =0,
La?+a+1)=2,1,21,27, L~ +2+2) — [1,1,3,1,1]7.

(a) Uréete L£(72% + 5x + 13).
(b) Napiste ptredpis zobrazeni £ pro libovolny prvek ax? + bz + c.

(c) Urcete dimenzi a bézi jadra a obrazu zobrazeni L.

1]7T,



Priklad 4.6. Je dano zobrazeni £:V — U.
(a) Ukazte, ze zobrazen{ je linearni.
(b) Urcete bézi a dimenzi jadra KerL a obrazu ImL.

(¢) Uréete matici A linedrniho zobrazeni £ v bézich e (z), ea(x), ... prostoru V a F1,Fy, ... pros-
toru U.

(d) Urcete matici B linedrntho zobrazeni £ v bézich v (z),va(z),... prostoru V a Up, U, ...
prostoru U.

(e) Urcete T matici pfechodu od béze e1(z), ea(x), ... k bdzi vi(x), v2(x), ... prostoru V.
(f) Urcete H matici prechodu od bize F1,Fs, ... k bdzi Uy, U,, ... prostoru U.
(g) Ukazte, e B = H ' AT.

Reste pro zobrazeni £: Py — Mo 3, které je dédno piedpisem

L{az® + b + ) = [ a+2 b—a }

3b+c 2b—c

Béze prostoru V = Ps:

e1(x) = 22, ex(x) = 7, e3(x) = 1;

v1(z) = 22 + 20 + 2, va(x) = 222 + 2 + 2, v3(z) = 222 + 22 + 1.
Béze prostoru U = My »:

10 0 1 00 00
F1_|:0 O:|7F2_|:0 0:|aF3_|:1 0:|7F4_|:0 1:|7
1 2 0 1 0 0 20
U, = 00’U2_[20’U3_ 12’U4_{01'
Priklad 4.7. Je dano zobrazeni £:V — U.
a) Ukazte, Ze zobrazen{ je linedrni.
b) Urcete bézi a dimenzi jadra KerL a obrazu ImL.

¢) Uréete matici A linedrniho zobrazeni £ v bézich Ei, E, ... prostoru V, f1, fo, ... prostoru Y.

(
(
(
(d) Uréete matici B linedrniho zobrazeni £ v béazich Vi, Vo, ... prostoru V, uy, usg, ... prostoru U.
(e) Urcete T matici pfechodu od béze E, Es, ... k bdzi V1, Vs, ... prostoru V.
(f) Urcete H matici prechodu od bdze f1, fa, ... k bdzi uq, us, ... prostoru U.
(g) Ukaizte, ze B = H 'AT.
Reste pro zobrazen{ £: My 3 — Ra, které je ddno predpisem

E([ a boc }) =la+db+ec+ fr.

d e f

Baze prostoru ¥V = My s:
B, — { 100 ] E

| one|

[V}
I
—
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1 -1 1 01 -1 0 0 1 0 0 0
Vl[o 00]’\’2{10 0]’V3{—110}’V4{1—1 1}’
1 0 0 -1 1 0
Vi=lo -1 -1 ’VG_[ 00 —1}
Béaze prostoru U = Rs:
fl = [17030]T7 f2 = [07 130]T7 f3 = [0703 1]T7
up = [1,2,1)7, ug = [1,1,2]7, ug = [2,1,1]7.

Piiklad 4.8. Je ddno zobrazeni £: My o — P3 predpisem

ﬁ([ : 2})_(a+2b—c)x3+(—a+2c—d)m2+(b+c+2d):c+(3b+20+d).

(a) Ukazte, ze zobrazeni je linedrni.
(b) Urcete matici A linedrnfho zobrazeni £ v bézich
1 2 0 1 0 0 2 0
Bl{o 0},32{2 0},33 [ 1 9 ],34[0 1 ] prostoru M o,
pr(x) =23+ 2?42, po(z) = 22 + 22 + 1, p3(x) = 2® + 2+ 1, py(x) = 22 + 2+ 1 prostoru Ps.

(¢) Rozhodnéte, zda dané zobrazeni je izomorfismus.

Piiklad 4.9. Zobrazeni £: M3 o — Po je ddno matici linedrniho zobrazeni
1 2 1 1
A= -1 1 0 1
1 1 3 1
v nasledujicich bazich:

vprostoruMzwgvbéziBlz{é }:|,B2:|:1 g:|,B3:|:(1) ?]’34:[3 1},

v prostoru Po v bézi ¢1(z) = 22+ 32 — 1, qo(x) = —22 + 2+ 3, q3(x) = 322 —x + 1.

. e e, , - b
Napiste predpis linedrniho zobrazeni £ pro obecnou matici [ i d } .

Piiklad 4.10. Zobrazeni £:P; — Rj5 je dano matici linedrniho zobrazeni

1 1

-1 1

A= 2 -1
3

4 2

v nasledujicich béazich:

v prostoru Py v bézi q1(z) = 2z — 3, ¢2(x) = = + 1,

v prostoru Rz v béazi by = [1,—1,0,1,1]T, by = [0,1,—1,1,-1]T, b3 = [1,0,1, -1, 1]7,
by =[1,1,1,0,-1]F, b5 = [-1,1,1,-1,0]T.

) 9 3

Napiste predpis linedrniho zobrazeni £ pro obecny polynom ax + b.



Priklad 4.11. Zobrazeni £:R3 — Ps je ddno matici linedrniho zobrazeni

1 -1 1
A= -2 1 -3
-1 -1 -3

v nasledujicich béazich:
v prostoru Rz v béazi by = [1,2,-2]7, by = [2,1, -1]T, b3 = [-1,2,1]T,
v prostoru P3 v béazi ¢1(z) = 22 + 3z, g2(z) =2 + 3, g3(x) = 2? —x + 1.

Napiste ptedpis linedrniho zobrazeni £ pro obecny prvek [a, b, c]T.

Piiklad 4.12. Je ddno zobrazeni £: M3 o — Ry pro kazdé [ Z Z } € My pfedpisem

2| @ P jadbtetdbtetdetdd.
c d

a) Ukazte, ze zobrazeni L je izomorfismus.
b) Uréete matici A zobrazeni £ v bazich
1 0 0 1 0 0 0
El[o 0:|7E2|:0 0} {1 0}E4{0 1:|pI'OStOI‘uM272,
up = [1,0,0,0]7, ug = [0,1,0,0]7, uz = [0,0,1,0]%, uy = [0,0,0, 1] prostoru Ry.
¢) Uréete matici inverznf A~! k matici A.

Oznagime-li £L(Y) = v pro libovolné Y € Ms o, v € Ry, potom L7 (v) =Y.
Pro inverznf zobrazeni £~ 'Ry — My 5 pak plati: A~10 = Y.

© jsou soutadnice prvku v = [a, b, ¢, d]T v bézi u1,uz, uz, us prostoru Ry,

Y jsou soufadnice obrazu Y v bazi Eq, Eq, Ez, E4 prostoru Ms s.

d) Urcete Y = A~17.
e) Urcete prvek Y ze soufadnic Y v bazi E,,E;, E;3, E4 prostoru Mj ».

f) Napiste predpis inverzniho zobrazenf £L=1:Ry — Ma.o.

Piiklad 4.13. Je déno zobrazeni £: Py — Ry pro kazdé ax* +bz®+cax?+dx+e € Py predpisem
Lax* +bx +ca? +dr+e)=[a—2d+e,~b+2c+d,~2b+c+e2a+b—ca+d—2e.
a) Ukazte, Ze zobrazeni L je izomorfismus.

b) Urcete matici A zobrazeni £ v béazich
pi(x) =2, pa(z) = 2, ps(x) = 22,  pal2)
€1 = [1707()’050],1—"62 - [07170a0a0] €3 =
prostoru Rs.

= ( ) = 1 prostoru Py,
[ ]T7 €4 = [Oa0707 170}T7 €5 = [Oa070707 1]T

¢) Uréete matici inverzni A~1 k matici A.

Oznaéime-li £(q) = v pro libovolné q € Py, v € Rs, potom L1 (v) = q.

Pro inverzni zobrazeni £L~1:R5 — P, pak plati: A~'7 = q.

© jsou soutadnice prvku v = [a, b, ¢, d, e]T v bazi e1, ea, €3, €4, €5 prostoru Rs,
g jsou soufadnice obrazu q v bazi p1(x), p2(x), ps(z), pa(x), ps(x) prostoru Py.

d) Uréete § = A~1%.



e) Urcete prvek ¢ ze soufadnic ¢ v bazi p1(x), pa(x), ps(x), pa(x), ps(x) prostoru Pj.

f) Napiste pfedpis inverzniho zobrazeni £L~1:R5 — P;.

Piiklad 4.14. Je dano zobrazeni £: P, — R pro kazdé az? + bx + ¢ € P, piedpisem
Lax® +br+c)=[a—2b+c,a—2¢c,b+ .
a) Ukazte, ze zobrazeni L je izomorfismus.

b) Urcete matici A zobrazen{ £ v bazich
pr(z) =22+ 2+ 1, po(x) = 2% —x + 1, p3(x) = —2% + o + 2 prostoru Ps,
vy = [1,0,1]7, vy = [2,1,0]T, v3 = [0,1,2,]7 prostoru Ra.

¢) Uréete matici inverznif A~! k matici A.

Oznac¢ime-li £(q) = u pro libovolné g € P2, u € Rz, potom L7 (u) = q.
Pro inverzni zobrazeni £L~1:R3 — P, pak plati: A~'4 = q.

 jsou soufadnice prvku u = [a, b, c]T v bazi vy, v2, v3 prostoru Ra,

q jsou souiadnice obrazu g v bazi pi(z), p2(x), ps(x) prostoru Ps.

d) Uréete @ soufadnice prvku u = [a,b, ¢]T v bézi vy, vs,v3 prostoru Rs.
e) Uréete ¢ = A~14.
f) Urcete prvek ¢ ze souradnic ¢ v bazi p1(z), p2(x), ps(x) prostoru Ps.

g) Napiste piedpis inverzniho zobrazeni £L=1: Rz — Ps.

b

Piiklad 4.15. Je ddno zobrazeni £: Mgy o — P3 pro kazdé { (2 d

} € My > predpisem

E([CCL 2}):(a+b)x3+(b+c)x2+(c+d)x+(a_b+d).

a) Ukazte, ze zobrazeni L je izomorfismus.
b) Urcete matici A zobrazeni £ v béazich
1 2 0 1 1 0 1 1
Bi(z) = [ 1 0 ],Bg— { 9 1 :|,B3— [ 5 1 }Bz;— [ 0 2 ] prostoru Mo 2,

p1(z) = 23+2%—x—1,po(v) = 23 —2?—2+1, p3(2) = -2 —22—2+1, ps(z) = 23+ 22+ +1
prostoru Ps.

¢) Uréete matici inverznf A~! k matici A.

Oznag¢ime-li £L(Y) = ¢ pro libovolné Y € Ms 2, q € Ps, potom L7 1(q) =Y.

Pro inverzni{ zobrazen{ £L7': P3 — My 5 pak plati: A~'g=7Y.
q jsou soutadnice prvku q = ax® + br? + cx + d v bézi pi(z), p2(z), p3(x), ps(x) prostoru Ps,

Y jsou soufadnice obrazu Y v bazi B;, By, B3, B4 prostoru My ».
d) Uréete ¢ souradnice prvku ¢ = az3 +baz? + cx +d v béazi p (x), p2(x), p3 (1), pa(z) prostoru Ps.
e) Uréete Y = A~1q.
f) Urcete prvek Y ze soufadnic Y v bézi B, By, B3, By prostoru Ms 5.

g) Napiste pfedpis inverzniho zobrazeni £L=!: Py — My 5.



Priklad 4.16. Zobrazeni £: Py — R3 je ddno matici linedrniho zobrazeni

2 1 -1
A=]1 -1 1
1 1 3

v nasledujicich béazich:

v prostoru Py v bézi q1(z) = 22 + 2 — 1, ga(x) = 2% — 2 + 2, qg( )= —z% + 2z + 3,

v prostoru Rz v béazi by = [1,1,0]T, by = [3,0,2]T, b3 =[0,1,2]T.

Rozhodnéte, zda zobrazeni £ je izomorfismus. Pokud ano, napiste predpis inverzniho linearniho
zobrazeni £~ pro obecny prvek [a, b, c|T.

Piiklad 4.17. Zobrazeni £:Ry — M3 2 je ddno matici linedrniho zobrazeni

N O ==
|

— == O

—_ = O

S = DN =

v nasledujicich béazich:
v prostoru Ry v béazi by = [1,—1,2,1]7, by = [2,1,1,—1]T, by = [-1,2,1,1]T, by = T

. 10 11 0 0
v prostoru My o v bazi B; = { 01 :|,B2: [ 0 0 :|7B3: { 11 ] B, = { }
Rozhodnéte, zda zobrazeni L je izomorfismus. Pokud ano, napiste predpis inverzniho linearniho
zobrazeni £~ pro obecny prvek { CCL 2



