1. Linearni a vektorova algebra

1.1 n-rozmeérné aritmetické vektory

Definice 1.1
Uspofédané n-tice realnych Cisel (popf. komplexnich) se nazyvaiji
n-rozmérné aritmetické vektory (vektory dimenze n).

Znacime je ?(a" Ay e a,) nebo a= (a,, a, ....- a,)

a Cisla a,, : PR a, se nazyvaji souradnice vektoru a’

Rikdme, Ze n-rozmérné vektory aa ?jsou si rovny (?= B))

praveé tehdy kdyz plati a,= b,, a,=b,, .......... a,=b,.

Souctem n- rozmernych vektorii aa b nazyvame n-rozmerny vektor ¢
(c a +E)) pravé tehdy kdyz plati ¢c,= a,+ b,, ¢c,= a,*+ b,, .......... c.=atb,.
Vektorem k.a, kde k je realné (popr komplexni) €islo (tzv. skalar)

aaj Je n-rozmérny vektor, rozumime n-rozmérny vektor d = (d,, d,, ..... d,)

se souradnicemi d,= k.a,, d, = k.a,, .......... d ,=k.a,.
Tuto operaci nazyvame nésobeni vektoru skalarem.

= 0: nulovy vektor
k=-1. -1.a=(-a,, -a,, -...- -a,)=-a  opacny vektor

Priklad 1

Rozhodnéte, zda se jedna o vektory a urCete jejich dimenzi.
=(1, 5, -1 0)

=(-2, 5, 3)

= (5,5, 6,85, 2, 4, 0)

= (A, B), A[1, -1], B[2,0] jsou body v roviné



Véta 1.1
Pro_gcgltam s a b c platl pravidla:

( ¢’ - n-rozmérné vektory, k, k,, k, - realna nebo komplexni &isla)
—> = = ‘ez .

_a_)+ llf b+a N komutativnost sc¢itani vektoru

a+(B+T)=(@4+bj+7¢ asociativnost séitani vektort

=

a+o=a N

k,.(k af = (k,.k,). asociativnost nasobeni skalarem

distributivnost nasobeni skalarem

Definice 1.2

Mnozina vSech n-rozmérnych vektori s operacemi scitani vektor(l

a nasobeni vektoru skalarem se nazyva n-rozmérny vektorovy prostor
(vektorovy prostor dimenze n) a znaCise V..

Definice 1.3

Rikame, ze vektor ?Je linearni komb|nac1 vektoru a1, az, ..... 5?,
je-li mozno vyjadrit jej ve tvaru b= k.a, a+ k2a1 ...... + kpap,
kde k,, k,, ...... K., jSOU koeficienty linearni kombinace.

Soustava vektoru a1, az, ..... ?p e V, se nazyva linearné zavisla,
je-li alespon jeden z téchto vektorli mozné vyjadfrit jako linearni kombinaci
ostatnich vektoru.

e i o —> => —>
Neni-li mozné zadny z vektoru a,, a,, ..... a, € V, vyjadrit jako linearni
kombinaci ostatnich, pak fikame, Ze tyto vektory jsou linearné nezavislé.

Véta 1.2
Je-li v soustavée vektorl jeden nulovy vektor, pak tato soustava je
linearné zavisla.

Véta 1.3 N

Soustava vektoru a1, az, ..... a, €V, je linearné zavisla, prave tehdy kdyz
plati: ka+ka_>+ ...... +k5—)=6?

kde alespon jeden z koeficientu k,, k,, ...... k, je rizny od nuly.

Soustava vektoru 5:, 'éi, ..... a e V Je linearné nezavisla, pravée tehdy
kdyZ plati: k.a+ ka+ .....+ k o’ pouze pro k,=k,=...=k = 0.

Dusledek véty 1.3
.__)
Dva vektory a’a b jSOU Ilneame zavislé, jetlize jeden je nenulovym

nasobkem druhého, {j. a=k. b k=0.



Priklad 4
Rozhodnete gda vekory jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
=(2,3,6),b=(1,5,2),¢c=(1,0, 3)

:-?= (2,3,6),B=(1,5,2),¢=(1,0,3),d=(1,1,1)

a=(2, 3, 6), B=(1,5,2),c= (5,11, 14)

7= (2, 3,6), 5= (0, 0, 0), ©= (5, 11, 14)

2= (2, -3, 6),B=(-6, 9, -10)

?= (2 3)! = ('6! 9)

Definice 1.4 N

Kazda soustava n linearné nezavislych vektord a1, az, ..... an eV,

se nazyva baze vektorovehoprostoru V, aznadi se (a1, Ay ceeee ?n).
Vektorovy prostor s bazi (a1, az, ..... a ) budeme znadit V (5)1,_2, ..... ?n).

Véta 1.4
Kazdy vektorovy prostor ma alespon jednu bazi.

Kazdy vektor ae V, lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektorl baze,

pricemz koeficienty linearni kombinace jsou uréeny jednoznaéné.
Kazda soustava n+1 vektor( v prostoru V, je linearné zavisla.

Priklad 5
UkaZzte, Ze soustava zakladnich jednotkovych vektort tvofi bazi

V((1,0),(0,1))
Vi((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))

Priklad 6
UrCete bazi vektorového prostoru V

Priklad 7
Urcete, které soustavy vektorl z pfikladu 4 jsou baze vektorového
prostoru.

Priklad 8 N N

Dokazte, ze vektory a,= (1,5, 2) a a,= (2,5, 3) tvofi bazi vektorového
prostoru V..

Vyjadrete vektor u= (4, 1) pomoci této baze.



1.2 Vektory v geometrii

Orientovana usecka AB
= Usecka s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B.

Definice 1.5 |
Geometrickym vektorem rozumime mnozinu véech orientovanych Usedéek,
které maji stejnou délku, jsou rovhobézné a souhlasné orientované.

Umisténi vektoru je kazda jednotliva orientovana useéka z této mnoziny.

__.)
Umisténi vektoru AB = rozdil bodl B - A.

Priklad 9 S5 >
UrcCete soufadnice vektoru u = AB, A[-3, 0, 1], B[1, 2, -1].

Definice 1.6
\[glikosti (délkou) vektoru a nazyvame délku jeho umisténi.

la|=Va’+a, +.. +a,’
Vektor, jehoz velikost se rovna jedné, se nazyva jednotkovy vektor.

~ Priklad 10

Uréete velikost vektoru U z pfikladu 9.
Pokud vektor i’ neni jednotkovy, provedte jeho normovani.

Definice 1.7
Dva nenulové vektory jsou kolinearni, jestlize jejich umisténi jsou
rovnhobézna.

Definice 1.8
TFi (nebo vice) nenulove vektory jsou komplanarni, jestlize kazdy z nich
je rovnobézny s touz rovinou.

Véta 1.5

Dva nenulové vektory jsou linearné zavislé, pravé tehdy kdyzZ jsou
kolinearni.

Kazdé tfi vektory v roviné jsou linearné zavislée.

TFi nenulové vektory v prostoru jsou linearné zavislé, prave tehdy kdyz
jsou komplanarni.

Kazdé Ctyri vektory v prostoru jsou linearné zavislé.



Definice 1.9

S_gujgdnicovou bazi v roviné nazyvame kazdou uspoféda_n)ou dvojici
(u,, U,) nekolinearnich (ij. linearné nezavislych) vektoru 71, U,.
Souradnicovou bazi v prostoru nazyvame kazdou usporadanou trojici
(U:, ﬁz Hz) nekomplanarnich (ij. linearné nezavislych) vektort Tﬁ, ﬁz Ez
Jestliég_;/ektory ?1, U, jsou vzajemné kolmé, resp. kazdé dva z vektor(i
_u)1,_u)2, U, jsou vzajemné kolmé, pak se tyto baze nazyvaji ortogonalni
(pravouhla) baze.

Jestlize vektory ortogonalni baze jsou navic jednotkové, pak se tato
baze nazyva ortonormalni (kartézska) baze.

Umistime-li vSechny vektory baze do bodu O (pocatek soustavy
souradnic), pak mluvime o kartézské soustavé souradnic (O, Cﬁ, ?2),
(0, u;, W, u3).

Véta 1.6
v g —> . v v v , . o 5

Kazdy vektor a'lze jednoznacné rozlozit do zakladnich vektoru baze,

tj, vzdy existuji takova Cisla a,, a,, resp. a,, a,, a,, ze plati

J y _>J_ K9 s1a a,, 2__>_p ﬁw 23 3? IOI?
a=a,.u,+a,u, resp.a=a,.u, +a,.u,+a,u;.

Cisla a,, a,, resp. a,, a,, a,se nazyvaji souradnice vektoru a v bazi

—> > =5
(T, W), resp. (U, T ).

Obdobnym zplisobem zavedeme uvedené pojmy ve vicerozmérnych
prostorech. NN NN
Ortonormalni baze se obvykle znadi (e,, e,, ;) nebo (i, j, k).



1.3 Skalarni soucin

Definice 1.10
ghlem (odchylkou) ¢ dvou nenulovych nekolinearnich vektort a'= OA,
b=0B nazyvéme_guty uhel polopfimek OA, OB.

Jsou-li vektory a, b souhlasné, resp. nesouhlasné kolinearni, pak

¢ =0, resp. o =m.

9 ’
Y
o<
/ ¢ .
o
Definice 1.11 s RN

Skalaqym soucinem a.b dvou nenulovych vektorll a, b rozumime
_)

ab 1a| .|b].cos ¢, N

kde |a], |b| jsou velikosti vektoru a a0 je uhel téchto vektoru.
JestliZze je alespon jeden z vektoru a, b nulovy, pak—a).B’= 0.

Véta 1.7
Skalarni soucin dvou nenulovych vektor se rovna nule, pravé tehdy
kdyz tyto vektory jsou k sobé kolmé.

Véta 1.8
Vypocet skalérniho_>s ¢inu. P_c_; vektory a, b dané soufadnicemi
V c_)gonormalnl bazi (1,ﬁ_)r_gsp (i, j, k) plati

ab=a.b, +a,b, respab=a.b, +a.b,+a.hb, .

Véta 1.9

Vlast@stl skalarniho soucinu.

a.2 ap= b_a), > S>>

(a -l-_)b) .c=ab+a E;

k_)(a ﬁ (k‘a’)To’ a (k.bj, keR,

|a] =

Véta 1.10 N

Vypocet odchylky vektort. Pro nenulové vektory a, b dané

souradnicemi v ortonormalni bazi plati 35
COS = — —

|a].|b]

Priklad 11 N
Vypocitejte skalarni soucin vektoru a= (1, g 3), b=(2,1,0).
Vypocitejte odchylku vektort a= (1,-5,3),b=(2,1, 0).



1.4 Vektorovy soucin

Definice 1.13 N

Vegorovym soudinem a x b dvou nenulovych nekolmegrnlch vektord

a, b v kartézské soustave souradnic nazyvame vektor ¢, pro ktery platl

1. Velikost vektoru c se rovna obsah rovnhobéznika ABCD ktery je uréen
vektory a= AB, b'=AD.

2. Vektor ¢ Je koImy k roviné rovnobéznika ABC

3. Vektor ¢ je orientovan tak, aby tro;hran (@, b, c mél kladnou orientaci,
ti. aby determinant |a, a, a,|

b, b, b, >0
c1 CZ c3 ][
Jestlize vektory , bjSOU kolinearni hebo alespon jeden z nich je nulovy,
> _ =
pak a’xb =0 A
D C
-2 A
C y
- /
) v
A a B
Véta 1.12 N
Vypocet vektorového soucinu. Pro vektorovy souéin < E> x b’ dvou
vektord a, b’danych soufadnicemi v ortonormalni bazi (i, j, B plati
- - L]k
c=axb= a, a, a, = fa a a a a, a,
b, b, b, ( b, by, /b, bj, b, b, )
Véta 1.13
Vlastnostl vektorového soucinu.

xB=-(b'xa

(axﬁ-(kaxb =2'x (k.b)
a_)x(b+c —(axE))+(?xa

Priklad 12
Vypoctéte vektorovy soucin vektord a= (1, -5, 3), =(2,1, 0).

Priklad 13
Urcete obsah rovnobéznika ABCD: A[2, 4, 5], B[1, 0, 0], C[O0, 2, 0].

Priklad 14
Napiste obecnou rovnici roviny p = ABC: A[1, 4, -2], B[O, 5, 1], C[2, -1, 0].



1.5 SmisSeny soucin

Definice 1. 14 _ ey s o o
Smiseny | em c_:ftrl vektorl a, b, ¢ (v tomto poradi) nazyvame
Cislo [a b cl= (a x?)

Véta 1.14

. re g v iv . ve gur o TP T>P
Vypocet smiseného soucinu. Pro smiseny soucin tri vektoru a, b, c
(v tomto poradi) danych souradnicemi v ortonormalni bazi (i, j, k) plati

1 a2 a3
Bbcl = b, b, b,

¢, C G

Véta 1.15
Jestlize vektor a b, sou komplanarni nebo alespon jeden z nich je

_)
nulovy, pak [ab T=

H G
Véta 1.16 // /
Vl]astnosti sm iSegého §_9ué' /
[abc-gz(_) .c=a. bxc F /
Bocl=] =_-[bacl=. /
objem rovnob nosténu BCDEFGH / C
V=[REB ]l / /S
e

Priklad 15 NN
_ypoctete smgeny soucin vektoru a,b,c
(1 '5 3)5 (2 1 0)! (1 '1! 2)

Priklad 16
Urcete objem rovnobéznosténu ABCDEFGH:
Al2, 4, 5], B[1, 0, 0], C[0, 2, 0], D[O, 0, 3].



