2. Maticova algebra

2.1 Matice
Definice 2.1 3 3
Obdélnikové schéma Ay Ay aeees a,,
A, Ay eenee a,,
A= e,
a., a, ... a_.

které je vytvoreno z realnych (komplexnich) Cisel sestavenych do
m fadkl a n sloupcll nazyvame matici A typu (m, n).

Mazeme také fict, Ze matici A typu (m, n) nazyvame

m-tici n-rozmérnych vektorl napsanych v fadcich pod sebou nebo
n-tici m-rozmérnych vektorl napsanych v sloupcich vedle sebe.
Cisla a, (i=1... ,j =1 ....n) se nazyvaji prvky matice.

Prvky a,,, a,,,,,a,,, S€ hazyvaji prvky hlavni diagonaly matice A.

mm

Definice 2.2 Ay App oo a,
Matici A (n, n) Ay Ay eeeee a,,
a, a, ... a,

nazyvame ctvercovou matici n-tého fadu.
Prvky a,,, a,,,,,,a,., (a,) se nazyvaji prvky hlavni diagonaly matice A,
prvky a,,, a,...,,,a,, S€ nazyvaji prvky vedlejsi diagonaly matice A.

Definice 2.3 0 0 0
Nulova matice je matice O (m,n): 00 .0
aij = 0’ Vi = 1’ 2m’J = 1’ Zn O = |  suscusessssesssssss
Jednotkova matice n-tého radu 1 0 ... 0
je ¢tvercova matice I (n, n), nékdy téz E: o 1 ... 0

aij= 1!Vi=j!i=192----nsj=1!2----n- L= e
a,= 0,Vi#j,i=1,20m =120 | e,

¥



Definice 2.4

Transponovana matice A"k matici A vznikne z dané matice A

vzajemnou vymeénou fadkud a sloupcl.
Plati: (A7) = A.

Priklad 2.1
Urcete transponovanou matici A"k matici

Definice 2.5
Horni trojuhelnikova matice je matice
U (m, n), jejiz vSechny prvky pod hlavni
diagonalou jsou nulové,
ti. u;= 0, proi>j.

Definice 2.6

Dolni trojuhelnikova matice

je matice L (m, n), jejiz vSechny L
prvky nad hlavni diagonalou

jsou nulove, tj. I, = 0, proi <j.

Definice 2.7

Diagonalni matice je Ctvercova

matice D (n, n), jejiz vSechny prvky D
lezici mimo hlavni diagonalu

jsou nulove, tj. u; = 0, proi #j.

Priklad 2.2
Uvedte pfiklad horni trojuhelnikové matice,

dolni trojuhelnikové matice a diagonalni matice.
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2.2 Aritmetické operace s maticemi

Definice 2.8

Rovnost matic. Matice A, B se rovnaiji, jestlize jsou téhoz typu (m, n)
a stejnolehlé prvky jsou si rovny,

. A=B < a;=b, Vi=1,2..m,j=1, 2..n.

Definice 2.9

Soucéet matic. Souctem dvou matic A, B téhoz typu (m, n) je matice
C (m, n)=A + B, pro jejiz prvky plati:

c,=a;+b,i=1,2..mj=1,2..n

Priklad 2.3 r r |
e ¢ o _ _ 1 2 3 1 1 1

Vypolitejte maticiC=A+B: A= 2 1 1 B= 2 3 22 l

Véta 2.1

Pravidla pro séitani matic.

A+B=B+A komutativni zakon

(A+B)+C=A+(B+C) asociativni zakon
(A+B) =A"+B’
A+O0O=0+A=A

Priklad 2.4
Ovérte pravidla pro sc€itani pro matice A, B z prikladu 2.1.

Definice 2.10

Nasobeni matice €islem (skalarem). Souc¢inem matice A (m, n)
se skalarem keR je matice B (m, n) = k. A, pro jejiz prvky plati:
b,=k.a;,i=1,2..m,j=1, 2...n.

ij ?

Priklad 2.5
Vypocitejte matici C = 3A.

Véta 2.2

Pravidla pro nasobeni matice ¢islem. (k, [eR)
kA+lLA=(k+1).A - distributivni zakon
k(A+B)=kA+kB distributivni zakon
k.(l.A) = (k.1).A

(k.A)" = k.AT

Ij’fiklad 2.6
Reste maticovou rovnici 2A + X = 3B.



Definice 2.11

Soucin matic. Soucinem matice A (m,s) s matici B (s, n) je matice
C (m, n) =A. B, pro jejiz prvky plati:

c,=a,.b,+a,.b,+..... +a,.b,,i=1,2..m,j=1, 2....n,

tj. prvek c; je vysledkem skalarniho soucinu i-tého Fadkového vektoru
matice A a j-tého sloupcového vektoru matice B.

Priklad 2.7
Vypocitejte matici C = A.B a matici D = B.A.
5 3 i .
1 -2 3 1
A=|-5 1 B = |
2 3| 21 0 5
_[13 L_l4 0]
A=l 1 B=4 4
1 2 :
A= 14 0 B=[3 0o 1
Véta 2.3
Pravidla pro nasobeni matic: (keR)
A.(B.C) = (A.B).C asociativni zakon
(A+B).C=A.C+B.C distributivni zakon
(A.B) = B".A'
k.(A.B) = (k.A).B = A.(k.B)
Priklad 2.8
Ovérte pravidla pro nasobeni matic pro matice:
1 2 0 2 1 1ﬁ| 1 1 3
A=-1 1 3 B=1 0 1 C=2 2 0
2 1 1 0 -2 2 2 11

Mocnina ¢étvercové matice A (n, n):
Al =A

A=A"A proneN,n>2
Definujeme A’= .




Priklad 2.9
Vypotitejte druhou mocninu A* matice A. A = { 1 -3 }

Priklad 2.10

Vypoéitejte tfeti mocninu A’ matice A. '3 3 0
(nilpotentni matice) A= 1 3 3
0 -8 -6
Priklad 2.11 L
Vypogitejte A, A=|1 1
0 1
Pozorl!

Soucin matic neni obecné komutativni, tj. A.B = B.A
Komutativnost souc€inu matic plati pouze v pfipadech:
1. A 0O=0.A=0

2.Al=1LA=A

3. A.B =B.A, kde A, B jsou diagonalni matice.

4. A.A"=A"A=1 kde A" je matice inverzni k matici A.

Soucin dvou nenulovych matic muze byt matice nulova,
t. AB=0,kdyzA=0,B=O0..

Priklad 2.12
Vypocitejte C=A.BaD = B.A.

2 8|
A= 1 2} B =
3 6 14
111 1 2 3
2 1 0 1 2 3

Muze nastat rovhost AB=A.C, kdyz B = C.

Priklad 2.13
Vypocitejte A.B a A.C.

2 1 4 2

13 2 1 4 1 0
A=2 13 B=/2111 €=3244d
4 -3 -1 12 1 2 2 51 0



2.3 Hodnost matice

Definice 2.12
Hodnost h (A) matice A (m, n) je maximalni poCet linearné nezavislych
radkovych vektorl (popfipadé sloupcovych vektor().

Véta 2.4
Hodnost h (A) matice A (m, n) je nejvySe rovna mensimu z Cisel m, n.

Véta 2.5

Hodnost matice A se nezméni, jestlize:

1. Napiseme jeji radky v jiném poradi.

2. VVynasobime libovolny fadek €islem k = 0.

3. Pridame k matici radek, ktery je linearni kombinaci ostatnich radku.
4. Vynechame fadek, ktery je linearni kombinaci ostatnich radki.

5. K libovolnému radku pfi¢teme linearni kombinaci ostatnich radka.
Upravy 1.-5. z véty 2.5 nazyvame elementarni Gpravy matice.

Véta 2.6
Hodnost matice A se nezméni, jestlize provedeme elementarni upravy
se sloupci matice.

Jestlize matice A a B maji stejnou hodnost a stejny pocet sloupcu,
tj. matice B vznikla z matice A elementarnimi Upravami, pak rikame,

ze matice B je ekvivalentni s matici A a piSeme A ~ B.

Priklad 2.14
Uréete hodnosti matic A, B, C, D, E.

2 3 -1 2 6 -4 2 -3 13 18
A=5 8 2 B= -3 9 6 cC=(6 9 7 10
1 2 1 5 15 10 2 3 3 4
1 2 3 4 5 ~ _
2 3 4 5 1 3 4 3
D=3 4 5 1 2 E=|1 3 -1
1 3 512 9 1 -1 1
4 5 6 -3 3 1 2 3




Vysledky:

Priklad 2.3 Priklad 2.5
_ _ 2 3 4 _an_1 3 6 9
Priklad 2.6 1 1 -3]
X—3B-2A—{2 7 4
Priklad 2.7
11 13 15 20
C=AB= -3 9 15 0 D = B.A nelze nasobit
4 1 6 -13
c=AB= 1 3 D=BA= 4 -12
9 1 -1 -4
1 2 5 - ~
C=AB= 3 0o 4 D=BA= ¢ [
2 1 3 ] ]
L i
Priklad 2.9 5 . Priklad 210 | g 48 .9
A=, '5} A= 6 -18 -9
SR -8 24 12
Priklad 2.11 -
A7 = (1 127J AP=0
0 1
Piiklad 212 ~_a R = —pa- 26 52}
C=AB=0 D=BA= 13 2
11 6 -
C=AB=0 D=B.A= 2212 -2
11 6 1
Priklad 2.13 |
-3 -3 0 1
AB=AC= 115 0 -
-3 15 0 -

Priklad 2.14

h(A)=3,h(B)=1,h(C)=2,h(D)=3, h (E)=3



2.4 Inverzni matice

Definice 2.13
(;‘,tvercové matice A je regularni, jestlize det A = 0.
Ctvercova matice A je singularni, jestlize det A = 0.

Véta 2.7

Ke kazdé regularni matici A existuje takova matice A™, pro kterou plati:
AA'=A"A=E

kde E je jednotkova matice stejného fadu.

Matici A" nazyvame inverzni matice k matici A.

Véta 2.8 (viastnosti inverzni matice)

Ke kazdé regularni matici A existuje pravé jedna inverzni matice A”,
ktera ma tyto vlastnosti:

1. (A")Y'=A

2.(A.B)'=B".A"

3 (AT)-1 - (A-1)T

1
.
4. det A" = det A

Véta 2.9 (vypocet inverzni matice)
Necht A je regularni matice radu n. Pak inverzni matice A" se vypodita:

1 D, D, ....D,,
4 | Di Dy Dy
N
detA -----
'D,, D,, ...D,

kde Dij jsou doplriky prvk( aij matice A.

2. (Gauss - Jordanova eliminace)

el o~ N <ol l~lew

R -y "y Y
matice jednotkova horni  diagonalni  jednotkova inverzni
A matice E trojuhelnikova matice matice E matice

matice



Priklad 2.15

Urcete matice inverzni k maticim A, B obéma zplisoby uvedenymi
ve vété 2.9.

Provedte zkousku A.A" = E.

713 NEREINEY
A=l2 3 A= 213 13
11 - 12 0 112
B= 1 4 2 B'=| /4 112 34
L1 A 1 34 112 54
Priklad 2.16
Uréete inverzni matici A" k matici A.
3 01 0| 01 0 2
A=1 -2 0 0 A'=0 -1 0 1
3 0 0 1 1 3 0 -6
1 1 0 0 0 3 1 -6
Priklad 2.17
Ur&ete inverzni matici A" k matici A.
11 2
A=11 41 0 Matice A je singularni.
2 0 2

Priklad 2.18
Pomoci inverzni matice reste soustavu linearnich rovnic.

2x+ y+ z=2 1 /5 -2/5
x+3y+ z=5 A'=| 0 2/5 -1/5
2x+ y+2z=0 -1 0 1
AX=B YK T T
reseni: [x,vy,z] =[1, 2, -1
A'TAX=A"B oy, 2 =1 :

X=A"B



