3. Soustavy linearnich rovnic

3.1 Soustava linearnich rovnic

Definice 3.1
Soustavu m linearnich rovnic o n neznamych zapisujeme ve tvaru

AuX, X, e a, x,= b,
a, X, A,X, ceee a,x =b,
a, X, a,,X, «ceee a,Xx,=b,

Cisla a; jsou koeficienty soustavy.
Soustavu rovnic mizeme psat v maticovém tvaru A.X = B,oznaémime-li

B a11 a12 IIIII a1n h b1 X1
a, Ay - a,, b, X,

A= | B= X=
a,, A,, - a,, | b, | X,

A- matice soustavy, B -vektor pravych stran, X - vektor neznamych.

Matice A|B je rozSifena matice soustavy.

A, Ay, e a, | b,

A, Ay, .o a, b,
AB= .

A, A,y eeee a,, b,

Definice 3.2
Soustava, jejiz vektor pravych stran je nulovy vektor, tj. B =0,

je homogenni soustava. Je-li B # O, je soustava nehomogenni.

auX, apX, .o a,x,=0

A, X, A%, e a,x.=0

A, X, @,,X, e a, x,=0
Definice 3.3

Reseni soustavy je kazda n-tice &isel, ktera dané soustavé vyhovuje.



3.2 Reseni soustavy linearnich rovnic

Soustava ma:

reSeni (jedno nebo nekonec¢né mnoho) - fesitelna soustava,
pravé jedno reseni - jednoznacneé fesitelna soustava,

nema feseni - nefesitelna soustava.

Resit soustavu znamena najit véechna jeji fe$eni nebo zjistit,
ze je nefesitelna.

Metody feSeni soustav:

1. Pfimé metody - po konecném poctu pfesné provadénych
aritmetickych operaci davaji presné reseni.
(Gaussova eliminaéni metoda, Cramerovo pravidlo)

2. Numerické metody - urCuji posloupnost pfibliznych hodnot feseni.

Podminka feSitelnosti soustavy:

Véta 3.1 (Frobeniova véta)

Soustava m linearnich rovnic o n neznamych ma aspon jedno FeSeni,
jestlize hodnost matice soustavy se rovna hodnosti rozSifené matice
soustavy, tj. h(A) = h(A|B).

(Jestlize h(A) < h(A|B), pak soustava je neresitelna.)

Pocet feSeni urcuji véty:

Véta 3.2
Soustava m linearnich rovnic o n neznamych ma pravé jedno Feseni,

jestlize hodnost matice soustavy i hodnost roz8ifené matice se rovna
poCtu neznamych, tj. h(A) = h(A|B) = n.

Véta 3.3

Soustava m linearnich rovnic o n neznamych ma nekoneéné mnoho
FeSeni, jestlize hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice je
mensi nez pocet neznamych, tj. h(A) = h(A|B) < n.

Potom n-h neznamych volime libovolné (volime n-h parametr(i).

Véta 3.4
Homogenni soustava ma vzdy aspon jedno feSeni x,=x, =.... = x,= 0.

n



3.3 Gaussova eliminac¢ni metoda:

1.
Matici soustavy A a rozSifenou matici soustavy A|B upravime pomoci

elementarnich Uprav na horni trojuhelnikové matice, abychom zjistili
jejich hodnosti h(A), h(A|B).

2,
Podle véty 3.1 (Frobeniova véta) a vét 3.2, 3.3, ev. 3.4 uréime pocet
reSeni.

h(A), h(A[B)
/ \\
N
\\A
h(A) = h(A|B) h(A) < h(A|B)
aspon jedno rfesSeni nema reseni
// \\ :
g Sa \\
h(A) = h(A|B) = n. h(A) = h(A|B) < n. o
prave jedno rfeseni nekonecné mnoho feseni
| n - h parametr(
N |
\ !

3.
Vypocitame feseni.



3.4 Priklady

Gaussovou eliminaci reste soustavy linearnich rovnic:

1.
5x -9y + 5z =1
X-2y+ z=0
2X+3y +3z=2
2.
X+3y-7z=5
X+ y+ z=3
X+3y-7z2=8
3.
2x+3y+ z=1
X+4y-2z=3
X+3y- z=2
4

X+2y- z+ 3u= 1
-3x -6y + 5z-10u = -1
2x +4y + ou=4

5.

33X, + X, -2X,+ X, - X, =1
2X, = X, + X, - 3X,+ 65X, = 2
X, + 3X, - 2X;+ 5X,-7X,=3
3X, -2X,+ 7X,-5x,+8x,=3

6.
2x - y- z=0
3x+4y -2z=0
3x -2y +4z=0
7

X, =2X,+ X; - x,=0
-2X, +3X, -3X,+4x,=0
X, -3X, + x,=0
-X, +4x,+ X, -3x,=0

Feseni:

pravé jedno feseni
[x,y, 2] =[7, 1, -5]"

nema reseni

nekonecné mnoho reseni
[X,v, z]' = [-2t-1, 1+ 1, t], teR

nekonecné mnoho reseni
[Xv y7 Z1 U]T = [7‘5t1'2t2, t27 t1’ 2":1-'2]1—
t, ,eR

nema reseni

pravé jedno reseni
[, v, 2]' =0, 0, O]

nekonec¢né mnoho reseni
[X, v, z, u]" = [5t,-3t,, 2t,-t,, t,, t,]
t,teR



3.5 Soustavy s parametrem

Reste soustavy linearnich rovnic s parametrem acR:

1. Feseni:
ax+ y=1 a # -2. praveé jedno feseni
4x - 2y = a

X =[5 (2-a)T

a = -2: 00 feSeni
X,y =[t, 1+2t ' teR

2. FeSeni:

ax+ y+ z=1 a=1,a=-2: pravé jedno reseni
x+ay+ z=a o
x+ y+az=a' oy 2=l ot A ey

(2+a)’ (2+a) (2 +a)

a=1: 00 fe$eni
x,y,z]'=[1-t-k k, t], t, keR

a = -2: nema reseni

3. reseni:

X+ y+2z+2u=2 a = 1: 00 feseni

X+ 2y+3z+ u=3 [X,y,z,ul' =[1-k-3t,1-k +tk, t]
X + z+3u=a t, keR

a # 1. nema reseni



