4. Determinanty

4.1 Determinant matice

Definice 4.1

Determinant n-tého radu ¢tvercové matice A n-tého radu je €islo
det A = | A| definované takto:

1. n=1:detA= |a11| =a,

2. n=2:
detA= :“ :12 =a,.a,,- a,,.a,
21 22

3. n>2
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detA=| ~— =a,detA, -a,detA ,+ ... +(-1)"a, detA,

| an1 an2 ann !
kde A, , A,, ..... A, jsou matice (n-1)-ho radu, které vznikly z matice A
n-tého radu vynechanim prvniho radku a pfislusného (1., 2., .....n-t€ho)

sloupce. (Takové vyjadreni determinantu nazyvame rozvoj determinantu
podle prvniho radku.)

Véta 4.1 (Sarrusovo pravidlo)
A je Ctvercova matice 3. radu. Pak jeji determinant vypocitame
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Pfiklad 4.1 ! 1 4 1
Vypotitejte determinanty matic A, B: A= 3 1
2 7] 2 10

Pro vypocet determinantu matice fadu n > 3 pouzijeme
rozvoj determinantu podle Fadku nebo sloupce.

Véta 4.2
Necht A je matice n-tého radu.
Pak jeji determinant Ize rozvinout podle prvku libovolného (i-tého) radku

det A = (-1)"a,,det A ,+ (-1)"a, ,det A, + ..... +(-1)""a, det A
i=1,2,..n

Ci (j-tého) sloupce

det A = (-1)"a, det A, + (-1)""a, det A, + ..... +(-1)™a, detA,;
j=1,2,.n,

kde A, jsou matice (n-1)-ho radu, které vznikly z matice A n-tého radu
vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.

Cislo D,;= (-1)"a, ;det A, ;se nazyva (algebraicky) doplnék prvku a,,
Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce pak mizeme vyjadrit

detA=a,,D,,+a,D,*+ ... +a, D, i=1,2,...n,

in=in,

detA=a, D, +a,D,+ ... +a,D,j=1,2,..n.

nj=nj

Nejcastéji rozvijime determinant podle takového radku ¢i sloupce,
ve kterém je nejvic nulovych prvku.

Priklad 4.2
Vypocitejte determinanty matic A, B: » —
- B 1 2 3 0 1
1 0 1 2 2 11 0 3
2 3 2 .2 B=/1 1 0 5 1
A=5 4 2 0 0 2 0 0 3
3 0 5 -3 1 2 -3 0 0




Dusledek véty 4.2
Determinant trojuhelnikové, resp. diagonalni matice se rovna soucinu
prvkl na hlavni diagonale.

Priklad 4.3
Vypocditejte determinanty matic A, B:
1 4 5] 6 0 0
A= 0 1 -2 B= 0 3 0
0 0 2 0 0 -5

4.2 Vlastnosti determinantu matice

Véta 4.4
Pro libovolnou &tvercovou matici A plati det A = det A"

Disledkem véty 4.3 je, ze vSechna tvrzeni formulovana pro radky matice
plati i pro jeji sloupce.

Véta 4.5 (pravidla pro podéitani s determinanty)

1. Zaménime-li v matici pofadi dvou rfadkt, zméni se znaménko
determinantu.

2. Det A = 0, jestlize - jeden Fadek matice A je nulovy,
- matice ma dva radky linearné zavislé,
- jeden radek matice je linearni kombinaci ostatnich.

3. Jestlize vynasobime prvky jednoho libovolného fadku determinantu
Cislem k, nasobi se timto Cislem cely determinant.

k.a,, k.a,, ... k.az,,g =k. | @, @, ..a,
‘ an1 an2 Ema ann i an1 anz w ann

4. Determinant se nezmeéni, jestlize k libovolnému radku pfictu linearni
kombinaci ostatnich radku.

5. Pro dvé Ctvercové matice A, B stejného fadu plati
det A.B=detA.detB =det B.A




Priklad 4.4
Oveite pravidla pro pocitani s determinanty pro matice A, B, C:

1. 1 4 1 1 4 1
A= -2 10 B=1 0 2
1 0 2 2 10
2. 1 4 1] 10 1 2
13 2 0 6 3 6 -3
5 i | 3 0 5 -3
A= 1 -4 B{z -s}
3 2 3 2
4. ) i _
1 0 13 1 0 -1
A= -2 1 3 1+ B=/-2 1 3
1 2 0 2 3 0
5. § ] i ]
2 10 1 2 4
A= 1 1 3 B=0 1 1
0 1 1 2 1 1
Priklad 4.5

Vypocitejte priklad 4.2 upravou matic A, B na horni trojuhelnikové matice.

4.3 Reseni soustav linearnich rovnic pomoci
determinantu

Véta 4.6 (Cramerovo pravidlo)
Je-li determinant D matice soustavy riizny od nuly det A=D = 0,

pak tato soustava ma pravé jedno fesSeni
a,..a b, a.,..a

in

D D D
) & =ﬁ y X, = ‘5’2 y memmneas y X, =b“ » kde D,= = PYRRTENE - PR b2i = PYPRTR - PW
Je-li D = 0, pak soustava bud nema feseni = @ - @nis Doy Ay @,

nebo ma nekonec¢né mnoho reseni.

Priklad 4.6
Pomoci Cramerova pravidla reste soustavu rovnic: Xx+3y+ z=5
2x+ y+ z= 2
X+ y+5z=-7



