1 Parcialni zlomky

d
Funkei tvaru b(z), kde d(z), b(z) jsou realné polynomy, b(x) nenulovy, nazyvame funkci
T

racionalni. Pokud st(d) > st(b), lze polynomy d(z), b(z) délit se zbytkem. Potom lze

M* T M e a = 0 nebo st(a S uncia(x) ealx ) jsou
napsat b(x)_f()+b(x)’kd 0 nebo st(a) < st(b). Funk b(x)’kd (x),b(z) ]

realné, nenulové polynomy a st(a) < st(b), nazyvame funkci ryze racionalni.

Pokud polynom b(x) ve jmenovateli ryze raciondlni funkce Z(I) ma u nejvyssi mocniny
x

x nenulovy koeficient by # 1, potom lze ¢itatele i jmenovatele délit ¢islem by. Tim ziskame
a(z)
b(x)
mé tvar b(z) = 2" + byt + -+ by17 + by,
a(z)
b(x)
st(a) < st(b), b(x) = z" + byz™ ' + .-+ + b,_1x + b,. PouZijeme realny rozklad poly-
nomu b(z) = (z —c1)(x —co) - (x — ) (@ + Pz + @) (22 + per + o) - (P2 + iz +q). V
redlném rozkladu se vyskytuji pouze polynomy stupné 1 tvaru (z —c), kde ¢ je redlny kofen
polynomu b(z), & polynomy stupné 2 tvaru (z% + px + ¢), které maji dvojici komplexné
sdruzenych kotenti.
Pro lepsi pochopeni vysvétlime rozklad na parcialni zlomky v jednotlivych ptfipadech.

ryze racionalni funkeci , kde polynom b(x) mé u nejvyssi mocniny z koeficient 1, tedy

Méjme ryze racionalni funkci , kde a(z), b(z) jsou nenulové redlné polynomy,

1. Realny polynom b(x) ma jednoduché kofeny, tj. kofeny nasobnosti 1.
Realny rozklad polynomu

b(x) = (2 —c1)(x —ca) -+ (2 — ) (2 + pro 4+ @) (2 + por + @) - (2 + prz + q),

kde pro kazdé i = 1,...,k je ¢; redlny kofen polynomu b(z) a ¢; # ¢y pro kazdé
i,i' =1,..,k, i # i, aprokazdé j = 1,...,1 je 2® 4+ p;x + ¢; redlny polynom, ktery
mé za své kofeny dvojici komplexné sdruzenych ¢isel, pro kazdé j,j' = 1,...,1, j # j'
je p; # pj» nebo g; # g . Potom n = st(b) = k + 2.

a(z)

b(x)

Ciniteli (x — ¢) z redlného rozkladu polynomu b(z) parcidlni zlomek ——. Ve jme-

V rozkladu na parcidlni zlomky ryze racionéalni funkce odpovida korenovému

novateli je kofenovy cinitel, tedy polynom stupné 1, v citateli je obecny polynom
stupné 0.
a(z)

V rozkladu na parcialni zlomky ryze racionalni funkce W odpovida kvadratickému
x
trojélenu s komplexnimi koteny (22 + px +q) z redlného rozkladu polynomu b(x) par-
Ay Bz +C : . y R ,
cidlni zlomek ——————. Ve jmenovateli je polynom stupné 2, v citateli je obecny
T4+ pr +q



polynom stupné 1.

Rozklad na parcialni zlomky tedy predepiseme ve tvaru:

CL(JI) Al Ag Ak le + Cl BQ.T + CQ Bll’ + Cl
— + +. . + + . .+

- 2 2 + 2
b(x) z—c¢ —c rT—cp T2Hpr+q 22+ pr+ @ 2+ px + q

Nyni potfebujeme urc¢it ¢isla Ay, As, ..., Ag, B1, C1, By, Cy, ..., B, C;. Po vynasobeni
jmenovatelem ziskdme rovnost polynomt. Protoze polynomy se rovnaji, pokud jsou
stejné koeficienty u prislusnych mocnin x, budeme porovnavat koeficienty u moc-
nin x, ziskdme tak soustavu rovnic. VyfeSenim soustavy rovnic dostaneme Cdisla
Ay, Ay, Ay, By, Ch, By, Cy, ..., By, C), tedy rozklad ryze racionalni funkce na par-
cialni zlomky.

Ukazme vse na piikladu.
Priklad 1.1 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(z)  4at —162° — 112° — 8z — 9
b(z)  ab —2z% — 223 — 222 — 3z

Reseni

Polynom b(z) ma redlné koreny ¢; = 0, co = 3, ¢3 = —1 a dvojici komplexné sdru-
zenych kofenil ¢y = 1, ¢5 = —1i, kterym v redlném rozkladu odpovida kvadraticky
trojélen 22 + 1. Nyni mfizeme piedepsat parcialni zlomky ve tvaru

4r* — 1623 — 1122 —-8x—9 A B C Dx+ FE

vz —=3)(z+1)(22+1) 2 +x—3+$+1 i r2+1 7
Vynésobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost
4ot — 162% — 112? —8xr — 9 =
= A(z—3)(z+1)(2*+1)+Bz(z+1)(z*+1)+Cx(z—3) (2*+1)+(Dx+E)z(x—3)(z+1).
Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.
4zt —162° — 1122 — 82 — 9 =
=(A+B+C+D)z*+(-2A+B-3C—2D+ E)2*+ (-2A+B+C —3D —2E)2? +
(—2A+ B —3C — 3E)x — 3A.
Nyni porovname koeficienty u stejnych mocnin z. Tim ziskdme soustavu 5 rovnic pro
5 neznamych

x? 4 = A+B+C+D

2. —-16 = —24A+B—-3C—-2D+FE
z2: —11 = —2A+B+C—-3D—-2F
2t —8 = —24+B-3C-3F

20 -9 = -3A4,

kterd mé feseni A=3, B=-2, C =1, D=2, E=—1. Potom
4:104—16:103—11262—827—9_3 2 1 20 — 1

z(x —3)(x+1)(22+1) _;_a:—3+x—l—1+a72+1‘




Priklad 1.2 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(z) 92 +192° + 102" + 372° — 442? + 212 — 36
) x(r—2)(z+3) (@2 +x+1)(a? +3)

Reseni

Polynom b(z) méa realné kofeny ¢; = 0, c; = 2, c3 = —3, kvadratické trojcleny
(r24+x+1), (x* +3) maji pouze komplexni kofeny. Nyni miiZzeme piedepsat parcialni
zlomky ve tvaru

9x6+19x5+10$4+37$3—44x2~|—21x—36_é_i_ B N C N Dr+E Fr+G
z(r—2)(x +3) (22 + 2+ 1)(2% + 3) Cr r—2 x+3 22+x+1 22437

Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

925 4+ 1925 + 102* + 3723 — 4422 + 212 — 36 =

=A(r —2)(x +3)(2® + 2+ 1)(2®2 + 3) + Ba(x +3) (22 + 2 + 1)(22 + 3) +

+ Cx(z — 2)(2* + x + 1) (2 + 3) + (Dz + E)z(x — 2)(z + 3)(z* + 3) +

+ (Fr+ G)x(x — 2)(z + 3) (22 + z + 1).

Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

925 4+ 1925 + 102* + 372% — 4422 + 212 — 36 =
=(A+B+C+D+F)i®+(2A+4B—-C+ D+ E+2F + G)2° +
(—A+T7B+2C-3D+E —4F +2G)2* + (A+15B —5C' + 3D — 3E — 5F — 4G)x* +
(—18A+12B—3C —18D+3FE —6F —5G)2*+ (—15A+9B —6C — 18 — 6G)x — 18 A.
Nyni porovname koeficienty u stejnych mocnin z. Tim ziskdme soustavu 7 rovnic pro
7 neznamych

28 9 = A+B+C+D+F

2 19 = 2444B-C+D+E+2F+G

2 10 = —A+7B+20 —-3D+ E —4F +2G

2. 37T = A+15B—-5C+3D —3E —5F — 4G
22 —44 = —18A+12B—3C — 18D +3E — 6F —5G
b 21 = —-15A+9B—-6C —18F — 6G

20: =36 = —18A,

ktera ma feseni A=2, B=3, C=1, D=1, F=-2, F=2, G =1. Potom

92° 4 192° + 102" 4 372° — 442% 4 212 — 36 g—l— 3 N 1 N T —2 +2.CE—|—1
z(x—2)(x +3) (22 + 2+ 1)(2% + 3) Tz -2 243 22+2x+1 2243
(Il

. Redlny polynom b(x) ma vicenasobné realné koreny.
Méjme realny rozklad polynomu b(z) ve tvaru

b($> = (.1' — Cl)hl (m — 02)h2 R (l’ _ Ck)hk:7

3



kde pro kazdé i = 1, ..., k je kofen ¢; redlny a h;-nasobny, ¢; # ¢y pro kazdé i # @/,
i,i' =1,...,k. Potom n = st(b) = hy + hg + - -+ + hg.
a(z)

V rozkladu na parcialni zlomky ryze racionéalni funkce e bude odpovidat pro kazdé
x

i =1, ...,k koFenovému ¢initeli (x — ¢;) s nasobnosti h; realného rozkladu polynomu
b(x) souet h; parcidlnich zlomki tvaru

A; A; Ain,
1 4 2 4t h;

r—c (x—¢)? (x — ;)i

Tedy rozklad na parcialni zlomky bude ve tvaru:

A A A
bx) z—c¢ (r—c)? (x — )
21 Aso Aap,
+x—02+(:1:—02)2+ +(x—cz)h2+
_I_ . .A ...... _I_ A A
k1 k2 khy,
+x—ck+(x—ck)2+ +(:1c—ck)’“c'

Nyni{ potfebujeme ur¢it ¢isla Ay, ..., Aipy, A2ty ooy Aongy ooy Akty ooy Ak

Rovnost pro parcidlni zlomky vynasobime jmenovatelem a ziskame tak rovnost po-
lynomt. Porovnanim koeficienti u mocnin z ziskdme soustavu rovnic, jejim feSenim
dostaneme pozadovana ¢isla, tedy rozklad ryze racionalni funkce na parcialni zlomky.

Opét ukazeme na piikladu.

Priklad 1.3 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(x)  Ta'—28x2% 4 31a® — 15z

b(x) a®—4dat+4 2341022 — 4z — 8’

Reseni
Polynom b(x) mé realné kofeny 193 = 2, c45 = —1, proto b(z) = (z — 2)*(x + 1)%
Nyni mtzeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru

Tzt — 2873 + 3122 — 152 A n B n C n D n E
(x —2)3(x + 1)2 -2 (—-2)2 (z—23 (z+1) (z+1)2

Vynésobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

Tzt — 287% + 3122 — 150 = A(x — 2)*(z + 1)? + B(z — 2)(z + 1)* + C(x + 1)* +

+ D(x —2)3(z + 1) + E(z — 2)3.

Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

Tzt — 2823 + 312% — 152 = (A+ D)a* + (—2A+ B—5D + E)x® + (-3A+ C + 6D —
6E)z? + (4A — 3B +2C +4D + 12E)x + (4A — 2B + C — 8D — 8E).

Porovname koeficienty u stejnych mocnin x. Tim ziskdme soustavu 5 rovnic pro 5
neznamych



xt 7T = A+ D

2> —28 = —2A+B-5D+FE

22: 31 = —-3A+C+6D —6F

xt: —15 = 4A—-3B+2C+4D + 12F
20

0 = 44— 2B+C —8D — 8E,

ktera ma feseni A=3, B=1, ('=-2, D=4, E = —3. Potom

Txt — 2823 + 3122 — 15z B Txt — 2823 4+ 3122 — 15z B
25 — 4zt + 23 + 1022 — 4r — 8 (x —2)3(x +1)2
3 1 2 4 3

=2 @-22 @-2¢ e+l @rDP

. Redlny polynom b(x) ma vicenasobné komplexni kofeny.
Méjme realny rozklad polynomu b(z) ve tvaru

b(x) = (2 + pro + @) (2% + por + @) - - (2% + piz + @),

kde pro kazdé j = 1, ...,1 redlny kvadraticky trojclen z2 + p;x + g¢;, ktery mé za své

kofeny dvojici komplexné sdruzenych ¢isel, se v rozkladu vyskytuje ¢;-krat, pro kazdé

J. 3" =1,...,1, j # j' je pj # pj» nebo q; # q;. Potom n = st(b) = 2t; + 2ty + - - - 2¢;.

V rozkladu na parcialni zlomky ryze racionalni funkce ZEI)) bude odpovidat pro kazdé
x

J =1,...,1 kvadratickému trojclenu (22 + p;z + ¢;) s nasobnosti ¢; redlného rozkladu

polynomu b(x) soucet t; parcialnich zlomk tvaru

lel' + le i ngl’ + ng I Bjtjx + Cjtj .
?+piwtq (27 +px+q;)? (22 + pjz + ¢;)"

Tedy rozklad na parcidlni zlomky bude ve tvaru:
a(r)  Bnr+Cn Biox 4+ Cyg B,z + Chyy

bz) R tprtq @Aprt+aq)? (@ +pr+q)h
Bgll' + 021 ngl’ + 022 4. Bgt2l’ + OQtQ

224+ por +q2 (224 pox + ¢2)? (22 4 paz + q2)*2

+
Bpx 4+ Ch Biox + Ciy ey Bltlx + Cltl
2+pr+q (22 +pr+q)? (22 +px+q)t

Nyni potiebujeme urcit cisla

BH, CH, cey B1t17 C1t17 Bgl, 021, ey B2t2, C2t2, ey Bl17 Cll; ey Blt” Cltl-

Rovnost pro parcidlni zlomky vynasobime jmenovatelem a ziskame tak rovnost po-
lynomt. Porovnanim koeficienti u mocnin z ziskdme soustavu rovnic, jejim feSenim
dostaneme pozadovana ¢isla, tedy rozklad ryze racionéalni funkce na parcialni zlomky.

Ukazeme na prikladu.



Priklad 1.4 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(x)  a° 422" +42° + 2 + 22
b(r)  aS+32t4+322+1

Reseni
Polynom b(z) mé tvar b(z) = 2%+ 32* +32% +1 = (224 1)3. Nyni miiZeme predepsat
parcialni zlomky ve tvaru

W42t +dad + 22 +2¢  Ax+B  Cx+ D Ex+ F

@17 T orl Ty T @

Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

0 4 20t + 423 + 22 + 22 = (Ax + B)(2* + 1)+ (Cx + D)(z* + 1) + (Ex + F).
Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

25+ 22* + 423 + 22 + 20 = Az’ + Bat+ (2A+ C)a* + 2B+ D)2* + (A+C+ E)xz +
(B+D+F).

Porovname koeficienty u mocnin x. Tim ziskdme soustavu 6 rovnic pro 6 neznamych

= A

= B

2A 4+ C
2B+ D
A+C+E
— B+D+F,

B8 8RB 8K

S N W kOt

O =N
I

kterda ma feseni A=1, B=2, C =2, D=-3, E=—-1, FF=1. Potom

42t A4+ 22 +20 x+2 2r — 3 —r+1

PA3A 13211 24l (B @ 1p

O

. Redlny polynom b(x) - libovolny. Mé&jme reélny rozklad polynomu b(x) ve tvaru
b(z) = (x—c1)" (x—co)" - - - (x—cp)"™ (P +pra+q1) " (2P +per+q2)? - - - (B +pr+q)",

kde pro kazdé i = 1, ...,k je kofen ¢; realny a h;-nasobny, pro kazdé ¢,i' = 1, ..., k,
i # 14 je ¢; # ¢y apro kazdé j = 1,...,1 redlny kvadraticky trojclen 2% + p;x + g,
ktery ma za své kofeny dvojici komplexné sdruzenych cisel, se v rozkladu vyskytuje
t;-krat, pro kazdé j,j' =1,....1, j # j' je p; # p;» nebo ¢; # q;.

Potom n = st(b) = hy + hg + - - + hy + 2t; + 2to + - - - 2¢;.

Podle predchozich pripadi jiz umime predepsat parcialni zlomky.



a(x

Pro kazdéi = 1, ..., k bude v rozkladu na parcialni zlomky ryze racionalni funkce b(())
x

odpovidat kofenovému ¢initeli (x — ¢;) s ndsobnosti h; redlného rozkladu polynomu

b(x) soucet h; parcidlnich zlomkd tvaru

An . Az T Ain,
r—c (v —¢)? (x —cp)hi’

Pro kazdé 7 = 1,...,1 bude v rozkladu na parcialni zlomky ryze racionéalni funkce
a(z)
b(x)
rozkladu polynomu b(z) soucet t; parcialnich zlomkd tvaru

odpovidat kvadratickému trojclenu s komplexnimi kofeny nasobnosti ¢; redlného

Bjix 4+ Cj Bjsx 4 Cjo o Bji,x + Cyy,
?+pirtq (2 +pir+ ) (#® + pjz + ;)%
Tedy rozklad na parcialni zlomky bude ve tvaru:
alx A A A
bz) z—c (x—c)? (x —cp)h
A
L S 22 R 2h2h
r—cy (x—co) (x — cg)h2
+ . .A ...... + A A
2 B k2 R khkh
r—cp (v —cp) (7 — cp)hw
Bllx + Cll Blgl' + 012 Bltlx + Cltl
2 2 s Tt TS ¢
2+pr+q (22+px+aq) (22 +prx+ @ )b
Boyz + Oy Baox 4 Coo 4. Boy,x + Cyy,
22 + pox —|—|:q2 (22 + pox + q2)? (22 + pox + q2)t2
Bpnx 4+ Cp Bz 4 Cio B,z + Cy,

2 T3 2 T T g P
24pr+q (24 px+q) (22 + pix + @)
Nyni potfebujeme urcit cisla, A117 ey A1h1 s Agl, ey A2h27 ceey Akh ceey Akhk7

BH, CH, ey Bltla Cltla Bgl, 021, ey B2t2, Cgt27 ey B”, Cll; ey Blt” Cltl-

Rovnost pro parcidlni zlomky vynasobime jmenovatelem a ziskame tak rovnost po-
lynomt. Porovnanim koeficienti u mocnin z ziskdme soustavu rovnic, jejim feSenim
dostaneme pozadovana ¢isla, tedy rozklad ryze racionéalni funkce na parcialni zlomky.

Obecny tvar polynomu b(z) téz ukazeme na ptikladech.

Priklad 1.5 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(x) 25 + T2 + 292* + 983 + 23222 + 248z + 172
b(x) a7 + 1226 + 5225 + 11224 + 1972 + 30422 + 1922 + 256

Reseni
Polynom b(z) mé tvar b(x) = 27 +122°+522° + 1122* + 19723 + 30422 + 1922+ 256 =



(z+4)3(z* + 42® + 4) = (2 + 4)3(2* + 2)%

Nyni mtizeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru

2% + 72° + 2921 + 9823 + 23222 + 248x + 172 B
(o + 47(a? + 27 -

B n B N C +DZE+E+FI+G
x4 (2442 (z+4)3 0 22+2 0 (22 +2)2

Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

28 + T2® + 292 + 9823 + 23222 + 2481 + 172 = A(z + 4)*(2* + 2)* +

+ Bz +4)(2* +2)? + C(a® + 2)* + (Dz + E)(z + 4)*(2* + 2) + (Fx + G)(z + 4)3.
Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

28+ 72 + 292 + 9823 + 23222 +2487x + 172 = (A+ D)2’ + (8A+ B+ 12D + E)x° +
(20A + 4B + C + 50D + 12E + F)a* + (32A + 4B + 88D + 50F + 12F + G)2* +
(6844 16B +4C + 96D + 88F +48F + 12G)x? + (32A+ 4B + 128D + 96 E + 64F +
48G)x + (64A + 168 + 4C + 128E + 64G).

Porovname koeficienty u stejnych mocnin z. Tim ziskdme soustavu 7 rovnic pro 7
neznamych

25 1 = A+ D

x° 7 = 8A+B+ 12D+ E

xt: 29 = 20A+4B+C+50D+12E+ F

22 98 = 324+4B+88D +50E + 12F + G

22: 232 = 68A+ 16B +4C 4+ 96D + 88F + 48F + 12G
xl: 248 = 32A+ 4B+ 128D + 96F + 64F + 48G

20: 172 = 64A +16B +4C + 128F + 64G,

ktera ma feseni A=1, B=-2, C =3, D=0, E=1, F=2, G =0. Potom
28 + Ta® + 2924 + 9823 + 23222 + 248x + 172 B
27+ 1226 4+ 5225 + 11224 + 19723 —{ 30422 —|—2192:17 + 2563_

1 2x
T14 @t d?  @rdp iz @rop
([

Priklad 1.6 Rozlozte na parcidlni zlomky néasledujici ryze racionalni funkci

a(x)  —a*—T72* =32 —200 -6
b(r) 25— 62* + 623 — 3622 + 9 — 54’

Reseni
Polynom b(z) mé tvar b(z) = x° — 62* + 62° — 362> + 9z — 54 = (x — 6)(z* + 3)°.
Nyni miizeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru

—x* —T2® — 322 —20x — 6 A Brxr+C Dx+FE

@—6) (232  1-6 2243 (2137




Vynasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

—xt =723 —32% =200 — 6 = A(2?+3)*+ (Bx+C)(z — 6)(2* + 3) + (Dz+ E)(x — 6).
Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

—xt —T23 — 322 — 200 — 6 = (A+ B)z* + (—6B + C)a* + (6A+ 3B — 6C + D)x* +
(—=18B+3C+ E —6D)x + (9A — 18B — 6F).

Porovname koeficienty u stejnych mocnin x. Tim ziskdme soustavu 5 rovnic pro 5
neznamych

x? -1 = A+ B

2. -7 = —6B+C

22 -3 = 6A+3B-6C+D
2t: =20 = —18B+3C —-6D+F
2L —6 — 9A—18C —6E,

kterd mé feseni A= -2, B=1, C =-1, D=0, E =1. Potom

—xt —T2® — 32 — 200 —6 2 +x_1+ 1
25 — 62t + 623 —3622 +92 —54  x—6 22+3 (224 3)%

Priklad 1.7 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionélni funkci

a(z) 627 — 2725 4+ 572% — 103z* + 1312® — 9922 + 91x — 20
b(x) 28 — 727 + 1526 — 3325 + 4824 — 4813 + 4422 — 20z

Reseni
Polynom b(x) m4 tvar b(z) = 2® — 72" + 1525 — 3325 + 482* — 4823 + 442% — 20x =
z(x —5)(z — 1)*(z* + 42 + 4) = z(x — 5)(z — 1)%(2? + 2)%
Nyni mtizeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru
627 — 272% 4 572° — 1032 + 1312® — 992% 4+ 91z — 20
z(x —5)(x — 1)%(2? + 2)? B
A B

n n C i D +E:C+F_|_G&:—|—H
r -5 x—-1 (x—12 22+2 (22+2)?

Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

627 — 272°% + 572% — 1032* + 13123 — 9922 + 91z — 20 = A(x — 5)(z — 1)} (22 + 2)® +
Bz(z — 1)*(z* +2)* + Cx(z — 5)(x — 1)(2* + 2)? + Dz(z — 5)(z* + 2)* +

(Ex+ F)z(z —5)(z — 1)*(2* + 2) + (Gz + H)x(x — 5)(x — 1)

Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime a porovname koeficienty u stejnych
mocnin z. Tim ziskdme soustavu 8 rovnic pro 8 neznamych



6 = A+B+C+FE
—27 —TA-2B-6C+D—-TE+F
57 = 15A+5B+9C -5D+13E—-7TF+G

—-103 = —-33A-8B—-24C+4D —-19E+ 13F - 7TG+ H
131 = 48A+8B+24C —20D +22E — 19F +11G —T7H
—99 = —48A -8B —24C +4D — 10E + 22F — 5G + 11H

91 = 44A+4B+20C — 20D — 10F — 5H
—20 = —204,

88 8 8 8 8 8 &8
=TS RS S - NN |

Kterd ma feSeni A—1, B=3, C =1, D=—1, E=1, F=0, G=0, H=1.
Potom
627 — 272% + 572° — 103z* 4 1312* — 992 + 91z — 20

a8 — Tx” 4+ 1526 — 3325 + 4118954 —348933 + 414932 — 203:1 N

x 1
_§+x—5+x—1_(x—1)2+:c2+2+(:c2+2)2'

O

Priklad 1.8 Rozlozte na parcidlni zlomky nasledujici racionalni funkci

d(z)  92° +212° 4 122" — 452° — 692° + 152 + 12
b(z) 325 + 624 — 323 — 1222 — 61 + 12

Reseni
Citatele i jmenovatele lze zkratit ¢islem 3, proto
92° 4 212° + 122" — 452 — 692% 4+ 152 4+ 12 325 + 72° + 4a* — 152% — 232° + 5o 44

3x5 + 624 — 323 — 1222 — 62 + 12 x4 20t — a3 — 42 — 20 + 4
Protoze st(d) > st(b), 1ze polynomy d(z), b(x) délit se zbytkem. Potom
d(z) Srt — 223 — 132% — bz
——— =3 1 kde st(a) < st(b).
b(x) v Jr:155—1—2;1:4—333—4352—23:—1—4’ e st(a) <st(b)

Polynom b(z) m4 tvar b(z) = 2° + 22* — 23 —42? — 20 + 4 = (x — 1)*(z + 2)(2? + 22 + 2).
Nyni mtizeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru
Sxt — 22% — 1322 — 5x A B C Dx+ E

(x —1)%(z +2)(2? 4 22 + 2) ::c—1+(:z;—1)2+:c+2+:c2+2x+2'

Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

Srt — 223 — 1322 — bx = A(x — 1)(z + 2)(2? + 22 + 2) + B(x + 2)(2? + 22 + 2) +
Cx—1)2*(2*+2x+2) + (Dx + E)(x — 1)*(x + 2).

Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

Szt —22% — 1322 —bx = (A+ C + D)a* + BA+ B+ E)x®> + (2A+4B — C — 3D)x* +
(—2A+ 6B —2C + 2D — 3E)x + (—4A + 4B + 2C + 2F).

Porovname koeficienty u stejnych mocnin x. Tim ziskdme soustavu 5 rovnic pro 5 nezna-
mych
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xt 5 = A+C+D
»: -2 = 34+ B+ FE
2 =13 = 24+4B—-C —-3D
2ty -5 = —2A+4+6B—-2C+2D —3E
20 0 = —4A+4B+2C +2FE,
kterd mé feseni A=0, B=-1, C =3, D=2, E=—1. Potom
925 4+ 2125 4+ 122% — 4523 — 6922 + 152 + 12 5m 41 4 axt — 223 — 1322 — b
_— x _—
3a° 4+ 624 — 323 — 1222 — 62 + 12 xd 4+ 204 — a3 —4x?2 — 20+ 4
1 3 20 — 1

3r+1—

(w—1)2+m—|—2+a72+2m+2'

Priklad 1.9 RozloZte na parcidlni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(r) 1
b(z) a1

ResSeni

Polynom b(x) mé pouze komplexni kofeny, proto jej musime rozlozit na soucin dvou re-
alnych kvadratickych trojclentti. Miizeme postupovat tak, ze najdeme vSechny komplexni
kofeny polynomu pouzitim Moivreovy véty a pak vynasobime kofenové Cinitele odpovida-
jici komplexné sdruzenym kofentiim. Daleko rychlejsi je vyuzit nasledujici apravy

1= 420" +1-222 = (22 + 1)2 — 222 = (2% + 1 — V22)(2® + 1 + V22).
Nyni miizeme predepsat parcidlni zlomky ve tvaru
1 Azx+B N Cx+ D
w1 22241 2242241
Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost
'+ 1= (Az+ B)(2®> +V2x + 1)+ (Cz + D) (2? — V2z + 1).
Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.

1= (A4 C)2®+ (V2A+ B —v2C + D)a*> + (A+ V2B + C — v2D)z + (B + D).

Porovname koeficienty u stejnych mocnin x. Tim ziskame soustavu 4 rovnic pro 4 neznamé

2.0 = A+C

2 0 = V2A+B—-V20+ D
2 0 = A+V2B+C —+V2D
2°: 1 = B+ D,
ktera ma reseni A:—%, B:%, C:%, D:%. Potom
V2 1 V2 1
1 _75‘:""5 Tx—i_i

$4+1:x2—\/§x+1 224+2c+1
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Poznamka Podobnym zptisobem lze jednoduse s vyuzitim zakladnich vzorcti napsat
redlny rozklad polynomu z% 4+ 1. Podle vzorce A* + B3 = (A + B)(A*> — AB + B?)
piseme, 2% + 1 = (22 + 1)(z* — 2% + 1). Nyni stejné jako v pitkladu ?? upravujeme
vt =2+ 1=+ 202 +1-32% = (22 +1)? — 322 = (22 +1—/32)(2® + 1+ /3x), posledni
rovnost byla s vyuZitim vzorce A> — B? = (A — B)(A + B). Nyni jiz mame realny rozklad
ve tvaru 2 4+ 1 = (22 + 1)(2? — 22 + 1) = (22 + 1)(2® — 3z + 1)(2? + V/3z + 1), kazdy ze
t11 kvadratickych trojélenit méa za kofeny dvojici komplexné sdruzenych cisel.

Priklad 1.10 Rozlozte na parcialni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(r) 27+ 4+ V32t —42® + (V3 - 1Dt — 5+ 2%+ 3
b(x) 28 + 22 '

Reseni
Polynom b(x) mé tvar b(z) = 2%(2°+1) = 22(22+1) (2% — V32 +1) (22 ++/32+1) s vyuzitim
poznamky. Nyni mizeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru
27+ (4 +3)ab — 42 + (V3 — 1)a* — 5% + 22 + 3
8 + 22 B

B A+ B +CZU+D+ Ex+ F n Gx+ H
Cx 22 2241 22— \Br4+1 22+V3r+1
Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost
8+ 22 =
Ax(2® + 1)(2® = VB + D) (2? +V3z + 1) + B(2® + 1)(2® — 3z + 1)(2? + 3z + 1) +
(Cx + D)a?(2? — Bz + 1)(2® + V32 + 1) + (Bz + F)a?(2® + 1)(2> + 3z + 1) +
(G + H)z?(2? 4+ 1)(2? — V3z + 1).
Polynom na pravé strané rovnosti roznasobime.
8+ 22 =
(A+C+E+G)a"+(B4+D+V3E+F —3G+H)a% + (~C+2E+/3F 4+2G —/3H)z +
(=D+2F+V3E+2H —/3G)a* +(C+ E+V3F+G—3H)23+(D+F+ H)a?+ Az + B.
Porovname koeficienty u stejnych mocnin x. Tim ziskdme soustavu 8 rovnic pro 8 nezna-
mych

x’ 1 = A+C+E+G

2%: 443 = B4+D+V3E+F—\3G+H
0 —4 = —C+2E+3F+2G—+/3H
' V3—1 = —D+2F++3E+2H — /3G
3 -5 = C+E+V3F+G—-+3H

x? 1 = D+F+H

xl: 0 = A

20 3 = B,

kterd ma fe§eni A=0, B=3, C=0, D=1, E=1, F=—-3, G=0, H=/3.
Potom
7+ (4+V3)2® —4a® + (VB —1)2* —52® + 2 +3

a8 + 22 N
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3 0r+1 1z — V3 0z + /3

0
—+ S+ + + =
x x2 2241 22— Br+1 22+V3zr+1
3 1 r—+/3 V3

= + .
2 2?4+ 1 0 22— Bx+1  22+3r+1

O

Poznamka V piipadé, Ze polynom ve jmenovateli ma pouze jednoduché reélné koieny,
tedy ma tvar b(z) = (x — ¢1)(x — c2) - -+ (¥ — ¢,), st(b) = n, pak pfedepisujeme parcialni
CL(ZL') . A1 Ag

zlomky ve tvaru . Po vynéasobeni jmenovatelem ziska-

br) w—c T—co ”‘x—cn
vame rovnost tvaru
a(r) = A1(x —e)(x —c3) - (x —cp) + Az —cr)(w—c3) - (x —cp) + -+

+ A (x—c)(x—ca) - (& —Cpon).
Nyni mtizeme postupovat jako diive, tedy polynomu na pravé strané roznasobit a porovnat
koeficienty u mocnin z. V pripadé rtznych realnych kotent, vsak lze postupovat i jinym
zpusobem. Staci si uvédomit, Zze polynomy na levé a pravé strané rovnosti se rovnaji pro
kazdé x, tedy i pro zcela konkrétné zvolena x. V tomto pripadé je vhodné za kontrétni
hodnoty z volit kofeny cy, cs, ..., ¢,. Ziskdme:

prox=cy: a(c;) = Ailcr—c2)(eg —e3) - (c1— )
prox =cy: a(ca) = As(ca—c1)(ea—e3) (2 —cp)
prox =c,: a(c,) = An(cn—cl)(cn — o) (e — Cut).

Reseni koeficient@t Ay, As, ..., A,, je nyni velmi jednoduché. Uvédomme si vSak, ze takto
jednoduché to je jen v piipadé, Ze polynom ve jmenovateli mé pouze jednonasobné
realné koreny.

Priklad 1.11 Rozlozte na parcialni zlomky nasledujici ryze racionalni funkci

a(z)  9z* + 152° — 78z® — 78z + 240
b(x) %+ 2zt — 2123 — 2222 + 401

Reseni
Polynom b(z) mé tvar b(z) = z(x — 1)(z — 4)(z + 2)(x + 5).
Nyni mtizeme predepsat parcialni zlomky ve tvaru
924 + 152 — 7822 — 78x + 240 A B C D E

@-De-D@+)@+5) o r-1 1-4 212 255

Vynéasobenim této rovnosti jmenovatelem ziskdme rovnost

9% + 152% — 78x% — 78x + 240 = A(x — 1)(x — 4)(z + 2)(x + 5) + Ba(x — 4)(z + 2)
(x+5)4+ Ce(x — 1)(x+2)(x +5) + Da(x — 1)(z — 4)(z + 5) + Ex(x — 1)(x — 4)(z + 2).
Nyni dosazujeme za x jednotlivé kofeny polynomu b(z).
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prox =0: 240
prox=1: 108
prox =4: 1944
prox =—-2: 108
prox = —5: 2430

potom A=6, B=-2, C =3, D= -2, E=3. Potom
9x* 4 152 — 78x% — 7814240 6

A(=1)(—4)2- = 240

Bl(l — )1+ )(1 +5) = 108

C4(4—1)(4+2)(4 +5) = 1944

D(-2)(—=2—1)(-2—4)(-2+5) = 108

E(=5)(=5 —1)(=5 —4)(=5+2) = 2430
2 3 1 3

T r—1 z—4 x+42 x+5

25+ 204 — 2123 — 2222 + 40 =

14

404,
—54B,
648C,
—108D,
810F,



