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1 Dynamické procesy

Evoluéni procesy, v nichz mame na zfeteli pouze zavislost na case t, se
obvykle nazyvaji dynamické procesy a zakony jejich chovani pak dynamické
zakony

1.1 Pohybovy zakon
1.1.1 Newtoniv pohybovy zakon

Uvazujme objekt (napf. téleso) s hmotnosti m = m(t) pohybujici se s
rychlosti v = v(t). Casové proménna sila F = F(t), ¢t € (a,b) zpisobuje
¢asovou zménu hybnosti p(t) = m(t)v(t) ([kgms™1]).

Newtontv zédkon ki, ze v kazdém casovem tseku (t1,12) C (a,b) je
zména (piirustek, abytek) hybnosti na tomto useku dana integralem

to

/ F(t)dt

t1

a je to rovna rozdilu hybnosti p(t2) — p(t1).
Tedy plati

[2)

(2.1.1) p(ts) = p(t1)+/F(t)dt, V(t1,t2) C (0,7).

t
Zde hybnost p(t) hraje roli ,tokové funkce® a je evidentni, Ze se predpoklada
jeji spojitost.

Rovnost (2.1.1) je ¢asové globalni verzi zakladniho pohybového zakona
Je-li funkce F spojita, potom existuje ¢t € (t1,t3), Ze podle véty o stiedni
hodnoté je

PU2) =P _ppy vyt € (0 h)
to — 1
Limitnim procesem t; — t—, to — t+, t — ¢,
dostaneme (pro¢ 7)

(2.1.2) %p(t) —F(t) Vte (ab),

coz je tzv. lokdlni (diferencidlni) verze téhoz pohybového zakona ve vnit¥nim
bodé t € (a,b)



1.1.2 Ulohy formulovatelné na zakladé pohybového zakona

Zakony a principy se formuluji (nejen v ptipadé pohybového zakona), aby-
chom mohli klast otazky a hledat odpovédi tykajici se chovani uvazovaného
dynamického systému, tj. formulovat tlohy, posuzovat jejicj TeSitelnost a
hledat teseni formulovanych tloh. Tim ziskavame podrobnéjsi informace a
poravnanim s realitou mizeme posuzovat tzv. korekinost nami zvoleného

modelu a provadét tzv. validaci modelu a varifikaci modelu.

1.1.3 Pohyb houpacky v gravita¢nim poli.

Chceme zjistit zavislost vychylky s = s(¢) na case (delka oblouku) a
rychlost v = v(t) pohybujici se houpacky pro ¢ € (ty, o). Predpokladame:
konstantni hmotnost m , konstantni gravitacni pole s gravitacni konstantou
g, nulovy odpor prostiedi proti pohybu (kdyz nezname odpor prostiedi, tak
predpokladame vakuum), délku zavésu [ je mnohonésobné delsi, nez rozméry
houpacky a Ze nezavisi na case ani na velikosti vychylky.

Za uvedenych predpokladi usoudime, ze bude postacujici uvazovat fyzikalni
model houpacky, a to tzv. matematické kyvadlo.

Matematickym modelem matematického kyvadla je odpovidajici skalarni
tvar Newtonova pohybového zékona (2.1.2) , v némz

p(t) =muo(t), F(t)=—mgsina(t);

dynamicky parametr o = «(t) je uhlova vychylka zavésu od klidové (svislé)
polohy.
Formulujeme piislusnou alohu: Cheeme stanovit funkce s = s(t), v = v(t), t €
(to, +00) splimjici relevantni pohybovy zakon, kdyZz je dan pocatecni stav
podminkami

U(to) =, S(to) = S, Of(to) = 9.

Mame tedy tzv. pocatecni ilohu

(2.1.3) mdz(tﬂ = —mgsina(t), oft)= #, t € (to, +00),
(2.1.4) d‘;(;) = u(t).
(215) U(to) =, S(to) = Sp-

V dalsim volime vy = 0 (nulova poc¢atecni rychlost). V pocatecni tiloze mame
soustavu dvou diferencialnich rovnic pro nezname funkce s = s(t), v = v(t)
a prislusné pocate¢ni podminky urcujici pocate¢ni stav systému.



Teoretické vysledky (viz.napt. KMA/ODR) opraviiuji ke konstatovani, ze
mé dana uloha jediné feSeni (korektni uloha!) a funkce s = s(t) je soucasné
feSenim pocatec¢ni ulohy

d?s s
(216) ﬁ = —gsin 7, t e (to, +OO)
ds(t
(2.1.7) s(to) = so, chtO) = vy = 0.

Diferencialni rovnice (2.1.6) je nelinearni. Abychom ke stanoveni feseni mohli
uzit elementarni metody, vyuzujime vtipného obratu zalozeného na inverzni
funkci a derivaci slozené funkce:

v=20(t); s=s(t) = t=1t(s) = v=20(t(s)) = v(s);

ds ~dtds ~ dr Uds' dt\dt) e
Mame tedy misto (2.1.3) , resp. (2.1.6) rovnici (1.radu)

dv  dvdt dv dv d (ds> - d?s

dv .S
(2.1.8) v =—gsing, s € (0, s0),
a pocatecni (koncovou) podminku
(2.1.9) vo = v(to) = v(t(s9)) = v(sp) =0

Metodou separace proménych dostaneme

_ _ . S+5S0 . 30—3_@
v—v(s)—2\/a\/sm o S5 = o

a tedy

2\/&6& = ds S(to) = S0

s+so 80—S8 s
\/ S11 ] sin Y]

Odtud pak mizeme pouze psét

= 23/gl(t—to).

(2.1.10)

/ \/sm 5150 gin T
Integral nelze vypocitat pomoci elementarnich funkci a musime se spokojit
s tim, 7e zavislost s = s(t) je dana rovnici (2.1.10), tj. rovnici typu ¥(s) =

2¢/gl(t — to) ; formélné tedy s = ¢~ [2¢/gl(t — to)]
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Pokud uZijeme aproximace sin z ~ z (linearizace), pak z (2.1.10) dostaneme

(to=0)
s(t) = sp cos \/%t.

Je-li ¢as T takovy, 7e s(T) = s(0) = so, pak cos /9T =1, a tedy

T =27 £
g

Zavér: Vidime, ze stiedoskolské poznatky o pohybu matematického kyvadla
se tykaji vyrazné zjednoduSeného modelu, v némz se predpokladaji pouze
tzv. ,malé* vychylky (aby sinz =& z). Jestlize k linearni rovnici kyvadla

d?s B S
az = 97

pripojime pocatecni podminky s hodnotou sy > 0.1/, pak vypoctend funkce
s(t) bude mit praméalo spole¢ného s funkei s(t) uréenou z (2.1.10)

1.2 Elementarni tilohy opirajici se o pohybovy ziakon
1.2.1 Padajici téleso

Chceme stanovit rychlost (hybnost) a vysku padajiciho télesa o konstantni
hmotnosti m v zavislosti na case t.
Nasledné pak chceme urcit dobu padu T a rychlost dopadu.
Predpoklady a data:

e pohyb po svislé piimce

e sila zpusobujici zménu hybnosti: F(t) = mg—kuv(t), kde k je koeficient
odporu prostiedi (muze byt k = k(t) ), ¢i dokonce k = k(s) — v riznych
¢asech a vyskach muze byt odpor prostiedi ruzny).

e Casovy interval: (to,T")

e pohybovy zakon:

e zékon rychlosti: ZW = y(¢)

e pocatecni vyska: s(tg) = so



e pocatecni rychlost: v(ty) = vg, (vo = 0).
e rychlost dopadu: v(7T) =7

Doba padu T' se ur¢i z podminky: s(7') = 0.

Matematickou tlohou je tzv. pocdtecni tloha pro soustavu dvou ODR 1.
iadu pro hledané funkce v = v(t) a s = s(t).

Na zéakladé stejnych zédkoni muzeme formulovat wlohu Tizeni: Pro dané
m a dané tg,vg, So, T stanovit Fidici funkei k = k(t), resp. k = k(s) (rezim
brzdéni padajiciho télesa), ¢as ¢, € (to,T) tak, aby wv(t;) = 0 (ubrzdit
paraSutistu tak, aby ,mékce* dopadl).
Poznamka: Rozmérova analyza:

)] = gl (e

k -1
mgms kgms 2 = [k]ms™!
s

= [k] = kgs".

1.2.2 Pohyb voziku na nerovném terénu

Predpokladame vodorovny pohyb voziku zptisobeny taznou silou a svisly
pohyb kmitavého typu ovlivnény pruznosti pruziny a ,narazy* terénu.
Déle predpoklddame pohyb ve svislé roviné.

Fi F

Oznaceni a data:

x1 = x1(t) vychylka ve vodorovném sméru

xo = xo(t) vychylka (draha) ve svislém sméru
Sila ptsobici na vozik:

F(t) — Fi(t)|  |tazna sila ve vodorovném sméru
By ()| | tazna sila ve svislém sméru



Sila F, ovliviwujici pohyb ve svislém sméru zavisi na tuhosti pérovani, na
odporu prostiedi a na nerovnostech terénu, kde

Fy(t) = —ka(t) — yoa(t) — [09(t) + 99 ()],

m =m(t) >0 hmotnost (napf. m = konst.)

k > 0 koeficient tuhosti ,,pérovani“

v > 0 koeficient tlumeni

©(t) funkce modelujici ¢asovy prubéh ,narazi* terénu; jeji volba znamena
simulaci (modelovani) realnych podminek jizdy voziku

Pohybovy zakon:

Cmltv() = F(H), 1>t
Zakon rychlosti:
dx(t)

Miizene nyni formulovat poc¢atec¢ni tlohu a ruzné typy tloh fizeni. Napiiklad,
stanovit parametry k,v a € > 0 takové, aby |z2(t)] <e.

1.2.3 Pohyb rakety svislu vzhiru

Predpokladame, ze hmotnost rakety se méni s casem ¢ linearné:
M(t) = MO — Tt,

kde r je ubytek hmotnosti za jednotku casu.

t, t,H T

Rozmérovou analyzou stanovime rozmér parametru 7 :

[M(t)] = [ri]

kg=1[rls = [r]=kgs™';

Napt. r = 1.2kgs~! znamen4, Ze za sekundu vyhoii 1.2 kg paliva.



Pohybovy zéakon:

4
dt

(M(t)-v(t)) =F — M(t)g, F — tazna sila motoru

ds(t)

Zakon rychlosti:
Pocatecni uloha: viz |[MAII|, str.30.

Uloha Fizeni: Stanovit pribéh tazné sily F , tak, abychom za ¢as T' dosahli
cilového stavu, napt. v(7") = 0.

1.2.4 Pohyb rakety v obecném sméru ve svislé roviné

Chceme popsat pohyb (dynamiku) télesa uvedeného do pohybu v ¢ase
t >ty Casové proménnou silou F(t) popsatelnou dvourozmérnym vektorem
takovym, aby se pohyb ,,odehraval® ve svislé roviné.
Predpokladana situace je patrna z obrazku

z1 = 71(t) S
soufadnice polohy
To = 932(’5)
= t
o= v )} slozky vektoru rychlosti v = v(t)
Vg = V3 t)

v

F
?/
- Fit) " wlt)

0
#
-~ 1

Xqltyd

%ty %t

m = m(t) proménna hmotnost,
a = a(t) proménny thel sméru tahové sily F';

u(t) cos a(t)

PO = o) et 1B = (o
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q = q(u) dana funkce spotieby paliva

g(t) = [gl(t)} sila odporu prostredi.

92(t)

Zakon pohybu uvazovaného systému:

(m(t)v(1)) = B(1) + ()

Bilance hmotnosti:

Zakladni alohy a dil¢i alohy:

(a) Pocate¢ni uloha: Pro dany pocatecni stav v(ty) = vo, m(to) = my
uréit funkce v(t), m(t), t > to

(b) uré¢it ¢as T > ty, za ktery vyhori paliv a popsat pohyb , prazdné*
rakety

(¢) Uloha fizeni: Urcit ¥idici funkci v = u(t) takovou, aby za ¢as T (po
vyhoteni paliva) se systém dostal do cile (do cilového stavu).

(d) Uloha fizeni: Uréit ¥idici funkce wu(t), a(t) a pocateéni stav v, mq
tak, aby za ¢as T' bylo dosazeno cile.

Poznamka: Uvedené tlohy mohou modelovat chemické i biologické procesy.
Dalsi ulohy: teorie pronasledovani, diferencialni hry (budouci chovani objektu
zavisi na nezavislém rozhodnuti pronasledovatele a pronasledovaného).

1.3 Jednoduché dynamické procesy v Zivé prirodé
1.3.1 Zakon populaé¢ni dynamiky

Populaci rozumime skupinu zivych organizmii jednoho biologického druhu.
Vice populaci riznych druht se nazyva biologické spolecenstv.

Prvni model vyvoje poctu jedinct v populaci jednoho druhu vytvoril an-
glicky ekonom Malthus (1766-1834) a tento model se nazyva Malthusiv popu-
lacni zakon. Holandsky matematik a biolog Verhulst asi v roce 1845 ptivodni
Malthusiuv model zpiesnil (tzv. Verhulstuv popula¢ni zdkon). Obecné bi-
lan¢ni predpoklady o zménéch hustoty populace se nazyvaji zdakony populacni
dynamiky.

Ozna¢me N(t) prumérnou (stfedni) hustotu (koncentraci) populace v
uvazovaném prostoru v okamziku ¢ . Budeme predpokladat standardni slozeni



populace z hlediska rozmnozovani a naopak nebudeme do tvah zahrnovat
zpozd’ovaci efekty (téhotenstvi, dospivani, larvalni stadium). Na zékladé po-
zorovani se zda, 7e zména hustoty populace v kazdém ¢asovém useku (tq,ts)
je rovna celkovému piirastku (ibytku) hustoty populace na tomto tseku.
Tento prirastek lze vyjadrit integralem

t2

/ M) +rN(©)] dt,

il
to
v némz [ M(t)dt je migrace v (ti,t2) (M je tzv. migracni hustota) a
it

t2
J rN(t)dt je zména vyvolana zrozenim a Gmrtim. Koeficient r > 0 zavisi na
t1

N, tj. » =r(N) a urcuje tzv. relativni vitalitu populace (porodnost minus
dN
i3

tmrtnost) a je definovan pomérem -4 .

Popula¢ni zdkon pak zapiSeme ve tvaru
to
(2.3.1) N(tz2) — N(t1) Z/[M(t) +rN(#)]dt, V(ti,t2) C (a,b)
11

Je-li M +rN spojita funkce, pak limitnim disledkem (2.3.1) je lokalni tvar
populac¢niho zakona

AN ()

(2.3.2) —

= r(N(#))N(t) + M(),

platného v kazdém okamziku ¢ € (a,b) vySetfovaného obdobi (a,b) .
Zname-li koeficient r a funkci M(t), je korektni se ptat na hodnotu N(t)

pro t > a, zname-li N(a). Odpovéd’ dostaneme jako feSeni pocateéni ulohy

pro diferencialni rovnici (2.3.2) s poc¢atecni podminkou

(2.3.3) N(a) = N,.

Zname-li koeficient 7 a funkci M(¢) a zname-li jak po¢atecni stav N(a), tak
i koncovy stav N(b), neni korektni se ptat na hodnotu N(¢) pro t € (a,b).
Z (2.3.1) snadno zdivodnime, ze nelze ocekavat existenci funkce N(¢) > 0
spliwjici okrajové podminky.

(2.3.4) N(a) = Ny, N(b) =N,

a Fesici rovnici (2.3.2).



Zname-li v8ak koeficient r a hodnoty N(a), N(b), je korektni se ptat na
N(t) asoucasné na M (t) pro t € (a,b). Formulujeme totiz nasi otdzkou tzv.
ulohu tizeni: Chceme najit takovou funkei M (t) (funkce Fizeni) a takovou
funkci N(t), aby pii poc¢ateénim stavu N(a) = Ny byl cilovy stav populace
dan hodnotou N; = N(b).

Pripomenme jesté, ze pro tlohy tizeni je dosti typické, ze funkce M =
M (t) je po Castech spojita (migracni viny, fizeni typu brzda plyn v technick-
ych sytémech).

1.3.2 Malthustv a Verhulstiv model popula¢niho zakona.

Malthus predpokladal, ze popula¢ni koeficient 7 je roven kladnému ¢islu
a neuvazoval migraci, tj. M(t) = 0. Dynamika populace je pak popsana
funkci N = N(t), ktera je feSenim pocatecni tlohy
dN
(235) E = CLN, N(to) = No, t Z to.
Takze
N(t) = Nyet=to)

a znamena to, Ze za uvedenych predpokladu (tj. relativni ¢asova zména hus-
toty N je pfimo umérna hustoté N ) populace roste (Ny > 0) exponen-
cidlné. Nespravné se iika, ze populace roste ,,geometrickou radou”. Predpok-
lad konstantnosti popula¢niho koeficientu vSak také znamenad, Ze neexistuji
omezujici ¢i regulac¢ni faktory porodnosti. Protoze je vSak tfeba uvazovat reg-
ula¢ni mechanizmy (zpétna vazba) at’ vnitini (adaptace organizmu) ¢ vnéjsi
(omezenost zdroju potravy, kapacita prostiedi), je rozumné hledat vérohod-
néjsi tvar koeficientu r = (V).

Verhulst predpokladal, ze r je linearni klesajici funkci proménné N a
navrhl populac¢ni koeficient ve tvaru

(2.3.6) r(N)=a (a - %) :

kde a > 0, K > 0 jsou vhodnéa ¢isla. Pro K — oo pfechézi Verhulstuv
model v Malthusiiv model. Cislo K m4 vyznam kapacity prostiedi, charak-
terizujici ,,privétivost” prostiedi pro rozmnozovani.

Dynamika populace je pak popsana takovou funkci N = N(t), ktera je
feSenim pocatec¢ni ulohy

N
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Elementarnimi metodami lze stanovit feSeni této pocateéni dlohy pro to =0
ve tvaru

K Nye®
= L 1>0.
Noeat + K — NO
Doporuc¢ujeme vysetfit prubéh funkce N = N(¢) pro ruzné hodnoty K, Ny, a.

N(t)

1.3.3 Modely interagujicich poplaci.

Jestlize Malthustiv model pro jednu populaci adaptujeme na situaci dvou
populaci s hustotami N (t), M(t), 1ze lokalni podobu pfislusniho zakona psat
ve tvaru

(2.3.9) d]\gt(t) = aM(E) + N (M)
C”z;_t(t) — eN(t) + dN (1) M(1),

kde a, b, c,d jsou ¢isla (konstanty), jejichz znamenka urcuji charakter vztahu
obou poplaci:

Model lovec-kotist: a > 0, b <0, c <0, d >0, N... lovec; M ...kofist.
Model soutézeni: a > 0,0 <0,¢c>0,d <0;

Model symbiozy: a > 0,b>0,¢c>0,d > 0.

Doporucujeme ¢tenaii vySetfit prubéhy funkei N = N(t), M = M(t) a
predebsim kiivky ve fazové roviné ur¢enou parametricky uvedenymi funkcemi.
Kazdy model odrazi popisovanou skute¢nost v zavislosti na vyslovenych (a
Casto i nevyslovenych) predpokladech. Verhulstova varianta modelu (2.3.9)
ma tvar

(2.3.10) Cil—]‘f Y {a (1 _ %> al ] |

onf )

kde a, K,b,c,d, h jsou kladné konstanty.

1.4 Obecny pohybovy zikon v kontinuu
1.4.1 Zakladni vychodiska a slovni formulace zakona

Od doby Newtona jde stale o stejny princip. Srovnavaji se ¢asové zmeény
hybnosti na jedné strané a silové ac¢inky na strané druhé.

Predpokladame, ze kontinuum (tekutina, pevné latka, smési pevnych i
tekutinych ¢asti, atd.) zaujima oblast © C (R?) a Ze se ¢asti tohoto kontinua
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[l

ruzné pohybuji nebo deformuji vlivem sil rizného druhu (vnéjsi sily = uc¢inky
vnéjsich silovych poli.

Vlivem souhrnu téchto sil dochazi ke zménam hybnosti v riznych ¢astech
kontinua. K obecné formulaci bilance hybnosti si postupné vybudujeme po-
jmovy aparat, abychom mohli podat dostatec¢né obecny popis procesi spo-
jenych se zménou hybnosti.

Slovné muze byt bilance hybnosti vyslovena asi takto: zména hybnosti
¢asti kontinua v libovolné bilan¢ni oblasti Q5 C 2 a v libovolném ¢asovém
rozmezi (t1,t2) C (0,+00) je rovna souctu sil pusobicich na uvazovanou ¢ast
kontinua.

Matematickym vychodiskem je zobecnéni vztaha (2.1.1), (2.1.2).

1.4.2 Hybnost

Je-li p = p(x,t) ([kgm™3]) hustota kontinua v misté x a v okamziku
t av=v(xt) ([ms™!]) rychlost kontinua v misté x a okamziku #, pak
integral (vektor)

I= /p(x,t)v(x,t)dx
Qp

(Rozmér: [I] = kgm>ms ' m? = kgms~! = Ns)
predstavuje hybnost v celé bilan¢ni oblasti 25 v okamziku ¢. A integral

(2.4.1) I = / (%, 1)V (5, t2) — p(x, 1)V, 11)] dx

predstavuje zmeéenu hybnosti sektoru Qg v case od t; do 5.
Integral (vektor)

(2.4.2) 12:/ / p(x,t)v(x,t) (v(x,t)n(x)) dSdt

t1 0Qp

(Rozmér: [Iy] = kgm3ms 'ms™'m?s = kgms™! = Ns)
predstavuje ,,tok hybnosti“ hranici 0€2g , tj. hybnost ¢asti kontinua vyteklého
hranici v ¢ase od t; do t,.

Poznamka: Skalarni sou¢in vn = ||v]cosa je prumét v do sméru n;
(vn)dS je objem hranolu o vySce ||v||cosa a obsahu podstavy dS, tj. ob-
jem ,vytekly* plochou dS'; p(vn)dS je hmotnost tohoto objemu; v[p(vn)dsS]
je hybnosto tohoto ,proteklého objemu v okamziku ¢ za jednotku casu.
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1.4.3 Vnéjsi sily = pisobeni vnéjsich silovych poli.

Oznac¢ime-li F = F(x,t) (Nm™3) hustotu vnégjsich sil, potom integral
(vektor)

(2.4.3) I — ] / F(x, £)dxdt

t1 Qp

(Rozmér: [I3] = Nm™3m?s = Ns)
predstavuje souhrn impulst vnéjsich silovych poli ptisobicich v bilan¢ni oblasti
Qp v case od t; do ts.

Pro silové pole obvykle piseme

F(Xa t) = /)(Xa t)f(X, t):

kde [f] = ms? (rozmér zrychleni), [pf] = Nm™3.
Pro elektrické pole piSeme

F(x,t) = q(x,t)E(x, 1),

kde [¢] = Cm™ (hustota ndboje), [E] = NC~!, [¢E] = Nm™3.
K vnéjsim silam pocitame také odstiedivé sily a Coriolisovy sily. Napf.
obecné elektromagnetické pole vyjadiujeme tvarem

F(x,t) = q(x,t)[E(x,t) + U(x,t)B(x,1)].

1.4.4 Vnitini (plo$né) sily.

Do svych tivah musime zahrnout ucinky sil, které zptsobuji deformace
nebo vnitini pnuti. Takovym silam Fikame tFeci a tlakové sily (komprese).

Predstavujeme si, ze okoli piisobi na kazdou bilan¢ni oblast plosné, tj. na
kazdou ¢ast ¢ jeji hranice 0{2p ve smyslu akce a reakce.

Oznacime toto plosné silové pluisobeni vektorem

T(x,t,n(x)), [T]=Nm™2,

v némz zdiraznujeme, Ze tyto silové acinky pisobi na plochu ¢ orientovanou
jednotkovym vektorem normdly n(x) v bodé x € ¢.
Plosny integral

/ T(x, tn(x))n(x)dS = / TdS

@
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nemuze byt vhodnou globalni charakteristikou (rozmérové je to v poiadku),
protoze je skalarni a nikoliv vektorovou charakteristikou (o t¥ech slozkach).
Predstavujeme si, ze vektor T muzeme vyjadrit jako soucet dvou vek-
torovych slozek
T=T,+T,.

Normalova slozka T, mé tlakové ucinky a tecna slozka T, mé smykové
ucinky v tecné roviné k, .
Ukazalo se nejvhodnéjsi predstavit si jednoznac¢ny rozklad vektoru T na tii
vektorové slozky

T;(x,t,n(x)), j=123,

jednu normélovou a dvé tec¢né. Oznac¢ime

T1j
Tj = |T2 |, ]= 1,2,3.
T3j
Integral (vektor)
- -
[ | Ti(x,t,n(x))n(x)dS
t1 0Qp
to
(2.4.4) L= [ [ Tax,t nx))nx)dsS
t1 0Qp
to
[ | Ts(x,t,n(x))n(x)dS
[ 11 0Qp a

reprezentuje silové ptisobeni vnitinich plosnych sil.
Globdlnt bilance hybnosti zapiSeme nyni strucné

(245) Il+[2 - I3—|—I4.

Slovné: Zmeéna hybnosti+tok hybnosti = vnéjsi sily+ vnitini sily.
Limitovanim této rovnosti to —¢; — 0 dostaneme (ve slozkach)

(2.4.6) / ap(x’gfi(x’t)dx-i— / px, t)vi(x, 1) (vn)dS = / Fi(x, t)dx+

3QB 6QB

+ / T;(x,t,n)n(x)dS.

oNp

Jsou-li vyrazy v plosnych integralech diferencovatelné ve smyslu potieb
Greenovy formule (G2) dostaneme pohybovy zakon ve slozkovém tvaru (proménné

14



vyjimeéné nevypisujeme).

(2.4.7) / {% + div (pvy;v) — F; — dz’vT@} dx =0, VQp C Q.
Qp
Op o~ 0 L9
(2.4.7) /[8t+;8xj(m}v”>] X / +;(9ij”] X

QB QB

Opakovanim procesu limitovani " u(25) — x" dostaneme [okdlni (diferen-
cialni) tvar pohybového zdkona v rozepsané podobé.

8p1)1 0 0 0 . 87'11 87'21 87’31
(248) ot +a—:ﬁ(pvlv1)+a—%(pv1v2)+a—%(pvlv3) =t 0, - 0y " Oxz’
8pv2 0 0 0 _ 87'12 87'22 (97'32
BN + a—xl(pvwl) + 0—372(p’02’02> + a—%(pvg’l);g) =+ o + Oy + 97s )
8pv3 0 0 0 _ 87'13 87'23 (97'33
o 8—:c1(pv3v1) + 0—@(PU3U2> + a—%(f?vs%) = F;+ o1, + Oy + Drs

1.4.5 Specialni zapisy pohybového zikona
Ve smyslu s¢itaci konvence se (2.4.8) piSe ve tvaru

8pvi 0 . - 8731

(2.4.9) 5 o

nebo ve tvaru

dpv;
ot

(2.4.9") + div (pv @ v) = F+div T;

J

dv;
P a

nebo obracené ve vektorové-tenzorovém tvaru

(2.4.10) %(pv)—l—dz’v (pvav) =F+divT;

uzité symboly definujeme takto:

VU1 VU2 U103 puIvL  PUIV2  PUIV3
VRV = |0V UUz UVU3|; PV RV = |pUaU1 pPUVs pPUV3
U3U1 V3V U3U3 pU3VL  PU3V  PU3V3

15



a hovorime o tenzorovém soucinu vektort (je to tenzor) a

711 T21 T31
T = T2 T22 T32

713 T23 T33
je tenzor napjatosti.
Poznamky: a) V neviskozni tekutiné je

T =—pl
kde p je tlak a I je jednotkovi matice, tj.

P
T = —p
—-Pp
Potom (2.4.9), resp. (2.4.10) se nazyva Fuleriv tvar pohybového zékona
(,,Eulerovy rovnice®) a

aTji . 87’1,‘ i 87'% i 87’3,‘ _ (9p
8l‘j 81‘1 81‘2 81‘3 8:51

b) ve viskozni tekutiné je
T = (—p+ Mivv)I +2uD(v),

kde

L[ 0v; Ov; :
D(v) == iy 2l — tenzor rychlosti deformace.
2 89@ 837@ ij=1,2,3

Pak misto (2.4.10) piSeme

(2.4.11) %(pv)—l—div (pvev) = F—grad p+grad (Adivv)+div (2uD(v))

¢) pro kontinum typu nestlacitelné viskozni kapaliny je p = konst, pu # 0
(prvni viskozni koeficient) , A = 0 (druhy viskozni koeficient) a mame z
(2.4.10)

ov . F 1 o,
2.4.12 —+div (V®V) = ———grad p+—div D(v).
(24.12) -+ (vov) = = —gradp+ Laiv D(v)
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Ve slozkach (s¢itaci konvence)

ov; ov; 1 Op 0%v; F, U
2.4.13 T, 20— - ==t
( ) ot T Oz, ! p Ox; * V@:cj&vi ! p v p
Ve vektorovém zapisu
ov 1 Ay
(2.4.14) — + (vgrad)v =f — —gradp + vAv, Av = | Av,
ot P Avs

Hovoiime o Navier-Stokesové tvaru pohybového zdkona (,Nevier-Stokesova
rovnice)

d) Pro nestla¢itelnou tekutinu (= kapalina) je p = konst a bilance hmotnosti
bez zdroju dava divv(x,t) =0 a z (2.4.9) dostaneme

(2.4.15) p {% + Vgradvi] = Fi+divt;, 1=1,2,3
t].

(2.4.16) pd;;" = Frtdivry, i=1,23

resp.

(2.4.17) pcfl—‘t, =F+divT

predstavuje lokalni tvar zakona pohybujici se nestlacitelné kapaliny.

e) Pro nepohybujici se kontinum (v = 0 ), se pohybovy zakon (2.4.9), (2.4.10)
redukuje na zdkon silové rovnovdahy

E + aTji _ O
8xj
resp.
F+divT =0

Toto uz je priklad bilan¢niho zdkona stacionarniho typu, nebot’ se zde neu-
vazuji Casové zmény, a tedy F = F(x), 7 = 7(x) (prostorové rozlozeni sil
a napéti.)
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1.5 Obecna energeticka bilance

V odst. 1.5.7 jsme uvedli model bilance hmotnosti v oblasti (2. Bez uvazovani

YV vrv

produkce zdroju (nejbéznéjsi pripad) se lokalni tvar uvadi ve tvaru.

dp(x,t)
ot

+ div p(x,t)v(x,t) = 0.

Odstavec 2.4 byl vénovan obecnému pohybovému zakonu.
Nejcastéji tvar je

0 t t
J&;£ﬁ12+mwmxwaw®v@¢»=M&wﬂx@+dw7@¢>

V obecnéjsich situacich hustota p a tenzor napéti 7 zavisi na teploté a pro-
cesy probihaji s energetickymi zménami. Potom pii popisu takovych procesi
musime naSe uvahy doplnit o bilance energie.

Slovni formulace:

Casova zména energie i tok enrgie

prace vnéjsich prace vnitinich tok tepla produkce
v bil. obl. Qp hranici 0Qp + + +

(objemovych) sil (plosnych) sil hranici zdroji

Lokalni tvar:

E
(2.5.1) %—t+div (E+p)v = pfv+div Tv+div w+F

2
E=p (e + l‘;—|> ;e = e(x,t) mén4 vnitini energie ([e] = m?s™?);

[pe] = kgm?s™? (energie).

Zde T - tenzor napjatosti,
w - vektor tepelného toku: obykle w = —pgradT’, T - teplota,
F - hustota produkce nergetickych zdroji (nezavislych).
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