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2 Modely elementarnich dynamickych procest

2.1 Priklady dynamickych procest
2.1.1 Padajici téleso bez odporu prostiedi

Proces: Téleso (hmotny bod) konstantni hmotnosti m padajici v gravita¢nim
poli bez odporu prostiedi (pohyb ve sméru gravitaéniho pole Zems).

Zakon (zakonitost): Newtoniv pohybovy zakon (rovnovaha sil).

Slovni formulace:

e Lokalni: Okamzitd zména hybnosti je v kazdém okamziku ¢ rovna
pusobici sile (tize télesa).
e Globalni: V kazdém ¢asovém tseku (t1,t2) C (0,7T) je zména hybnosti

umérna zmeéné c¢asu.

Matematické vyjadieni:

do(t
(2.1.1) m 1()1(25) = mg te(0,7)
~— ———

M tthova sila ¢ } i s
setrvacné sila Cas pusobent sily

v = v(t) je rychlost padajiciho télesa.

(2.1.2) mlv(ta) — v(t1)] = mglta — t1], V(ty,ta) C (0, 7).

2.1.2 Padajici téleso s odporem prostiedi

Proces: Padajici téleso konstantni hmotnosti m v gravita¢nim poli s odporem
prostiedi aimérném rychlosti padajiciho télesa.

Zakon (zakonitost): Newtonuv pohybovy zakon.

Slovni formulace:

e Lokalni: Okamzitd zména hybnosti je v kazdém okamziku ¢ rovna
pusobici sile (tize télesa zmengené o brzdici silu).

e Globalni: V kazdém ¢asovém tseku (t1,t2) C (0,7) je zména hybnosti
rovna zméneé sily na tomto tiseku.

Matematické vyjadieni:
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do(t)
dt

kde k je koeficient odporu prostiedi.

(2.1.3) m =mg—kv(t), te(0,T),

(2.1.4)  mlv(te) —v(t1)] = myg[ta — t1] — /{:/t2 v(t) dt, V(ti,ta) C (0,T).

t1

2.1.3 Pohybujici se téleso

Proces: Téleso proménné hmotnosti m = m(t) pohybujici se ve sméru puisobici
sily F(t) (tazné sily).

Zakon (zakonitost): Newtonav pohybovy zakon.

Matematické vyjadieni:

nebo

m(t)v(ts) — m(t)o(ty) = / TRt Vit C (0,T).

t1

Zobecnéni: silové pole je dano vektorovou funkei F(¢), hybnost p(t) = m(t)v(t)
je také vektorova funkce.

e Globalni tvar zdkona hybnosti: hybnost v okamziku ¢, je rovna hybnosti v
okamziku ¢ zvétSend o impuls sily F(¢) na intervalu (¢, t5).

Matematické vyjadieni:

(215) p(tg) = p(tl) + /t2 F(t) dt, v<t1,t2> C <O, T>

t1

e Lokélni tvar zakona (je dusledkem spojitosti funkce F'(t)):
(2.1.6) —— =F(t) vt € (0,7).
Jednotky a rozmeér:
_ to _
[F] =N=kg-m-s72 [, F(t)dt] =N-s = kg-m s,

[P =Nos = kg5, [42] =N,
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2.1.4 Elektricky proud v LR - obvodu

Proces: Elektricky proud ("elektrické proudéni") v tzv. LR-obvodu vyvolany
zdrojem ¢asové proménného napéti (obr. 17).

Zakon (zékonitost): Kirchhoffuv zdkon napétové bilance.

Slovni formulace: Soucet napéti v kazdém ¢asovém okamziku ¢ na jednotlivych
¢astech obvodu je roven napéti na svorkich zdroje.

Matematické vyjadieni:

di(t
(2.1.7) L th) + Ri(t) =u(t), te{0,T),
kde i(t) je elektricky proud; i(t) = d‘fTEf), q(t) = [)i(r)dr,

—q(t) je hustota naboje v okamziku ¢ (mnozstvi naboje proteklého vodi¢em za
jednotku ¢asu).

Jednotky a rozmeér:
[i] = A, [Rl=Q=V- AT}

[q =C=A"s, [L]=V-A~t.s,

[u] =V=1J-C ' =N-m-C .

4./._._R

. TSy %T
-"'-.._z 2(2) L
EL
|

1z
>

Obr. 17.

2.1.5 Elektricky proud v LRC - obvodu

Proces: Elektricky proud v tzv. LRC-obvodu vyvolany zdrojem napéti u(t)
(obr. 18).
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Obr. 18.

Zakon (zékonitost): Kirchhoffuv zdkon napétové bilance.

Matematické vyjadieni:

(2.1.8) L dé(tt) + Ri(t) + é/o i(r)dr = u(t), te0,T).
a(t)

2.1.6 Popula¢ni dynamika

Populaci rozumime skupinu zivych organismi jednoho biologického druhu.
Vice populaci riuznych druhi se nazyva biologické spolecenstvi.

Prvni model vyvoje poctu jedinci v populaci jednoho druhu vytvoril anglicky
ekonom Malthus (1766-1834) a tento model se nazyva Malthusiv populacni zdikon.

Malthusuv model ptredpoklddd exponencidlni rist populace. To neni
realistické. Jiz od 19. stoleti se popula¢ni modely zpieshovaly (napf. Verhulst,
1845).

Proces: Vyvoj (rist) mnozstvi biologickych jedinci jednoho druhu v néjaké
oblasti.

Zakon (zakonitost): Popula¢ni zdkon ristu pro jednu populaci s uréitym
typem rozmnoZovani.

Slovni formulace: Okamzity piirustek (ibytek) populace zavisi na po¢tu jedinci
(part schopnych rozmnozovani) a na migraci.

Matematické vyjadieni:

AN (1)
dt

(2.1.9) =aN+ M(t), te(0,T),
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kde a je konstantni popula¢ni koeficient, hustota populace N (t) oznacuje primérnou
stiedni koncentraci populace v uvazovaném prostoru v okamziku ¢, M(t) je
migracni funkce.

Obecné bilan¢ni pfedpoklady o zménach hustoty populace se nazyvaji zdkony
populacni dynamiky.

Predpokladame-li také prostorové rozlozeni populace, potom ozna¢ujeme N (x,t)
pocet populac¢nich jedinciu v jednotce objemu v okamziku ¢ ,, kolem bodu x v
okamziku t“.

Integral

N(Qp,t) = N(t) = / N(x,t)dx

oznacuje pocet jedinci v oblasti v okamziku t.

Budeme predpokladat standardni slozeni populace z hlediska rozmnozovéani a
naopak nebudeme do tivah zahrnovat zpozdovaci efekty (téhotenstvi, dospivani,
larvalni stadium). Na zdkladé pozorovani se domnivame, 7e zména hustoty
populace v kazdém ¢asovém useku (t1,ts) je rovna celkovému piirastku (abytku)
hustoty populace na tomto tiseku. Tento prirustek lze vyjadiit integralem

to

/ M) +rN(b)] dt,

t1

to
v némz [ M(t)dt je celkova migrace v (ti,t2) (M je tzv. migratni hustota) a
138

to
[ rN(t)dt je zména vyvolana zrozenim a imrtim. Koeficient 7 > 0 zavisi obecné
t1
na N, tj. r = r(N(t)) a urcuje tzv. relativni vitalitu populace (porodnost minus

aN
tmrtnost) a je definovin pomérem —&. Globélni tvar zédkona pak zapiSeme ve
tvaru

(2.1.10) N(ts) — N(ty) :/[M(t)+rN(t)] dt, ¥ {11, 65) C (0,T).

Je-li M +rN spojita funkce, pak limitnim disledkem (2.1.10) pro t; — ¢, ty — t,
je lokdlni tvar populacniho zdkona
dN(t)

(2.1.11) P =7rN(t)+ M(t),

platného v kazdém okamziku ¢ € (0,T) vySetiovaného obdobi (0, T').
Rozdil (2.1.11) od (2.1.9) spo¢iva v tom, ze r = r(N(t)) je obecné funkce
hustoty N. Zminény Verhulst ptredpokladal, Ze r je linearni klesajici funkei proménné
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N a navrhl popula¢ni koeficient ve tvaru

(2.1.12) MN):a(L—%),

kde a > 0, K > 0. Pro K — 400 prechazi Verhulstuv model v Malthusiiv model.
Koeficient K méa tedy vyznam kapacity prostiedi, charakterizujici ,,piivétivost”
prostiedi pro rozmnozovani, koeficient @ ma vyznam koeficientu porodnosti.

V nasi terminologii Malthus pfedpokladal, Zze popula¢ni koeficient r je roven
kladnému ¢islu a neuvazoval migraci, tj.

M(t) = 0.

Dynamika populace je pak popséna funkci N = N(t), kterd je feSenim pocateéni
ulohy
dN
(2113) E ICLN, N(to) :No, tZto
Takze
N(t) = Nyelt=t0)

a znamena to, ze za uvedenych predpokladu (tj. relativni ¢asova zména hustoty N
je pfimo umérna hustoté N) populace roste (Ny > 0) exponencialné. Nespravné
se Tiké, zZe populace roste ,,geometrickou fadou“. Predpoklad konstantnosti popu-
la¢niho koeficientu vsak také znamenad, ze neexistuji omezujici ¢i regulacni faktory
porodnosti. Protoze bylo t¥eba uvazovat regula¢ni mechanizmy (zpétna vazba) a
to vnitini (adaptace organismu) ¢ vnéjsi (omezenost zdroju potravy, kapacita
prostiedi), bylo rozumné hledat vérohodnéjsi tvar koeficientu r = r(N), nez
navrhl Verhulst.

Dynamika populace je podle Verhulstova modelu popsana takovou funkci
N = N(t), ktera je feSenim pocate¢ni ulohy

dN N

K

Elementarnimi metodami lze stanovit feSeni této pocatecni ulohy (klademe
to =0, M(t) =0) ve tvaru

KN at
0¢ t>0.

N(t) =
W= Nerr N ' 2

Doporu¢ujeme vysetfit prubéh funkce N = N(t) pro rizné hodnoty K, Ny, a.

Modely interagujicich populaci
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Jestlize Malthusuv model pro jednu populaci adaptujeme na situaci dvou
populaci s hustotami N(t), M(t), 1ze lokalni podobu pf¥islusného zakona psat
Malthusova typu ve tvaru

aM(t) _ M(t) + bN (t) M (t)
dt
(2.1.15) dN(t)
= =cN(t) + dAN(t)M(t),

kde a, b, ¢, d jsou konstanty, jejichz znaménka urcuji charakter vztahu obou populaci:
Model lovec-koftist: a > 0, b < 0, ¢ <0, d > 0, N... lovec; M...Kofist.
Model soutézeni: a > 0, b < 0, c >0, d < 0;
Model symbiozy: a > 0,b >0, ¢ >0, d > 0.
Soucinovy ¢len N(t)M(t) odrazi nap¥. vliv poctu stietii obou populaci (akti
lovu) na dynamiku kazdé populace. Doporu¢ujeme ¢tenaii vysetiit pritbéhy funkei
N = N(t), M = M(t) a predevsim kiivky ve fazové roviné ur¢enou parametricky
uvedenymi funkcemi.
Kazdy model odrazi popisovanou skuteénost v zavislosti na vyslovenych (a ¢asto
i nevyslovenych) predpokladech.

Verhulstova varianta modelu (2.1.15) ma tvar

o)

5o

kde a, K, b, c,d, h jsou kladné konstanty.

(2.1.16)

2.1.7 Produkéni proces (obchodni bilance)

Proces: Obchodni bilance (produkéni (logistickd) bilance)
Zakon (zékonitost): Zakon ristu produkce (spotieby).

Slovni formulace: Lokalni (¢asovd) zména produkce je ,imérnd“ celkové
produkci.

Matematické vyjadieni:

dp(t)

BT r(t)pt), te€(0,7T),

kde r(t) > 0 je produkéni koeficient, p(t) je produkéni funkee.

Zobecnéni: r = r(p(t)).
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2.1.8 Ochlazovani (ohiev) télesa

Té&leso v prostiedi o teploté R ma v okamziku tq teplotu T'(to). Pro ¢t >t se
teplota télesa méni v zavislosti na okolni teploté, tj. teploty se vyrovnavaji.

Proces: Ochlazovani (ohfev) télesa.

Zakon (zakonitost): Newtontuv zdkon ochlazovéani. Specialni piipad energetické
bilance (tepelné bilance).

Slovni formulace: Okamzita ¢asova zména teploty je ,,imérnad* rozdilu teploty
vné a uvnitt télesa.

Matematické vyjadieni:

dT(t) _
— = kT - R), t€(0.T),

T(ty) = To,

kde T'(t) je teplota télesa v ¢ase t, k > 0 je dany teplotni koeficient charak-
terizujici tepelné vlastnosti télesa a okoli, R je teplota okoli, Tj je poc¢atec¢ni
teplota.

Poznamka: Nelze-li predpokladat, ze teplota télesa je v kazdém misté stejna,
musime definovat

T(t):/Q T(x,t)dx,

kde funkce T'(x,t) urcuje rozloZeni teploty v ¢ase i prostoru x € Qp a
interpretuje ji jako teplotu v misté x a v okamziku ¢.

2.1.9 Chemicka reakce - doplnit

2.2 Ulohy a metody FeSeni
2.2.1 Dynamické zakony a diferenciilni rovnosti

7 uvedenych prikladi jsme vidéli, ze dynamicky zakon méa obvykle tvar
rovnosti, v niz se vyskytuje stavova funkce a jeji derivace.

Zakony a zakonitosti studujeme predevsim proto, abychom mohli predpovédét
¢asovy vyvoj procesu, tj. uréit stav systému v néjakém budoucim ¢ase, zname-li
stav na pocatku.

Musime proto formulovat lohu typu:
Najdi stavovou funkci y = y(t), t € (0,T), ktera splhuje dany zakon tvaru
diferencialni rovnosti.
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Potom tuto alohu nazyvame diferencialni rovnice (tj. funkcionélni rovnice
s derivacemi neznamé stavové funkce). O diferencialni rovnici hovotime tehdy,
vystupuje-li neznama funkce v derivaci.

Pfiklad: Chceme stanovit rychlost v = v(t) padajiciho télesa bez odporu prostiedi
z 2.1.1.
Pozadavek zakona

se stava diferencialni rovnici
dv
i
pro neznamou funkci v = v(t). Tuto funkei lze vypoéitat pfimym integrovanim
rovnosti ©(t) = g pres interval (to,1),

t ¢
/ b(T)dT:/ gdr.
to to

v(t) —v(to) = g(t — to).

g, (g je dan& (znama) konstanta),

Obdrzime

Vysledek zapiSeme ve tvaru
v(t) =gt +C, C=uv(ty) —glo.

Interpretace vysledku: Pokud ¢isla ¢y, v(to) nejsou dana (znama), pak fesenim

v=gttc

=

i / t
ta
Obr. 19.

dané diferencialni rovnice je systém linearnich funkei (viz obr. 19). Pokud v(ty)
je dano ¢islem vy, tj. v case ty pozadujeme splnéni podminky

’U(to) = 19,
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kterd znamend, 7Ze v okamziku t, zafne téleso padat s (udélenou) pocateéni
rychlosti vg. Potom rychlost pro ¢t > t; roste s ¢asem podle funkce

v(t) =vo+ g(t —to), ¢>0.

2.2.2 Ulohy pro diferencialni rovnice 1. fadu

Je dan vyraz f(t,y,u) a ¢isla yp € R, to € I.

Uloha najit funkci y = y(t), ktera spliiuje

(a) rovnost

dy(t)

(2.2.1) T

:f(t>y(t)7u(t))7 vt eI,
(b) pocate¢ni podminku
(2.2.2) y(to) = yo

se nazyva pocdteéni iloha a funkce y = y(t) se pak nazyva Feseni pocédtecni
ulohy.

Poznamka Formulace jakékoliv tlohy spoc¢iva v tom, Ze si ujasiujeme, co je
déno a co se hleda.

Formulujme napfiklad tuto jednoduchou wulohu 7izeni:

Je dana funkce f(t) t € (0,7), dynamicky zakon a koncovy stav y(7T).
Urd¢it funkci Fizeni u = u(t) a pocateéni stav y, tak, aby platilo

(2.2.3) d%Tit) = f(t,y(t),u(t)), Vte(0,T),

?/(0) = Yo-

Znamené to, ze chceme urcit takové fizeni a takovy pocatecni stav, ze kterého je

vvvvvv

tlohy pocatecni.
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2.2.3 Metody - priklady
(1) g=2¢, t#0.

¥
F Y
o0
i
Separace:

dy . gdt c<i)
Yy t
Inly] = 2In|t|+InC
In|y| In C't?

Obecné feSent: y(t) = Ct* (systém parabol )

Otézka: Kam zmizely absolutni hodnoty?

2)y=% y#0 ylx)="

Separace: /\
ydy — xdzx
: P

A

y? -2 = 2C
Na tento vysledek se divame jako na rovnici (o dvou neznamych),
jejimz fegenim je funkce y = y(x). Nebo hovofime o rovnici kiivky v roviné
(hyperboly) a jejim feSenim je kiivka (hyperbola).
7 hlediska dané diferencidlni rovnice se uvedend rovnice nazyva obecng
integrdl.

B)y =% «#0; y(x)="
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¥
&
=
Separace:
dy _ dz
y x
Inly] = 2In|z|+InC
y(x) — Cx
(4) ¥=3y, y(to) = yo.
Separace: d
Y~ zar
)
Inly] = 3t+InC — Inlyl=e*+InC.

Obecné feseni:  y(t) = Ce¥t;  — y(ty) = CePe — C = ype 3.

Reseni pot. tlohy:  y(t) = yoe3—10).
(5) 9=ty, ylto) = Yo
Separace: d
S
Yy
2
Injy| = 3 +1InC.

t2 3
Obecné feseni: y(t) =Cez; — y(ty) = Ce?.

2
t2 g

Reseni pod. tlohy: y(t) = yoeT 2.

(6) (1 + et)yy =¢ y = (1j_tet) : %
Separace: et
dy = ——dt
yay 11 et
2
5 = In(1+¢€")+ C ... obecny integral

Obecné feSent:

[ V2In(1+et) +2C,
ylt) = { —/2In(1 +et) 4 2C.
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2.3 Dalsi tlohy
2.3.1 Demograficka aloha

Nepolepsitelni zlo¢inci muzského pohlavi byli v pravidelném mnozstvi M > 0
(M je mnozstvi jedinci za jednotku ¢asu) vystéhovavani v ¢asovém obdobi (0, ¢;)
na pusty ostrov s dostatkem potravy. V case t; > 0 odsun ustal
a od tohoto okamziku obyvatelé ostrova zacali vymirat staifim s konstantnim
koeficientem dumrtnosti a < 0, a = —0.01. Na pocatku osidlovani 7ilo jiz na
ostrové Ny zlocinci.

Chceme urd¢it ¢asovou zavislost N = N(t) mnozstvi obyvatel ostrova.
Reseni: Popula¢ni zékon vezmeme ve tvaru (odst. 8.1.1. F)

AN (t)
dt

= f(t,N, M), t=0,

| M, te(0,t1), M je konstanta,
f@NJ”—{aN@th.

Pocatecni stav je urc¢en pocateéni podminkou

Metodami z ptedchozich odstavci vypocteme

N(t) = Mt + Cy, t € (0,t;); metoda piimé integrace;
| Cye®, t > t;; metoda separace.

7 pocate¢ni podminky obdrzime Ny = Cf,
z podminky spojitosti funkce N(¢) v bodé ¢;

N(t;—) = N(t1+)

mame
Mtl + Cl = Cgeatl,
tj.
02 = (Mtl + C’l)e_“tl.
Vysledek:

| Mt+ Ny, te(0,ty),
N(t) - { (Mtl + No)ea(t_tl), tz tl'
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Graf:

& Mi+AL

Obr. 20.

2.3.2 Uloha detektivni - aneb, kdy se stala vrazda

V ¢ase t = 0 bylo nalezeno télo zavrazdéného s télesnou teplotou
T(0) = 15° C. Bylo provéieno, ze vrah se zavrazdénym nemanipuloval.
V mistnosti vrazdy byla konstantni teplota R = 5° C.

Je tteba zjistit, kdy se stala vrazda.
Reseni: Proces ochlazovani télesa se fidi zakonem (odst. 8.1.1. H)

d7(t)

—= = —k(I() = R); t>0.

Pocatecni teplota je dana hodnotou
T(0) = 15.
Metodou integrac¢niho faktoru stanovime funkci chladnuti
Tt)=5+10-e*.

Detektiv v8ak nezna koeficient chladnuti & > 0. Umi si v8ak poradit (zfejmé
absolvoval KMA). Zjistil si, Ze za 2 hodiny je teplota mrtvoly T'(2) = 8° C.
Vypocte k z rovnice
8=5+10 e p =l 3 g 6o
B o210 T
Takze
T(t) — 5 + -6_0’602t.
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Zajima nas nyni ¢as ty, kdy byla teplota T'(ty) = 37°C (zavrazdény nemél
horecku).

7 rovnice
37 =54 10 - ¢ %00
vypocteme
ty = 1 | 32 1,932
27 76,02 110 !

Vrazda se stala si pfed hodinou a 56 minutami.

2.3.3 Pohyb rakety v gravitaénim poli bez odporu prostiedi

Raketa o pocate¢ni hmotnosti My = mgy + m; (kg) startuje v ¢ase t = 0 s
pocatecni rychlosti vy = 0 z povrchu Zemé kolmo k zemskému povrchu. Okamzita
hmotnost M(t) = m; + m(t) je dana hmotnosti paliva m(t) a hmotnosti kon-
strukce m;. Hmotnost paliva ubyva s ¢asem podle zavislosti

m(t) = mgy — rt,

kde myg je po¢atecni hmotnost paliva a dana konstanta r (kg/s) urcuje ubytek
paliva za jednotku c¢asu. Je-li F' konstantni tazna sila motoru (proti sméru
konstantniho gravita¢niho pole), potom pohyb rakety po piimé draze se Fidi
pohybovym zdkonem

d

&(M(t)v(t)) =F— M(t)g.

Stavovou (neznamou) funkei je zde rychlost v = v(t).

Chceme-li stanovit stav (rychlost) rakety pro ¢ > 0, musime fesit po¢ate¢ni alohu

d
E[(ml +mo —rt)v] = F — (my +mg —rt)g, ¢>0,

v(0) =vy (=0).

Prvni pocatecni tlohu feSime metodou piimé integrace.
Vysledek zakladni ulohy (metoda p¥imé integrace):

rt?

Ft
J (m1 +m0)t— —], t > 0.

v(t) = —

ml—i-mo—rt m1+m0—rt

2

Chceme-li stanovit dréhu rakety s = s(t) (vzdalenost od mista startu) vyjdeme
ze zdkona drahy




2.3 Dalgi alohy (XI. 2006)

60

s pozadavkem
s(0) = 0.

Opét uplatnime metodu primé integrace.

Y2 o

Nyni miuzeme formulovat dalsi alohy.

a) V jakém okamziku ¢, dohofi palivo?

b) V jaké vzdalenosti s(t1) od Zemé dohoii palivo? s(0) = 0.
c¢) Jak uréit pohyb rakety i po vyhoteni paliva?
)

d

Formulovat tlohu pohybu rakety v proménném gravitacnim poli, jestlize
intenzita gravita¢niho pole g je funkci vzdalenosti od startu

go > 0 (konstantou), s < sy,

g = g(s) = 829_081 (82 — S)’ 51 < 8 < 89,

0, s> s9

ad a) V okamziku t; > 0 bude m(t;) = 0, tj.
mo — T’tl = 0,
tj. v Case t; = "% palivo vyhoif.

ad b) Jak bylo zminéno, fesime pocatecni lohu

ds
Fr v(t),
s(0) = 0.

Zde v(t) je dano vysledkem zakladni tlohy.

Takze palivo dohoii ve vzdalenosti
t1
s(ty) = / v(T)dr.
0

ad ¢) Povyhoteni paliva je pohyb rakety popsan po¢atecni alohou, tj. od okamziku
t; se raketa s konstantni hmotnosti pohybuje setrva¢nosti bez tazné sily:

d
a (ml U(t)) = —myg, t Z t17
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v(t1) = vy (vypocteno ze zakladni ulohy).
Odtud
v(t)zvl—g(t—tl), tZtl
V okamZziku ¢ = ¢; + * se raketa zastavi (v(t2) = 0) a zatne padat na Zem
volnym padem.
ad d) Ulohu formulujeme na zakladé zakona

d

=5 (M) = F = M{tg(s), ¢>0,

kde M(t), F je stejné jako v zékladni tloze. Funkce g¢(s) je uvedena v
zadani. Do okamziku t; (a do vzdalenosti s(t;)) se raketa pohybuje podle
tvaru zédkona pohybu uvedeného v vodu odstavce (tj. s konstantnim g).
Cilem ulohy z bodu d) je uré¢it pohyb rakety (tj. v(¢), s(t)) i v beztizném
stavu.

Poznamka. Uvazte alternativné situace, v nichz palivo vyhoti jesté v gravitacnim
poli a naopak i situaci v niz palivo hoii jesté v beztiZzném stavu. Projevi se jesté
tah motoru?

2.3.4 Uloha té&lesa padajiciho (pohybujiciho se) v gravitaénim poli

Zemé s odporem prostiedi

Zadani: Téleso o konstantni hmotnosti m > 0 se v gravitaénim poli (gravita¢ni
konstanta ¢g) pohybuje ve sméru gravitatniho pole v atmosféfe s konstantnim
koeficientem odporu prostiedi & > 0. Je-li v(¢) rychlost pohybu v okamziku ¢,
pak kv(t) je sila odporu vzduchu (ve sméru proti gravitaéni sile).

Téleso zacalo padat s rychlosti vy.

a) Chceme stanovit okamzitou rychlost v = v(t) padajiciho télesa, rychlost

dopadu a dobu dopadu, zname-li vysku hg = h(ty).

b) Chceme stanovit vysku h; = h(t), ze které je t¥eba skocit, aby rychlost

dopadu byla v;.

¢) Chceme vysetiit zavislost v = (k) a ur¢it lim (k).

k—0

ad a) Musime tedy nejdiive fesit ulohu

dv kv, >t
m— = mg — kv, > to,
dt g 0

v(ty) = vp.
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Metoda integrac¢niho faktoru pro rovnici

%—F@— : (1)+£v—)
dt m—g' m — 9

Uréime funkci w = w(t), aby w-@+%w-vzgw, @:%;

.k E
w:—w—>w(t):€m.
m

Takze fesime upravenou rovnici

d ( &
—(em
dt

Ptimou integraci a dosazenim pocatec¢ni podminky dostaneme

m m _ ko
v(t) = g+ (vo — - g)e "),

Drahu s = s(t) uréime podle zakona drahy

ds(t)
dt

=uo(t), t>to,

Ptimou integraci dostaneme

0 =ho+ [ [Zo+ (v g)ehir)] ar =

0
= h,() + |:]. — e_ﬁ(t_to)] [% Vo

Dobu dopadu ¢; ur¢ime z podminky
S(tl) =0.

Resime tedy nelinearni algebraickou rovnici pro nezndmou ¢;:
Dostaneme

2
ho+ |1 — 6_%@140)] {% Vo — %g] =0.

Vypocteme
t1=....

m2

_ﬁg

|
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ad b) Stanovime ¢as ¢, v ném? je splnéna podminka
v(t) =v; (zadana rychlost dopadu).

Resenim tlohy

ds(t
dgf) = U(t), t > 1o,
s(to) = h+ As,
dostaneme
2
s(t) =h+ As+ [1 - e_%(t_t(’)] [% vy — % g] :
7 rovnice

s(t2) =0 (pro neznamou As ),

urc¢ime hledanou vysku.

ad c¢) Hledana zavislost
m m k(g
v=pk)= ?gnL (m——g)e m (t=to),

je to zavislost typu

p(z) = (1—e)1 4o

Stanovime
’lclI%U =9 + g(t — to).

Rychlost padajiciho télesa bez odporu prostiedi.

2.3.5 Uloha detektivni - podeziely mél alibi [kontrola modelu!]

Navazeme na tlohu z odst.2.3.2. Resili jsme pocatecni tilohu

%it) =—k(T(t)-R), T0)=15 t>0

apro R=05, k=0,602 jsme dostali funkci
T(t) =5+10- e "%

ktera popisuje ¢asovy pribéh teploty chladnouciho télesa (viz obr. 21). Detektiv
v tloze 7 téchto udaju usoudil, ze téleso (zavrazdény) mélo teplotu 37° C zhruba
pfed 2 hodinami od okamziku nalezeni (¢t = 0).

Nastala vsak komplikace ve vySetfovani. Byl urcen jediny podeztely, na urcenou
dobu vrazdy vSak mél neotfesitelné alibi. Bylo nutné provérit spravnost doby
vrazdy. Detektiv proto musel zp¥esnit model, tj. zpfesnit predpoklady.
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=
&

E e _]F._ __‘. ey
b | -1 i

Obr. 21.

a) Podrobngjsi analyzou nahradil piedpoklad konstantnosti okolni teploty
R =5 ptredpokladem, Ze teplota R s ¢asem klesala podle funkce

R(t) = 5e "%t

b) Teplotni koeficient k > 0 je tieba také zpfesnit podle nového modelu.

ReSime nyni pocatec¢ni tlohu

dT(t
% = —k(T(t) — 5e %", T(0) =15 t>0.
Metodou integrac¢niho faktoru vypocteme
1
T(t) = R [5ke™"%" + (10k — 0,75)e ] .

Z pozadavku T(2) = 8 se vypocte (fesi se nelinearni rovnice pro neznamou k
nékterou numerickou metodou)

k=~ 0,44.
Finalni podoba hledané funkce je
1
T(t) = — [2,2¢7%%" 4 3,65¢ 4] .
( ) 0’39 |: y 4€ + ) € ]
Jeji graf je (¢ervend) uveden (oznacen) opét na obr. 21.
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2.3.6 Uloha houpa¢ky v gravitaénim poli

Na pevném zavésu konstantni délky [ je pfipevnéno téleso konstantni hmotnosti
m. Pusobi na néj pouze sila gravitacniho pole Zemé. Odpor prostiedi nepiedpokla-
ddme. Hmotnost zavésu bereme nulovou.
Délkovou vychylku (délku opisovaného oblouku kruznice) oznac¢ime s = s(t),
rychlost pohybu télesa definujeme vztahem (zakon rychlosti)
ds(t)
= t = — t > t .
=" 26
Za uvedenych predpokladi usoudime, Ze bude postacujici uvazovat fyzikalni
model houpacky, a to tzv. matematické kyvadlo.
Pohyb houpacky se fidi opét Newtonovym zékonem (viz odst. 2.1.3)

do(t)
——==F(t), t>t
m dt ( )7 = L0y
kde F(t) = —mgsina(t); a(t) je thlova vychylka zavésu od klidové (svislé)
polohy.
Formulujeme zékladni pocdtecni ilohu: Chceme stanovit funkce s = s(t),

v=u(t), t > to splijici relevantni pohybovy zédkon a zdkon rychlosti, kdyz je
dan pocatecni stav podminkami

U(t()) = 9, S(t()) = So, Cl/(t()) = Op.

Méame tedy tyto podminky

do(t)
dt

= —mgsina(t), at)=—=,1¢€ (ty,+0),

ds(t)
dt

v(tg) = vo, s(to) = so.

V dalsim volime vy = 0 (nulova pocatecni rychlost). V pocatecni tiloze mame
soustavu dvou diferencidlnich rovnic pro neznamé funkce s = s(t), v = v(t) a
prislusné pocatecni podminky urcujici pocéatecéni stav systému.

Teoretické vysledky (viz.napf. KMA/ODR) opraviiuji ke konstatovani, ze
dana tloha méa jediné feSeni (korektni uloha!) a funkce s = s(t) je soucasné
feSenim pocatecni ulohy pro rovnici 2. fadu

& in>, e (ty,+oo)
—— = —gsin -, , +00
a2~ I 0
s pocatecnimi podminkami
ds(t
S(to) = 50, ( O> = Vg = 0.

dt
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Diferencialni rovnice neni linearni. Abychom ke stanoveni feSeni mohli uzit
elementarni metody, vyuzijeme vtipného obratu zalozeného na inverzni funkci
a derivaci slozené funkce:

v=2o(t); s=s(t) — t=1t(s) = v=0(t(s)) = v(s);

dv  dv dt N dv dv d (ds d?s dv
ds  dt ds dt ds’ de \ dt de? ds
Mame tedy nelinearni rovnici (1.f4du) pro neznamou funkci v = v(s)
d
(*) Ud_: =g sin ;7

a pocate¢ni (koncovou) podminku
v = v(ty) = v(t(s0)) = v(sp) = 0.

Integrujeme (*) pies interval (sg, s) podle s, tj. pies interval (vg,v) podle v

t.
v S
/wdw:—g/sin%da.
V0 S0
Takze
2 I s 80] 90l i $+8) . So— S
— = gl[cos = — cos —| = sin sin
g — 9eosy R 21 T
resp.
— d
) =2Vl fsin S0 s 00 =
Rovnost

d
2\/ﬁdt = ° , s(to) = so

stso S0—S
\/Sln Y] sin %

integrujeme pies interval (to,t), resp. (so, s) :

2 gl(t —to) =

/ = U(s).
\/sm 150 gjp $0=0

l

Integral W(s) nelze stanovit pomoci elementarnich funkei. Funkce s = s(t) je

U(s) = 24/gl(t — to)

touto rovnosti

déna implicitné, tj.

s(t) = UL 2VI(t — ).
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Pokud v integréalu uzijeme aproximaci sin z ~ z (linearizace), potom z rovnosti

r do r do
NS (.
o+sg Sog—o 2 _ 52
g %0_ o S — 0

2l

dostaneme

%(t —tp) = — arccos sio’

s(t) = s cos \/%(t —to) =, w(t) = —\/%so sin \/%(t ~to).

Vychylka je tedy periodickou funkei ¢asu s periodou

T =21 £
g

Zavér: Obecné zavislost vychylky s(t) houpacky na ¢ase neni periodickou funkei
casu.

Dale jsme ziskali poznatek, 7e vysledek ziskany aproximaci sinz = z je feSeni
linearizovaného modelu pohybového zakona ve tvaru

neboli




